
چ΋یده

در کرده�اند تعریف باناخ فضاهای برای را M-ایده�آل مفهوم بار اولین برای افراس و آلفسن ١٩٧٢ سال در

فضاهای در M-ایده�آل�ها از مثال�هایی سپس و م�ͳپردازیم M-ایده�آل مفهوم ͳبررس به ابتدا پایان�نامه این

م�ͳکنیم. ͳمعرف M-ایده�آل�ها شناسایی برای را مح�Έهایی کار ادامه در م�ͳکنیم. ͳبررس را مختلف باناخ

که م�ͳشود مشاهده و هستند M-ایده�آل حافظ نگاشت�هایی چه که دارد قرار مطلب این روی ما ͳاصل تمرکز

نیستند. طولپا لزوماً M-ایده�آل حافظ ی΋ریخت�ͳهای

بین اگر که م�ͳکند بیان قضیه این م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد که است دیΎری مطلب باناخ-استون قضیه

X آنگاه باشد داشته وجود طولپا ͳریخت΋ی Y و X مانند فشرده هاوسدورف فضای دو پیوسته توابع فضای

باناخ-استون قضیه از ͳصورت M-ایده�آل حافظ نگاشت�های از استفاده با ما همانریختند. ی΋دیΎر با Y و

نیست. طولپا لزوماً پیوسته توابع فضاهای بین ͳریخت΋ی آن در که م�ͳکنیم بیان را

ͳهمانریخت طولپایی، ،ͳریخت΋ی باناخ، فضای آفین، تابع باناخ-استون، قضیه M-ایده�آل، کلماتکلیدی:
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١ فصل

پیش�نیازها و اولیه تعاریف

شد، خواهد استفاده آن از بعد فصل�های در که ͳتابع آنالیز از ͳاساس قضایای و تعاریف بیان به فصل این در

م�ͳپردازیم.

جبرها و نرم�دار فضاهای ١.١

به باشد ∥ · ∥ : E → R نگاشت هرگاه م�ͳنامیم نرم�دار یΈفضای را E برداری فضای تعریف١.١.١.

که طوری

x = ۰ ↔ ∥x∥ = ۰

∥x∥ ≥ ۰ ∀x ∈ E

∥αx∥ = |α|∥x∥ ∀α ∈ R, ∀x ∈ E

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ ∀x, y ∈ E.

باناخ فضای را باشد کامل نرمش وسیله به شده تعریف متر به نسبت که را E نرم�دار فضای تعریف٢.١.١.

باشد) همΎرا نرم به نسبت باید آن در ͳکوش دنباله هر ͳیعن) گوییم.

جفت هر ازای به هرگاه م�ͳنامیم برداری یΈمشب΋ه�ی را X مرتب جزئا برداری فضای تعریف٣.١.١.

باشد. داشته وجود دو هر ͳجزئ ترتیب رابطه به نسبت inf{x, y} و sup{x, y} ،x, y ∈ X بردارهای از

١



هرگاه م�ͳنامند (جبر) مختلط جبر Έی را مختلط اعداد میدان روی A برداری فضای .۴.١.١ تعریف

باشد α ∈ C و x, y, z ∈ A هر برای زیر خواص دارای و باشد شده تعریف A× A→ A ضرب عمل

،x(yz) = (xy)z (a)

،x(y + z) = xy + xz و (x+ y)z = xz + yz (b)

.α(xy) = (αx)y = x(αy) (c)

و باشد نرم�دار برداری فضای Έی عنوان به A گاه هر است نرم�دار یΈجبر A جبر تعریف١.١.۵.

∀x, y ∈ A ∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥.

فضای Έی آن روی شده تعریف نرم با A گاه هر گوییم باناخ یΈجبر را A نرم�دار جبر تعریف١.١.۶.

باشد. کامل

Έی را A آنگاه xe = ex = x که طوری به باشد e ی΋ه عنصر شامل A باناخ جبر اگر تعریف٧.١.١.

گوییم. ی΋دار باناخ جبر

که داد قرار باناخ جبر Έی در م�ͳتوان را A باشد ی΋ه عضو بدون باناخ جبر Έی A هرگاه .٨.١.١ قضیه

است. ی΋ه عضو دارای

م�ͳکنیم: تعریف زیر ترتیب به A۱ وری را جبری اعمال و A۱ = A× C م�ͳدهیم قرار اثبات.

،α, β ∈ C و a, b ∈ A هر ازای به (a, α) + (b, β) = (a+ b, α + β) .١

،α, β ∈ C و a ∈ A هر ازای به β(a, α) = (βa, βα) .٢

α, β ∈ C و a, b ∈ A هر ازای به (a, α)(b, β) = (ab+ αb+ βa, αβ) .٣

م�ͳکنیم: تعریف چنین را ∥ · ∥ : A۱ → [۰,∞) تابع همچنین

∥(a, α)∥ = ∥a∥ + |α|

٢



م�ͳشود. (۰,۱) ی΋ه عضو با باناخ یΈجبر به تبدیل شده تعریف نرم و اعمال این با A۱ که داد نشان م�ͳتوان

داریم: م�ͳکنیم، تعریف φ(a) = (a, ۰) ضابطه با را ϕ : A→ A۱ تابع حال

∥φ(a)∥ = ∥(a, ۰)∥ = ∥a∥

هست. نیز Έی به Έی لذا طولپاست، φ بنابراین

φ(ab) = (ab, ۰) = (a, ۰)(b, ۰) = φ(a)φ(b)

φ(a+ b) = (a+ b, ۰) = (a, ۰) + (b+ ۰) = φ(a) + φ(b)

م�ͳباشند. ی΋ریخت A۱ از بسته فضای زیر Έی با A ͳیعن طولپاست ͳهمریخت Έی A۱ به A از φ نتیجه در

م�ͳکنیم تعریف صورت این در باشد Έتوپولوژی فضای Έی X کنیم فرض .٩.١.١ مثال

C(X) = {f : X → C : باشد پیوسته f}

Cb(X) = {f : X → C : باشد کراندار و پیوسته f}

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به Cb(X) در را اس΋الر ضرب و جم΄

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀f, g ∈ Cb(X)

(αf)(x) = αf(x) ∀α ∈ C,∀f ∈ Cb(X)

Cb(X)یΈفضای ،∥f∥∞ = supx∈X |f(x)| نرم با و م�ͳکند تبدیل برداری یΈفضای به را Cb(X) که

صورت این در باشد. Cb(X) در ͳکوش دنباله�ای {fn} کنید فرض م�ͳشود. باناخ

∀ϵ > ۰ ∃N ∈ N ∀m,n ≥ N ∥fn − fm∥∞ <
ϵ

۲

،x ∈ X هر و m,n ≥ N هر برای

|fn(x) − fm(x)| ≤ ∥fn − fm∥∞ <
ϵ

۲
(*)

٣



در {fn(x)} دنباله بنابراین است Cکامل چون است. ͳکوشC در {fn(x)} دنباله ،x ∈ X هر ازای به ͳیعن

limn→∞ fn(x) = x ∈ X هر برای که طوری به دارد وجود f : X → C مانند ͳتابع ͳیعن همΎراست C

.f(x)

|fn(x)−f(x)| ≤ م�ͳگیریم نتیجه (*) از x ∈ X هر →mبرای ∞ و فرضشود ثابت n ≥ N اگر

است. پیوسته X روی f لذا و همΎراست f به ی΋نواخت طور به X روی {fn} دنباله ͳیعن ϵ
۲ < ϵ

طوری به k ∈ N دارد وجود ϵ = ۱ برای لذا همΎراست f به ی΋نواخت طور به X روی {fn} چون

fk ∈ Cb(X) چون |f(x)| ≤ ۱ + |fk(x)| نتیجه در |fk(x) − f(x)| < ۱ ،x ∈ X هر ازای به که

.f ∈ Cb(X) نتیجه در است کراندار X روی f بنابراین

م�ͳدهیم قرار صورت این در باشد Έتوپولوژی فضای Έی X کنیم فرض .١٠.١.١ مثال

C۰(X) = {f : X → C : باشد فشرده {x ∈ X : |f(x)| ≥ ϵ}, ϵ > ۰ هر ازای به و پیوسته f}.

است. باناخ فضای Έی نیز C۰(X) که دید م�ͳتوان شد داده نشان Cb(X) برای آنچه مانند

ͳبرگشت تابع Έی را A توی به A از a → a∗ نگاشت باشد، باناخ جبر Έی A اگر .١١.١.١ تعریف

باشیم: داشته α و β مختلط اعداد و A در b و a هر برای هرگاه م�ͳنامیم

،(a∗)∗ .١

،(ab)∗ = b∗a∗ .٢

(αa+ βb)∗ = ᾱa∗ + β̄b∗ .٣

م�ͳگویند. a ͳالحاق را a∗

را a ،a∗a = a∗a = e اگر و نرمال را a ،a∗a = aa∗ اگر و ͳهرمیت یا خودالحاق را a ،a = a∗ اگر

گوییم. تصویر را a ،a۲ = a و a∗ = a اگر و ͳان΋ی

۴



باشیم: داشته a ∈ A هر برای هرگاه م�ͳنامند ∗C-جبر Έی را ∗ گسترش تابع با ،A باناخ جبر

∥a∗a∥ = ∥a∥۲.

به که ͳگسترش تابع با C(X) باناخ جبر باشد هاوسدورف و فشرده فضای Έی X اگر .١٢.١.١ مثال

است. جابجایی ∗C-جبر Έی م�ͳشود تعریف زیر صورت

f∗(x) = f(x) x ∈ X, f ∈ C(X).

و جم΄ ترتیب به را آنها که ،· و + همچنین باشد، ͳغیرته مجموعه Έی R کنیم فرض تعریف١٣.١.١.

هرگاه: گوییم یΈحلقه را (R,+, ·) باشند، R روی تایی دو عمل دو م�ͳنامیم ضرب

باشد، ͳآبل گروه (R,+) .١

باشد شرکت�پذیر ضرب عمل .٢

∀a, b, c ∈ R (a · b) · c = a · (b · c),

باشد توزیع�پذیر جم΄ روی ضرب عمل .٣

∀a, b, c ∈ R a · (b+ c) = a · b+ a · c

(a+ b) · c = a · c+ b · c

م�ͳنویسیم. R و ab ترتیب به (R,+, ·) و a · b جای به بعد به این از

را R و ی΋ه عضو را e آنگاه ،ae = ea = a ،a ∈ R هر ازای به که باشد داشته وجود e ∈ R اگر

گوییم. ی΋دار حلقه

S هرگاه گوییم، R از یΈزیرحلقه را S ،∅ ̸= S ⊆ R و حلقه Έی R کنیم فرض تعریف١.١.١۴.

باشد. حلقه Έی R ضرب و جم΄ اعمال با همراه

۵



ایده�آل Έی را I صورت این در باشد R از زیرحلقه�ای I و حلقه Έی R کنیم فرض تعریف١.١.١۵.

.ra ∈ I ،a ∈ I و r ∈ R هر ازای به اگر گوییم Rچپ

.ar ∈ I ،a ∈ I و r ∈ R هر ازای به اگر گوییم Rراست یΈایده�آل را I

باشد. R راست و چپ ایده�آل I اگر گوییم R طرفه دو یΈایده�آل را I

A از زیرفضایی J هرگاه م�ͳنامیم ایده�آل را A جابجایی مختلط جبر از J زیرمجموعه تعریف١.١.١۶.

ایده�آل J هرگاه گوییم ماکزیمال ایده�آل را J و xy ∈ J شود نتیجه y ∈ J و x ∈ A هر برای و باشد

نباشد. بزرگ�تر سره ایده�آل داخل J و (J $ A) باشد سره

ایده�آل�های همان C(X) از بسته ایده�آل�های باشد، هاوسدورف فضای Έی X کنید فرض .١٧.١.١ مثال

باشیم داشته E مانند X از بسته زیرمجموعه�ای برای که هستند بسته جبری

{f : f ∈ C(X), f |E = ۰},

از بسته�ای زیرمجموعه�ی برای اگر است X از بسته زیرمجموعه�ی Έی پوچ�ساز بسته، ایده�آل Έی اینکه ͳیعن

است C(X) از بسته ایده�آل Έی I مجموعه ،I = {f : f ∈ C(X), f |E = ۰} کنیم تعریف E مانند X

زیرا:

∀g ∈ C(X), ∀f ∈ I, g ◦ f |E = f ◦ g|E = ۰ → fg ∈ I

fn|E → f |E داشت خواهیم ی΋نواخت) (همΎرای fn−→f که طوری به باشد I در {fn} دنباله اگر

است. بسته I و f ∈ I پس f |E = ۰ بنابراین

فرم به مجموعه�هایی C(X) در ماکزیمال ایده�آل�های .١٨.١.١ مثال

Mp = {f ∈ C(X) : f(p) = ۰}

قبل مثال بنابه است، بسته X هاوسدورف فضای در E = {p} اینکه به توجه با م�ͳباشند. p ∈ X هر برای

است. C(X) در ایده�آل ΈیMp

۶



داریم g ∈ J هر برای که طوری به E ⊂ X دارد وجود بنابراین I ⊆ J $ C(X) خلف) (فرض

،f ∈ I Έی برای که q ∈ E دارد وجود صورت این غیر در چون ،I = J م�ͳکنیم ادعا g|E = ۰

وجود گفتیم بالا در آنچه بنابر باشد C(X) از ͳایده�آل I۱ اگر حال .I * J پس f |E ̸= ۰ آنگاه f(q) ̸= ۰

.f |E۱ = ۰ داریم f ∈ I۱ هر برای که طوری به E۱ ⊂ X دارد

از ایده�آل Έی I۲ = {f : f ∈ C(X), f |E۲ = ۰} انگاه آید دست به E۱ از ͳنقاط حذف از E۲ اگر

نقطه در آن ماکزیمال عضو که م�ͳآید دست به زنجیر Έی روند این ادامه با ،I۱ ⊆ I۲ که م�ͳباشد C(X)

م�ͳآید. دست به است نشده حذف نقطه آخرین که p ∈ E

جداسازی Έی X روی A م�ͳگوییم آنگاه باشد X روی توابع از مجموعه�ای A اگر .١٩.١.١ تعریف

.f(x) ̸= f(y) که طوری به f ∈ A باشد داشته وجود x ̸= y که x, y ∈ X هر ازای به هرگاه است

ی΋نواخت طور به هرگاه گوییم ͳتابع فضای Έی را C(X) فضای از M زیرفضای .٢٠.١.١ تعریف

باشد. X روی جداسازی Έی و باشد ثابت توابع شامل و بسته نرم به نسبت

AیΈفضای هرگاه گوییم ی΋نواخت) (جبر ͳتابع یΈجبر را C(X) Aاز فضای زیر تعریف٢١.١.١.

باشد. C(X) از زیرجبر Έی و ͳتابع

و باشد نرم�دار فضای Y و باناخ فضای X اگر .((PUB)نواخت΋ی کرانداری (اصل ٢٢.١.١ قضیه

کراندار {Ax : A ∈ A} مجموعه x ∈ X هر برای اگر تنها و اگر است Aکراندار Aآنگاه ⊆ B(X, Y )

باشد.

.[١٣] به شود رجوع اثبات.

X در تصویر را P : X → X ͳخط نگاشت باشد. برداری فضای Έی X کنید فرض تعریف٢٣.١.١.

.P (Px) = Px ،x ∈ X هر ازای به ͳیعن .P ۲ = P اگر م�ͳنامیم

.∥Px∥ ≤ ∥x∥ ،x ∈ X هر ازای به هرگاه انقباضگوییم را P : X → X نگاشت تعریف١.١.٢۴.

٧



هرگاه است طولپا T : X → Y نگاشت باشند (Έمتری) نرم�دار فضای دو Y Xو اگر تعریف١.١.٢۵.

(dx(x, y) = d(Tx, Ty) ،x, y ∈ X هر ازای (به ∥Tx∥ = ∥x∥ ،x ∈ X هر ازای به

Έی را T : X → Y نگاشت باشند Έتوپولوژی فضای دو Y و X کنید فرض .٢۶.١.١ تعریف

فضای دو باشند. پیوسته T−۱ و T نگاشت�های و باشد دوسویی T هرگاه م�ͳنامیم ͳهمانریخت یا ͳهمانسان

باشد. برقرار آنها بین ͳهمانریخت Έی هرگاه گویند همانریخت را Y و X Έتوپولوژی

همانریخت Rn با X آنگاه dimX = n < ∞ و نرم�دار فضای Έی X کنید فرض .٢٧.١.١ قضیه

است.

کنیم تعریف چنانچه x = (x۱, x۲, . . . , xn) و باشد X برای ثابت پایه Έی {ei}n
i=۱ کنیم فرض اثبات.

T :Rn → X

T (x) =
n∑

i=۱

xiei

فرض است. خوشتعریف و ͳخط T که م�ͳشود دیده ͳسادگ به است. ͳهمانریخت Έی T که م�ͳکنیم ادعا

به Έی T و x = ۰ پس xi = ۰ ،۱ ≤ i ≤ n برای لذا Tx =
∑n

i=۱ xiei صورت این در Tx = ۰ کنیم

است. Έی

x = (y۱, y۲, . . . , yn) ∈ Rn دهیم قرار اگر y =
∑n

i=۱ yiei صورت این در y ∈ X کنیم فرض

است. پوشا T لذا Tx =
∑n

i=۱ yiei = y آنگاه

داریم هولدر نابرابری به توجه با صورت این در x = (x۱, x۲, . . . , xn) ∈ Rn کنیم فرض

∥Tx∥ = ∥
n∑

i=۱

xiei∥ ≤
n∑

i=۱

|xi|∥ei∥ ≤

(
n∑

i=۱

|xi|۲
) ۱

۲
(

n∑
i=۱

∥ei∥۲

) ۱
۲

= c∥x∥۲ → ∥Tx∥ ≤ c∥x∥۲ ∀x ∈ Rn

است. پیوسته T پس است کراندار T ͳیعن

نگاشت و T نگاشت چون صورت این در φ(x) = ∥Tx∥ ضابطه با φ : Rn → R کنیم تعریف اگر

است. پیوسته Rn روی φ لذا پیوسته�اند نرم

٨



روی φ چون است. فشرده Rn در A صورت این در A = {x ∈ Rn : ∥x∥۲ = ۱} م�ͳدهیم قرار

ازای به که طوری به دارد وجود x۰ ∈ A ͳیعن م�ͳکند اختیار A روی را خود مطلق مینیمم است Aپیوسته

آنگاه m = ۰ اگر زیرا ۰ < m صورت این در ،m = ∥Tx۰∥ ≤ ∥Tx∥ ͳیعن φ(x۰) ≤ φ(x) ،x ∈ A هر

در x۰ ∈ Aفرض با این و x۰ = ۰ پس است، Έی به Έی و ͳخط T چون و Tx۰ = ۰ پس ∥Tx۰∥ = ۰

است. تناقض

بنابراین
∥∥∥T ( x

∥x∥۲

)∥∥∥ ≥ mپس x
∥x∥۲

∈ A صورت این در x ∈ Rn − {۰} کنیم فرض

∥Tx∥ ≥ m∥x∥۲ → ∥x∥۲ ≤ ۱

m
∥Tx∥ ∀x ∈ Rn

است. پیوسته پس است کراندار T−۱ ͳیعن

همانریخت Y Xو آنگاه dimX = dimY <∞ و باشند نرم�دار فضای دو Y Xو اگر .٢٨.١.١ نتیجه

هستند.

دوگان فضای ٢.١

اگر است ͳخط T : X → Y عملΎر گوییم باشند، برداری فضاهای Y و X کنید فرض تعریف١.٢.١.

باشیم β و α اس΋الرهای و X در x, y هر ازای به

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

آنگاه باشد، ͳخط عملΎری T : X → Y و باشند نرم�دار فضای دو Y و X کنید فرض تعریف٢.٢.١.

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم نشان ∥T∥ با را T عملΎر نرم

∥T∥ = sup {∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ ≤ ۱}

.∥T∥ = ∞ همراه م�ͳنامیم بی�کران را آن و ∥T∥ <∞ هرگاه م�ͳنامیم کراندار را T عملΎر

نمایش L(X) با X = Y اگر و L(X,Y ) با را Y به X از کراندار و ͳخط عملΎرهای تمام فضای

م�ͳدهیم.

٩



تمام فضای م�ͳنامیم. ͳتابعکخط را آنها اس΋الر میدان توی به X از ͳخط عملΎرهای تعریف٣.٢.١.

م�ͳدهیم. نشان X∗ با را X نرم�دار فضاهای روی کراندار ͳخط تابعک�های

تعریف با صورت این در م�ͳدهیم، نشان ⟨x∗, x⟩ یا x∗(x) با را x روی x∗ اثر ،x∗ ∈ X∗ کنید فرض

م�ͳنامیم. X دوگان فضای را آن که است باناخ فضای Έی X∗ فضای ،∥x∗∥ = sup∥x∥≤۱ | ⟨x∗, x⟩ |

[١۴]

م�ͳنامیم. X دوم دوگان را آن و م�ͳدهیم نشان X∗∗ با را X∗ دوگان فضای تعریف٢.١.۴.

تعریف چنین C ∗Xبه از را x̂ تابع f ∈ X∗ ازای به ،x ∈ X و مختلط نرم�دار فضای X کنیم فرض

تعریف J(x) = x̂ ضابطه با را J : X → X∗∗ اگر .x̂ ∈ X∗∗ صورت این در x̂(f) = f(x) م�ͳکنیم

طولپاست. و ͳخط J آنگاه کنیم،

.X J
↩→ X∗∗ م�ͳنویسیم و گوییم ͳنگاشتطبیع را فوق قسمت در J نگاشت تعریف٢.١.۵.

باشد. پوشا قبل تعریف در J نگاشت هرگاه گوییم ͳانعکاس را X نرم�دار فضای تعریف٢.١.۶.

[١۴] است. ͳانعکاس متناه�ͳالبعد فضای هر .٧.٢.١ تذکر

است. ͳانعکاس فضای Έی lp باناخ فضای ۱ < p <∞ اگر .٨.٢.١ مثال

ͳگوناگون صورت�های دارای قضیه این م�ͳباشد. گلداشتاین ͳموضع انعکاس اصل قضیه بعدی قضیه

بسیار ادامه در قضیه این م�ͳکنیم. بیان است بهرندز١ به منسوب که را قضیه این از یΈصورت ما ͳول است

م�ͳشود. واق΄ استفاده مورد

زیرفضاهای H ⊆ L(X) و G ⊆ X∗ و F ⊆ X∗∗ و باناخ فضای Έی X کنید فرض .٩.٢.١ قضیه

و باشند متناه�ͳالبعدی

FH := lin{h∗∗x∗∗|h ∈ H, x∗∗ ∈ F} + F,

که طوری به دارد وجود T : FH → X عملΎر Έی ϵ > ۰ هر ازای به آنگاه

١Behrends

١٠



،T |F∩X = I .١

،∀g ∈ G, ∀f ∈ F g(Tf) = f(g) .٢

،∀x ∈ FH ∥x∥ ≤ ∥Tx∥ ≤ (۱ + ϵ)∥x∥ .٣

.∀h ∈ H ∥(hT − T ∗∗h)|F∥ ≤ ϵ∥h∥ .۴

.[١٠] به شود رجوع اثبات.

آن نتیجه�های و هان-باناخ قضیه ٣.١

Έی Y ⊆ X و باشد R روی برداری فضای Έی X کنید فرض هان-باناخ١). (قضیه�ی ١.٣.١ قضیه

باشد زیر خواص دارای ͳیعن باشد ͳزیرخط نگاشت Έی p : X → R و باشد ͳخط زیرفضای

،p(x۱ + x۲) ≤ p(x۱) + p(x۲) ،x۱, x۲ ∈ X هر ازای به .١

p(λx) = λp(x) ،λ > ۰ و x ∈ X هر ازای به .٢

،y ∈ Y هر ازای به که طوری به باشد ͳخط تابعک Έی (F = C یا F = R) g : Y → F و

،x ∈ X هر ازای به و f |Y = g که طوری به f : X → F ͳخط تابعک دارد وجود آنگاه g(y) ≤ p(y)

.f(x) ≤ p(x)

تابعک Έی g : Y → F و ͳخط زیرفضای Y ⊆ X و باشد نرم�دار فضای Έی X اگر .٢.٣.١ نتیجه

f |Y = g که طوری به f : X → F کراندار ͳتابعکخط دارد وجود صورت این در باشد، کراندار و ͳخط

.∥f∥ = ∥g∥ و

g : Y → F و م�ͳشود تولید {x۱, x۲, . . . , xn} توسط که باشد نرم�دار XیΈفضای اگر .٣.٣.١ نتیجه

است. ͳخط تابعک Έی g که دید میتوان آنگاه شود، تعریف g (
∑n

i=۱ βixi) =
∑n

i=۱ βiαi ضابطه�ی با

١Hahn-Banach

١١



∥f∥ = ۱ که طوری به f ∈ X∗ دارد وجود آنگاه باشد نرم�دار فضای Έی X کنید فرض .۴.٣.١ نتیجه

،x ∈ X هر ازای به نیز و f(x) = ∥x∥ ،x ∈ X هر ازای به و

∥x∥ = sup{|f(x)| : ∥f∥ < ۱, f ∈ X∗}.

.[١٣] به کنید رجوع اثبات.

خواصآن توپولوژیΈو فضاهای ۴.١

این در باشد X زیرمجموعه�های از گردایه�ای τ و دلخواه مجموعه Έی X کنیم فرض .١.۴.١ تعریف

هرگاه م�ͳنامیم X روی یΈتوپولوژی را τ صورت

،∅, X ∈ τ (a)

باشد، τ از عضوی ،τ عناصر از ͳمتناه دسته هر اشتراک (b)

باشد. τ از عضوی ،τ عناصر از دلخواه دسته هر اجتماع (c)

م�ͳنامیم. Έتوپولوژی فضای Έی را (X, τ) جفت آنگاه باشد، X مجموعه روی توپولوژی Έی τ اگر

.A ∈ τ گاه هر م�ͳنامند باز را A ⊆ X

.X −B ∈ τ هرگاه م�ͳنامند بسته را B ⊆ X

صورت این در باشد Έتوپولوژی فضای Έی X کنیم فرض تعریف١.۴.٢.

از ͳ΋ی از ͳΎهمسای ،x ̸= y که x, y ∈ X هر ازای به هرگاه است T0 خاصیت دارای X فضای (a)

نباشد. شامل را دیΎری که باشد موجود آنها

و U همسای�ͳΎهای ،x ̸= y که x, y ∈ X هر ازای به هرگاه است T1 خاصیت دارای X فضای (b)

بر در را y یا x از ͳ΋ی فقط باید (همسای�ͳΎها .y ∈ U و x ∈ V که طوری به باشند موجود V

بΎیرند)

١٢



،x ̸= y که x, y ∈ X هر ازای به هرگاه است (هاوسدورف) T2 خاصیت دارای X فضای (c)

.U ∩ V = ∅ که طوری به باشند موجود y و x از V و U همسای�ͳΎهای

در τ وضوح به صورت این در .τ = {X, ∅} و باشد دلخواه مجموعه�ای X کنیم فرض .٣.۴.١ مثال

م�ͳنامند. X در ناگسسته توپولوژی Έی τ بنابراین م�ͳکند. صدق ۴.١ تعریف شرایط

.τ = P (X) و باشد دلخواه مجموعه�ای X کنیم فرض .۴.۴.١ مثال

گسسته توپولوژی را توپولوژی این م�ͳکند. صدق ١.۴.١ تعریف شرایط در τ که م�ͳشود دیده ͳآسان به

است. X در مم΋ن توپولوژی بزرگترین توپولوژی این که است ΀واض م�ͳنامند. X در

τ = {∅, A,X−A,X}اینصورت در .A ⊆ X و باشد دلخواه Xمجموعه�ای فرضکنیم مثال١.۵.۴.

است. X در توپولوژی Έی

م�ͳباشد. T۲ و T۱ ،T۰ خاصیت�های دارای گسسته فضای (a) .۶.۴.١ مثال

صدق T۲ و T۱ ،T۰ خاصیت�های از Έی هیچ در دارد عضو دو حداقل آن در که X ناگسسته فضای (b)

نم�ͳکند.

دارد. را T۲ و T۱ ،T۰ خاصیت سه هر ͳمعمول توپولوژی با R فضای (c)

نیست. T۲ و T۱ اما است T۰ راست شعاع توپولوژی با R فضای (d)

گردایه�ی صورت این در .Y ⊆ X و باشد Έتوپولوژی فضای Έی (X, τ) کنیم فرض تعریف١.۴.٧.

توپولوژی یا Y به τ القایی توپولوژی را توپولوژی این است، Y در توپولوژی Έی {U ∩ Y |U ∈ τ}

م�ͳنامند. Y در زیرفضایی

گوییم τ۱ ⊆ τ۲ چنانچه صورت این در باشند X روی توپولوژی دو τ۲ و τ۱ کنیم فرض تعریف١.۴.٨.

است. τ۲ از ضعیف�تر τ۱

١٣



Xباشد روی ͳخط تابعک�های از خانواده�ای Ω و باشد برداری XیΈفضای فرضکنیم تعریف١.۴.٩.

صورت این در ،f(x) ̸= ۰ که f ∈ Ω باشد داشته وجود x ̸= ۰ که x ∈ X هر ازای به که طوری به

م�ͳدهیم. نمایش σ(X,Ω) با را باشد پیوسته Ω توابع همه آن تحت که توپولوژی کوچ΋ترین

صورت این در باشد، X دوگان فضای X∗ و نرم�دار فضای Έی (X, ∥ · ∥) کنید فرض تعریف١.۴.١٠.

همΎرایضعیف x به را {xn} دنباله همچنین Xم�ͳنامیم. توپولوژیضعیفروی را σ(X,X∗)توپولوژی

هرگاه xn
w−→ x م�ͳنویسیم و گوییم

∀f ∈ X∗, f(xn) → f(x).

آن به نظیر که X∗ روی توپولوژی ضعیف�ترین باشد، نرم�دار فضای X کنیم فرض .١١.۴.١ تعریف

-wk∗) توپولوژیضعیفستاره را هستند پیوسته (ͳطبیع نگاشت J) X∗∗ در {J(x)}x∈X توابع دسته

ضعیف همΎرای f به را {fn} دنباله همچنین م�ͳدهیم. نمایش σ(X∗, X) با و ∗Xگوییم روی توپولوژی)

هرگاه fn
w∗
−→ f م�ͳنویسیم و گوییم ستاره

∀x ∈ X fn(x) → f(x).

ضعیف توپولوژی به نسبت BX∗ = {f ∈ X∗ : ∥f∥ ≤ ۱} مجموعه (باناخ-آلاگلو١). ١٢.۴.١ قضیه

است. فشرده σ(X∗, X) ستاره

.[۶] به کنید رجوع اثبات.

میدان توی به A از ͳهمریختΈی را φ مختلط تابع باشد، باناخ یΈجبر A فرضکنیم تعریف١.۴.١٣.

باشیم داشته β و α اس΋الرهای جمیع و A در x, y هر ازای به هرگاه گوییم مختلط

φ(αx+ βy) = αφ(x) + βφ(y)

φ(xy) = φ(x)φ(y).

١Banach-Alaoglu

١۴



ضابطه�ی باشد، A باناخ جبر روی مختلط همریخت�ͳهای تمام مجموعه�ی ∆ کنیم فرض تعریف١.١۴.۴.

را x̂ ما م�ͳسازد، منتسب را x̂ : ∆ → C مانند ͳتابع x ∈ A هر به ،h ∈ ∆ هر ازای به x̂(h) = h(x)

م�ͳنمامیم. x گلفاند٢ تبدیل

توپولوژی ،∆ گلفاند توپولوژی باشد. x ∈ A ازای به x̂ها تمام مجموعه Â کنیم فرض .١۵.۴.١ مثال

م�ͳسازد. پیوسته را x̂ هر که توپولوژی ضعیف�ترین ͳیعن است، Â وسیله�ی به شده القا ضعیف

آفین نگاشت و مجموعه�هایمحدب ۵.١

و ۰ < λ < ۱ هر ازای به هرگاه م�ͳنامیم محدب را X برداری فضای از K زیرمجموعه تعریف١.۵.١.

باشیم داشته x, y ∈ K هر

λx+ (۱ − λ)y ∈ K.

زیرمجموعه کوچ΋ترین صورت این در .A ⊆ X و برداری فضای Έی X کنید فرض .٢.۵.١ تعریف

co(A) = ∩A⊆KK و م�ͳدهند نمایش co(A) با را آن و م�ͳنامند A پوششمحدب A شامل X محدب

است. محدب K که

است. محدب C̄ آنگاه باشد محدب C ⊆ X و باشد نرم�دار فضای Έی (X, ∥ · ∥) اگر .٣.۵.١ قضیه

.[١٣] به کنید رجوع اثبات.

هرگاه گوییم آفین یΈنگاشت را T : K → C نگاشت باشد، محدب Kمجموعه�ای اگر تعریف١.۴.۵.

باشیم: داشته
∑
αi = ۱ که αi ≥ ۰ و xi ∈ K هر برای

T (
∑

αixi) =
∑

αiT (xi)

م�ͳدهیم. نمایش A(K) با را K روی آفین توابع تمام مجموعه

٢Gelfand

١۵



حقیق�ͳاند، ثابت عدد دو a, b آن در که ،f(x) = ax + b ضابطه�ی با f : R → R تابع .۵.۵.١ مثال

است. آفین

١۶



٢ فصل

ͳاساس قضایای تعاریفو

M-ایده�آل�ها ١.٢

م�ͳدهیم. ارائه را M-ایده�آل�ها از مثال�هایی سپس و م�ͳپردازیم M-ایده�آل مفهوم ͳمعرف به ابتدا فصل این در

-M حافظ نگاشت�های ͳبررس به پایان در و م�ͳآوریم M-ایده�آل�ها شناسایی برای را مح�Έهایی ادامه در

م�ͳپردازیم. ایده�آل

Έی را X بسته زیرفضای J باشد. مختلط) یا ͳحقیق) باناخ فضای Έی X کنید فرض تعریف١.١.٢.

بسته زیرفضای Έی هرگاه گوییم (M-جمعوند) L-جمعوند

J⊥ = {x∗ ∈ X∗ : x∗(y) = ۰ ∀y ∈ J}

و باشد J⊥ و J جبری مستقیم مجموعه X که طوری به باشد داشته وجود

∥x+ x∗∥ = ∥x∥ + ∥x∗∥ ∀x ∈ J, x∗ ∈ J⊥

(∥x+ x∗∥ = max{∥x∥, ∥x∗∥} ∀x ∈ J, x∗ ∈ J⊥)

م�ͳنویسیم باشد یLΈ-جمعوند J که ͳحالت در

X = J ⊕۱ J
⊥

م�ͳنویسیم باشد M-جمعوند Έی J که ͳحالت در و

X = J ⊕∞ J⊥.

١٧


