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چیده

بيستم، قرن اوايل و نوزدهم قرن اواخر فيزيدانان ͳرياض پيشروانه كارهای با كلاسيك، مانيك

طور به ͳكوانتوم مانيك ديΎر طرف از شد. همتافته فضاهای روی ͳهندس صورتبندی يك دارای

ͳكوانتوم مانيك شروع دوران همان از دارد. ͳاقليدس فضای به محدود ساختار دارای مشخص

مستقل ساختار دارای نظريه و مرتف΄، ͳكوانتوم ضعفمانيك اين كه گرفت ͳم صورت ͳهاي تلاش

شود. خاص مختصات از

را آن ͳکوانتوم توصیف ،ͳفیزی سامانه�ی Έی Έکلاسی توصیف از ͳگاه آ با ͳیعن کوانتش

آزادی درجات دارای تقارن، ͳنوع داشتن علت به که ͳسامانه�های توصیف برای کنیم. بازسازی

فاز فضای که ͳسامانه�های همچنین و هستیم، آن�ها فاز فضای دادن کاهش به مجبور هستند کمتری

Έانیم که باشیم کوانتش برای ͳروش دنبال به که م�ͳدارد آن بر را ما �باشد خميده آن�ها ͳکلاسی

ͳهندس ساختار ترتیب این به کند. بنا اختیاری ا�ی هندسه با Έکلاسی فاز فضای روی را ͳکوانتوم

ͳهندس صورتبندی ارائه�ی دنبال به واق΄ در یابد، بازتاب ͳکوانتوم Έانیم در Έکلاسی Έانیم

باشد. صادق مختصات دستΎاه�های همه�ی در که هستیم ͳكوانتوم مانيك

Έکلاسی Έانیم ،ͳکوانتوم Έانیم همتافته، خمینه ،ͳهندس کوانتش کلیدی: واژگان



مقدمه

قرن اوایل از ،ͳکوانتوم و Έکلاسی ساختارهای بین ارتباط برقراری دیΎر عبارت به یا کوانتش،

ارائه�ییΈتوصیف برای است. بوده فیزیدانان ͳریاض توجه مورد ͳکوانتومΈانیم آغاز و بیستم

در م�ͳگیریم؛ بهره راهنما عنوان به آن Έکلاسی توصیف از مشخص، سامانه�ی Έی از ͳکوانتوم

در پس است. صورت�بندی قابل نه درکو قابل مانیΈکلاسیΈنه بدون ͳکوانتومΈانیم واق΄

مطرح ضرورت Έی عنوان به Έکلاسی متناظر ساختار حضور ،ͳکوانتوم نظریه�ی هر صورت�بندی

این در شد. مطرح Έکانونی کوانتش به معروف دیراک، توسط کوانتش نظریه اولین م�ͳشود.

م�ͳدهد نسبت را p̂i و q̂i عملΎرهای ترتیب به pi و qi تانه و مان Έکانونی متغیرهای به روش

شود: برآورده زیر ͳجابجای روابط که طوری به

[q̂i, q̂j] = 0 [p̂i, p̂j] = 0 i, j = 1, ..., n (١)

[q̂i, p̂j] = iℏ{q̂i, pj} = iℏδij i, j = 1, ..., n (٢)

م�ͳدهد. نشان را ℏ→ 0 حد در ͳکوانتوم و Έکلاسی Έانیم بین انطباق اصل همان روابط این

سال در باشند. q و p به نسبت دوم مرتبه از حداکثر که است ͳتوابع به محدود فقط روش این اما

فوریه تبدیل از استفاده با پذیرها مشاهده کردن کوانتش فرآیند که متقابل نظریه�ای وان١ وِی ١٩٢٧

Έکوانتشکانونی فرآیند با منطبق تانه و مان پذیرهای مشاهده برای فرآیند این کرد. ارائه را است

ها جابجاجاگر و پواسون براکت بین تناظر پیچیده پذیرهای مشاهده برای وجود، این با اما است

Wey١١

آ



فرمول�بندی Έی توانستند [١٢] ١٩۶٩سوریو سال و کاستانت[٧] ١٩٧٠ سال نم�ͳشود.در حفظ

قرار توجه مورد امروز تا که نمایند ارائه Έکلاسی فاز فضای در ͳکوانتوم Έانیم برای جدید

است. یافته ͳفراوان کاربردهای و گرفته

Έی آن به تا کند برآورده باید کوانتش فرآیند Έی که ͳشرایط Έکانونی کوانتش ساختار به توجه با

است: زیر صورت به بΎویند کامل ͳهندس کوانتش

فاز فضای که (qi, pj) Έکانونی مزدوج مختص�های توسط شده توصیف Έکلاسی سامانه برای

تانه و مان برحسب ͳتوابع آن Έکلاسی پذیرهای مشاهده مجموعه و (M,ω) همتافته خمینه� آن

به Έکلاسی پذیرهای مشاهده از Q نΎاشت و H هیلبرت فضای توسط ͳکوانتوم توصیف هستند،

: که طوری به م�ͳشود بیان است؛ H روی خودالحاق عملΎرهای که ͳکوانتوم پذیرهای مشاهده

است. H روی ͳهمان عملΎر Iو ثابت تاب΄ ١ که Q1 = I(١

است. ͳخط f 7→ Qf نΎاشت (٢

[Qf , Qg] =
i

ℏ
Q{f,g} ∀f, g ∈ F (M)(٣

زیر صورت به Qpi و Qqi عملΎرهای ، استاندارد همتافته فرم با (M,ω) = R2n برای (۴

شوند: ͳم داده نمایش

Qqiψ = qiψ Qpiψ = − i
ℏ
∂ψ

∂qi
∀ψ ∈ L2(Rn, dq)

Ϳهی ͳیعن کند Hاثر روی کاهش�ناپذیری طور به Qpi و Qqi که است این با ارز هم (۴) شرط

Qpi و Qqi عملΎرهای کنش تحت که ندارد وجود H خود و صفر از غیر H0 ⊂ H زیرفضای

بماند. ناوردا

روش�های ، رو این از ندارد وجود ͳکوانتش چنین که دارد ͳم بیان هوفه ولد-فان گرونه قضیه اما

م�ͳباشد. فوق شرایط از ͳبعض تضعیف یا حذف بر ͳمبتن مختلف

است: شده انجام مرحله دو در که شد، داده [١٢] و [٧] مراج΄ در بار اولین بالا مساله حل

قطبش. و کوانتش پیش

(4) قاعده جز به شرایط همه�ی در که Q : f 7→ Qf نΎاشت Έی ساختن کوانتش پیش از هدف

ب



دوم مرحله در و نم�ͳگیریم نظر در را هیلبرت فضای ناپذیری کاهش شرط واق΄ در م�ͳکند. صدق

خودالحاق عملΎرهای شامل ،H هیلبرت فضای است. هیلبرت فضای کاهش برای قطبش ͳمعرف

م�ͳدهد کاهش پیربندی فضای روی تواب΄ به را این قطبش و M فاز فضای روی تواب΄ متناظر

.[١٨] و [١٧] م�ͳکند.[١۶]، ͳشناسای را کوانتش�پذیر پذیرهای مشاهده مجموعه قطبش همچنین

است: شده مرتب زیر صورت به نامه پایان این

م�ͳگيرد.[١]، قرار بحث مورد ͳهامیلتون صورتبندی مانيكکلاسیΈو ͳهندس های جنبه اول فصل در

کوانتوم Έانیم و ΈکلاسیΈانیم از ترتیب به مختصر مروری سه و دو فصل در .[١٣] و [٩]

که م�ͳکنیم ͳمعرف ͳهاي مثال با همراه را ͳهندس کوانتش چهار فصل در .[۵] و [٣] م�ͳآوریم.[٢]،

،(ΈکلاسیΈانیم ̥ͳهامیلتون (صورتبندی مناسب بستری انتخاب با و کوانتش این از استفاده با

م�ͳدهيم ارائه تخت) (غیر پیچیده فاز فضای دارای ͳدینامی کوانتشسامانه�های برای ͳدستورالعمل

Έانیم م�ͳتوان ترتيب اين به شود. ديده آن ͳتوصیفکوانتوم در مانیΈکلاسیΈرا هندسه�ی تا

کرد.[١٧]. فرمولبندی مختصات های دستΎاه از مستقل را ͳکوانتوم

ج
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١ فصل

همتافته هندسه بر ای مقدمه

هموار های خمینه ١.١

Έی X روی توپولوژی Έی باشد، ͳغیرته مجموعه Έی X که کنیم فرض .١.١.١ تعریف

م�ͳکند: صدق زیر شرایط در که است τ مانند X های زیرمجموعه از کلاس١

,X؛ ∅ ∈ τ (١

باشد؛ τ به متعلق τ عناصر از دلخواه اجتماع (٢

باشد. τ به متعلق ،τ عناصر از ͳمتناه اشتراک (٣

با Έتوپولوژی فضای Έی را X یا (X, τ) و باز های مجموعه را τ عناصر صورت این در

گوئیم. τ توپولوژی

را f : X → Y تاب΄ باشند. Έتوپولوژی فضاهای Y و X که کنید فرض .٢.١.١ تعریف

باشند. پیوسته وارونش و خودش و Έبه�ی�Έی و پوشا f هرگاه ٢گوئیم ͳهمانریخت

Collection١

Homeomorphism٢

١



هموار های خمینه .١.١ همتافته هندسه بر ای مقدمه .١ فصل

M Έتوپولوژی فضای Έی از است عبارت ͳتوپولوژی یnΈ-خمینه از منظور تعریف٣.١.١.

است: زیر های ͳویژگ دارای که

:ͳیعن است، ١-Mهاسدورف

∀p, q ∈M p ̸= q ∃ U(p) ∃ V(q) U ∩ V = ∅

باشد؛ پذیر شمارش پایه Έی دارای ͳیعن باشد، دوم نوع پذیر ٢-شمارش

مجموعه و p از U ͳΎهمسای ،p ∈ M هر برای ͳیعن باشد، Rn فضای با همانریخت ٣-موضعا

باشد. ͳهمانریخت ϕ : U → V که طوری به باشد داشته وجود Rn از V باز

گوئیم. کارت یا مختصات دستΎاه Έی را (U , ϕ) زوج

هر از آن ͳجزئ مشتقات تمام هرگاه گویند، C∞ را f : U ⊂ Rn → Rm تاب΄ تعریف١.١.۴.

باشد. پیوسته و موجود مرتبه

گاه هر گوئیم ∞C-سازگار را (V , ψ) و (U , ϕ) مختصات دستΎاه دو تعریف١.١.۵.

که کند ایجاب U ∩ V ̸= ∅

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V)→ ψ(U ∩ V)

زیرمجموعه�ی Έی از ͳتابع عنوان به و پوشا ،Έی به Έی تاب΄ این ͳیعن باشد، C∞ دیفئومورفیسم٣

تاب΄ را (ψ ◦ ϕ−1) نΎاشت باشد. C∞ وارون دارای و C∞ ،Rn باز زیرمجموعه Έی به Rn باز

گوئیم. ۴ͳهمپوشان

شمارش های پایه با هاسدورف Έتوپولوژی فضاهای اما ͳغیراقلیدس ،ͳفیزی فضاهای اغلب

ͳاقلیدس ͳموضع طور به ها خمینه این واق΄ در دارند. خود با نیز را دیفرانسیل ساختار که هستند پذیر

اند.

Diffeomorphism٣

Overlap Function۴

٢



خمینه�ها روی ͳهندس اشیاء .٢.١ همتافته هندسه بر ای مقدمه .١ فصل

،ψ◦ϕ−1 آن معوس و ϕ◦ψ−1 های نΎاشت گاه آن باشند، داشته ͳهمپوشانM در V و U اگر

نΎارد. ͳم بهم را Rn در ψ(U ∩ V) و ϕ(U ∩ V)

MیΈکلاس ͳتوپولوژی خمینه روی هموار ساختار Έی تعریف١.١.۶.

A := {(Uα, ϕα) α ∈ I}

که: طوری به است مختصات های دستΎاه از

∪α∈IUα =M(١

∞C-سازگارند. (Uβ, ϕβ) و (Uα, ϕα) ،β و α هر ٢)برای

با که باشد مختصات دستΎاه Έی (U , ϕ) اگر ͳیعن باشد بیشین ،(٢) به نسبت A٣)کلاس

.(U , ϕ) ∈ A آنΎاه باشد، سازگار A در (Uα, ϕα) هر

(٢) و (١) شرایط در که مختصات های دستΎاه از A := {(Uα, ϕα) α ∈ I} کلاس

است. بیشین۵ اطلس Έی هموار ساختار Έی حقیقت در گوئیم، اطلس Έی را کند صدق

است. آن روی C∞ ساختار Έی با ͳتوپولوژی یΈخمینه�ی هموار، یΈخمینه تعریف٧.١.١.

فضای که م�ͳشود تعریف (M,A) ͳدوتای طریق از پذیر، دیفرانسیل خمینه خلاصه، طور به

م�ͳشود. داده A بیشین اطلس Mبا روی پذیر دیفرانسیل ساختار Mو تعریف با آن Έتوپولوژی

رویخمینه�ها ͳهندس اشیاء ٢.١

تعریف خمینه�ها روی و هستند ارتباط مانیΈکلاسیΈدر با که ͳهندس اشیاء انواع از فصل این در

میدان�های ها، ͳمنحن تواب΄، مانند اشیاء این از زیادی مثال�های گفت. خواهیم سخن م�ͳشوند،

منحن�ͳها مورد در لاگرانژی، و ͳهامیلتون تواب΄ به م�ͳتوان تواب΄ مورد در دارند. وجود فرمها و برداری

Maximal۵

٣



خمینه�ها روی ͳهندس اشیاء .٢.١ همتافته هندسه بر ای مقدمه .١ فصل

ͳدینامی سیستم Έی سرعت میدان به برداری میدان�های مورد در حرکت، معادلات حل ͳمنحن به

کرد. اشاره م�ͳشود، ظاهر لیوویل قضیه در که ͳحجم فرم به ها فرم مورد در و

خمینه�ها: روی ها ͳمنحن و تواب΄ -١

تاب΄ باشند، (0 ≤ r ≤ ∞)Cr های خمینه N Mو که کنید فرض تعریف١.٢.١.

شامل (U, ϕ) مختصات دستΎاه ،x ∈ M هر برای هرگاه گوئیم Cr کلاس از را f : M → N

تاب΄ که ͳقسم به باشد داشته وجود f(U) ⊂ V شرط با N از f(x) شامل (V, ψ) Mو از x

f̂ := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )

باشد. Cr کلاس از

آغازین نقطه�ی با ͳمنحن Έی باشد. p ∈ M و خمینه Έی M که کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

γ(0) = p و 0 ∈ I،باز فاصله�ی I آن در که است γ : I ⊂ R→M مانند C1 نΎاشت Έی ،p

م�ͳباشد.

از است عبارت C∞(p) آن�گاه باشد. p ∈ M و C∞ خمینه�ی Έی M اگر .٣.٢.١ تعریف

:ͳاست،یعن M از p شامل باز زیرمجموعه�ی Έی ها، آن دامنه�ی که C∞ تواب΄ تمام مجموعه�ی

که طوری به باشد داشته Mوجود از p Wحول باز ͳΎهمسای اگر است f ∈ C∞(p)

باشد. C∞ ،f : W → R

،p Mدر بر مماس فضای باشد. n بعد از هموار خمینه ΈیM که کنیم فرض تعریف٢.١.۴.

به Xp : C∞(p) → R های نΎاشت مجموعه از است عبارت م�ͳشود داده نمایش TpM با که

م�ͳکند: صدق زیر شرایط در که طوری

Xp(αf؛ + βg) = αXp(f) + βXp(g), ∀α, β ∈ R, ∀f, g ∈ C∞(p) (١

.Xp(fg) = (Xpf)g(p) + f(p)Xpg(٢

است. برداری فضای Έی مجموعه این که کرد ثابت م�ͳتوان ͳراحت به

۴



خمینه�ها روی ͳهندس اشیاء .٢.١ همتافته هندسه بر ای مقدمه .١ فصل

تواب΄:

∂i|p ≡
∂

∂xi
|p : F(M) −→ R : g 7→ ∂g

∂xi
|p , i = 1, ..., n (١.١)

هستند. TpM به متعلق بنابراین هستند؛ نیتز لایب قاعده�ی و ͳخط ویژگ�ͳهای دارای

داد: نشان م�ͳتوان

∂1|p, ..., ∂|p

م�ͳدهند. تشیل TpM برداری فضای برای پایه�ای

صورت این در باشد. ها خمینه بین C∞ تاب΄ Έی F : M → N که کنید فرض .۵.٢.١ قضیه

موجود زیر تعریف با ،F∗p : TpM → TF (p)N برداری فضای ͳهمریخت Έی p ∈ M هر برای

است:

F∗(Xp)f = Xp(f ◦ F ) (٢.١)

dF (p) با را آن ͳگاه و گوئیم p در F دیفرانسیل را F∗p : TpM → TF (p)N ͳهمریخت معمولا

م�ͳکنیم. استفاده نیز F∗p جای به F∗ از و م�ͳدهیم نشان نیز

را ∪p∈MTpM آن�گاه باشد، TpM ،M بر مماس فضای p ∈ M برای اگر .۶.٢.١ تعریف

م�ͳدهیم. نمایش TM با را آن و Mگوئیم بر مماس۶ کلاف

همچنین باشد. p Mدر بر مماس فضای TpM و خمینه ΈیM که کنید فرض .٧.٢.١ قضیه

Έی TM ،C∞ ساختار و توپولوژی این با آن�گاه باشد. مماس کلاف TM = ∪p∈MTpM

م�ͳباشد. C∞ تاب΄ Έی π(Xp) = {p} صورت به شده تعریف π : TM → M و هموار خمینه

دهد. ͳم نسبت را p پایه٧ نقطه TpM تار از عنصر هر به که

کنید. رجوع [٨] به اثبات.

Tangent Bundle۶

Base Point٧

۵



خمینه�ها روی ͳهندس اشیاء .٢.١ همتافته هندسه بر ای مقدمه .١ فصل

دهند) ͳم نسبت بردار Έی فضا از نقطه هر (به برداری های میدان هموار خمینه�های روی

مانند: شویم، ͳم روبرو زیاد آنها با که هستند Έفیزی در آشنا شهودی طور به مفاهیم از ͳمثال�های

... و ͳهامیلتون برداری میدان نیرو، میدان سرعت، میدان

p ∈M نقطه�ی هر به که است تاب΄ ΈیM خمینه�ی روی V برداری میدان Έی تعریف٨.٢.١.

دهد: ͳم نسبت TpM از Vp مماس بردار Έی

V :M −→ TM : p ∈M 7−→ Vp ∈ TpM. (٣.١)

به V برداری میدان آن�گاه Mباشد، خمینه روی هموار تواب΄ مجوعه F(M) اگر حقیقت در

م�ͳکند: عمل زیر صورت

V : F(M) −→ F(M)

V (f)(p) := Vp(f) ; f ∈ F(M).

بود: خواهد ͳهمان نΎاشت Έی حاصل، کنیم، اعمال برافنش Έی ٣.١ نΎاشت ̥ͳپ در اگر

σ :M −→ TM , π : TM −→M −→ π ◦ σ = idM

است. دیفرانسیل�پذیر برش٨ Έی برداری میدان Έی لذا

میدان نمایش م�ͳدهیم. نمایش X (M) با را M روی هموار برداری های میدان تمام مجموعه

است: زیر صورت به (U,φ) مختصات دستΎاه روی پایه میدان�های برحسب V برداری

V =
n∑
i=1

(V xi) ∂i (۴.١)

است: زیر به�صورت X (M) فضای از Y و X میدان دو جابجاگر تعریف٩.٢.١.

Z = [X,Y ] := XY − Y X, (۵.١)

Section٨

۶



خمینه�ها روی ͳهندس اشیاء .٢.١ همتافته هندسه بر ای مقدمه .١ فصل

جابجاگرها اثر دهند. ͳم دست به تاب΄ Έی و کند ͳم کنش f هموار تاب΄ روی ابتدا Y یا X که

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به که است هموار تاب΄ Έی خود نیز f روی

Zf = X(Y f)− Y (Xf).

میدان Έی نیز [X, Y ] کنند، ͳم پیروی نیتز لایب قاعده�ی و ͳخط ویژگ�ͳهای از Y و X چون

است. برداری

است: X راستای در Y برداری میدان «ͳل «مشتق همان [X,Y ] جابجاگر .١٠.٢.١ تذکر

دیفرانسیل معادله پاس�های همه�ی منظور م�ͳکند، تعریف شار٩ Έی X برداریِ میدان

امتداد در (... و برداری میدان�های (تواب΄، ͳهندس اشیاء تغییر ͳΎونΎچ است. α̇(τ) = Xα(τ)

«مشتق را ͳجزی گیری مشتق نحوه این است. X امتداد در آنها از گیری مشتق ͳمعن به شار، این

دهند. ͳم نشان LX با و نامند ͳم « ͳل

: f هموار تاب΄ روی ͳل مشتق اثر

LX(f) = X(f) =
∑

X(xi)
∂f

∂xi

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به برداری میدان Έی روی ͳل مشتق اثر و

LXY = [X, Y ]

است. برداری میدان Έی خود ، LXY لذا

.L[X,Y ] = [LX , LY ] : که است این ͳل مشتق ویژگ�ͳهای از ͳی

فضای این کند. ͳم تولید را TpM دوگان برداری فضای ،R به TpM از ͳخط های نΎاشت

م�ͳشود. گفته p نقطه در هم�مماس١٠ فضای آن به و م�ͳشود داده نمایش T ∗
pM با برداری

Flow٩

Cotangent١٠

٧



خمینه�ها روی ͳهندس اشیاء .٢.١ همتافته هندسه بر ای مقدمه .١ فصل

کلاف ∪
p∈M

T ∗
pM := T ∗M p ∈ M نقاط همه روی مماس هم فضاهای از مجزا اجتماع

است C∞ ساختار و توپولوژی Έی دارای T ∗M که نمود ثابت م�ͳتوان م�ͳشود. نامیده مماس هم

ωP توسط را T ∗
pM اعضای است. هموار خمینه Έی T ∗M ،C∞ ساختار و توپولوژی این با که

دهیم. ͳم نمایش

نΎاشت: از است عبارت ͳفرم −1 Έی تعریف١١.٢.١.

ω :M −→ T ∗M

: p 7−→ ωp ∈ T ∗
pM

.ωp(Xp) ∈ R هست: نیز ͳحقیق اعداد به TpM از ͳخط نΎاشت ωp

مقدار که داد اثر p نقطه Xدر برداری میدان هر روی ، p نقطه هر در را ω توان ͳم ͳکل طور به

م�ͳشود. داده ωp(Xp) ͳحقیق عدد با p نقطه در آن

برداری میدان هر ازاء به ω(X) تاب΄ اگر م�ͳشود نامیده هموار ω ͳ1−فرم تعریف١٢.٢.١.

باشد. هموار ، X ∈ X (M)

مجموعه�ی دوگان که م�ͳشود، داده Xنشان ∗(M) Mبا روی هموار 1−فرم�ͳهای همه مجموعه�ی

است. X (M)

صورت به df : TM ←→ R ،M روی هموار تاب΄ هر دیفرانسیل تعریف١٣.٢.١.

است. منطبق ٢.١ تعریف بر تعریف این که م�ͳشود تعریف (df)(X) = X(f)

است. ١-فرم�ͳها از ͳمثال df

و م�ͳنامند « U روی ١ مرتبه پایه�ی دیفرانسیل̥ «فرم�های را dx1, ..., dxn 1−فرم�ͳهای

داریم:

dxi(∂j|p) =
∂

∂xj
|pdxi = δij

٨



خمینه�ها روی حساب .٣.١ همتافته هندسه بر ای مقدمه .١ فصل

داد: نمایش زیر صورت به توان ͳم را هموار ͳ1−فرم هر

ω =
n∑
i=1

ω(∂i)dx
i (۶.١)

ͳم بدسـت ∂i پایه میـدان�های روی ω دادن اثر از که اسـت ͳحقیـق عـدد Έی ω(∂i) آن در که

Έی مختصات های دستΎاه آنه به توجه با و است برقرار M از U کارت روی رابطه این آید.

دیفرانسیل�پذیر طور به یدیΎر به و م�ͳپوشانند را M همه�ی و م�ͳسازند M روی کامل اطلس

های دستΎاه قراردادن هم کنار از ͳیعن کرد. تعریف M کل روی را ω توان ͳم م�ͳشوند، مرتبط

و داد Mگسترش کل روی به را ω ١١ͳموضع نمایش توان ͳم.... و (Ψ, V ) ،(φ,U)مختصات

کرد. سرتاسری١٢ یا

: داشت خواهیم را تاب΄ این کامل دیفرانسیل Mباشد، روی هموار تاب΄ Έی g اگر مثال:

dg(∂i) = ∂i(g) =
∂g

∂xi
, dg =

n∑
i=1

∂g

∂xi
dxi.

حسابرویخمینه�ها ٣.١

خمینه دو بین ͳهندس اشیاء انتقال

نیز و دیدیم قبل بخش�های در که ͳآنهای روی از جدید ͳهندس اشیاء تولید ͳΎونΎچ بخش این در

م�ͳکنیم. ͳبررس را اشیاء این روی محاسبات انجام نحوه

ضرب از است ͳتعمیم که فرم�ها، ͳبیرون ضرب ͳی شد؛ خواهیم آشنا جدید مفهوم دو با اینجا در

و کرل گرادیان، آشنای مفاهیم از ͳتعمیم که ،ͳبیرون مشتق دیΎری و ،R3 فضای در برداری

خواهیم برداری میدان انتΎرال خم�های به راج΄ نیز مختصری بحث است. R3 فضای در دیورژانس

دنبال هم�مماس و مماس فضاهای روی آمده وجود به ͳخط تبدیلات تحلیل با را بخش این کرد.

م�ͳکنیم.

Local١١

Global١٢

٩



خمینه�ها روی حساب .٣.١ همتافته هندسه بر ای مقدمه .١ فصل

به B و A دیفرانسیل�پذیر ساختارهای با N Mو خمینه�های بین دیفرانسیل�پذیر نΎاشت داشتن با

: صورت

F : (M,A) −→ (N,B) (٧.١)

شوند. ͳم منتقل N Mبه روی از ͳهندس اشیاء چΎونه بدانیم خواهیم ͳم

تواب΄ .١

باشد: N مقصد خمینه�ی روی هموار تاب΄ Έی f کنید فرض

f : N −→ R

q ∈ N −→ f(q) ∈ R

،F (p) = q : است F نΎاشت تحت p ∈M نقطه�ی تصویر q ∈ N نقطه�ی

Mاست. مبداء خمینه روی هموار ͳتابع f ◦ F ترکیب

Mبازپس به N از f تاب΄ نΎاشت، این با دهیم. ͳم نشان F ∗ با را F نΎاشت١۴ ١٣ بازپس̥

م�ͳشود. کشیده

F ∗f = f ◦ F : p ∈M 7−→ f(F (p)) ∈ R (٨.١)

م�ͳنΎارد. M روی هموار تواب΄ فضای به را N روی هموار تواب΄ فضای F ∗ دیΎر بیان به

N روی ͳتابع M روی تاب΄ Έی از توان ͳم آنΎاه باشد، دیفئومورفیسم F اگر برعس

ساخت.

برداری های میدان .٢

دیدیم که همان�طور .Xp ∈ TpM باشد M روی برداری میدان Έی X م�ͳکنیم فرض

Pull Back١٣

١۴

١٠



خمینه�ها روی حساب .٣.١ همتافته هندسه بر ای مقدمه .١ فصل

توان ͳم لذا است. M روی هموار تاب΄ Έی g ◦ F باشد، N روی هموار تاب΄ Έی g اگر

کنیم: توجه زیر نΎاشت به اگر .Xp(g ◦ F ) کرد: اعمال g ◦ F روی را Xp

(XF )q : g ∈ F(N) 7−→ Xp(g ◦ F ) ∈ R

است. q = F (p) نقطه�ی در مقصد خمینه�ی روی ͳمماس بردار Έی (XF )q که بینیم ͳم

روی برداری میدان�های به F∗ دیفرانسیل�پذیر نΎاشت توسط M روی برداری میدان�های

N خمینه�ی به M خمینه�ی از دیفئومورفیسم ͳاشتΎن F اگر ͳیعن شوند: ͳم نΎاشته N

آنΎاه: باشد،

F∗ : TM −→ TN

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به

(F∗X)(f) = X(f ◦ F ) , f ∈ F(N)

XF (f) = X(f ◦ F ) , X ∈ X (M).

ͳبیرون دیفرانسیل های فرم .٣

میدان روی ω م�ͳدانیم که همانطور باشد، N روی ͳ1−فرم ،ω ∈ X ∗(N) م�ͳکنیم فرض

م�ͳکند. کنش N برداری های

م�ͳتوان ،N Mبه از برداری میـدان�های ١۵ رانِ پیش مورد در قبل قسـمت روابـط به توجه با

کرد: تعریف زیر صورت به را ها ͳ1−فرم بازپس̥

(F ∗ω)(X)(f) = ω(F∗X)(f)

= ω(X(f ◦ F ))
(٩.١)

.X ∈ X (M) , f ∈ F(M) , ω ∈ X ∗(N) اینجا: در که

Push Forward١۵

١١



خمینه�ها روی حساب .٣.١ همتافته هندسه بر ای مقدمه .١ فصل

Έمتری

هموردا اندیس s و پادوردا اندیس r (با ͳخط چند نΎاشت�های ،T rs تانسورهای تعریف١.٣.١.

را TM از نسـخه s و
r︷ ︸︸ ︷

(T ∗M × ....× T ∗M) ͳیعن را T ∗M از نسـخه r که )هستند

م�ͳنΎارد: ͳحقیق اعداد به را
s︷ ︸︸ ︷

(TM × ....× TM)

(T rs )p : (T
∗
pM)r × (TpM)s −→ R (١٠.١)

م�ͳدهد. نسبت را تانسوری چنین Έی p ∈M نقطه هر به (rs) مرتبه تانسوری میدان

م�ͳدهیم. نشان T rs با را (rs) نوع هموردا تانسوری میدان�های مجموعۀ

X (M) = T 1
0 (M) هستند: ١ مرتبه پادوردای تانسورهای هموار، برداری میدان�های

X ∗(M) = T 0
1 (M) هستند: ١ مرتبه وردای هم تانسورهای هموار، 1−فرم�ͳهای همچنین،

به م�ͳتوانیم همچنین م�ͳکنیم. استفاده Έمتری از آنها نقطه�ای حاصلضرب و بردارها نرم تعریف در

م�ͳکند. اثر بردارها روی Έمتری پس بسازیم. فرم بردار، هر از Έمتری Έکم

تانسـور ،T 0
2 نوع از g تانسـوری میـدان Έی M هموار خـمینه�ی روی Έمتری .٢.٣.١ تعریف

ترتیب به تعاریف -با غیرتبهΎن و متقارن gp ،p ∈ M نقطه هر در که است ٢ مرتبه وردای هم

است: زیر به�صورت

(i) gp(vp, wp) = gp(wp, vp) ∀vp , wp ∈ TpM, ∀ p ∈M

(ii) gp(vp, wp) = 0 , ∀wp ∈ TpM =⇒ vp = o (∀p ∈M) .

م�ͳکند: عمل زیر صورت به نΎاشت عنوان به Έمتری

g ∈ T 0
2 :M −→ T ∗M × T ∗M (١١.١)

p 7−→ gp (١٢.١)

١٢


