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� µ ²�s�4d+.5(� s�ì(¦f2 N v®=¸¦��f2
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�p�E  � £B¯ �   x°y>�g�r�/~1}²± R ½ y>� M/L £ � �I¤-¥7¦ ~1§�� ¨ M ��£B¯ �   x°y>���r�/~1}²± R �r�/~1} � �¬� L ��� �)¾ # kµ´�¶�·¹¸Yº
w�5f%(®�+.5(� s�ì(¦f2IvÊ®Iv e % ´ � ® ¼ M/L ∼= L′ ≤M $ x µM = L⊕L′ vÊu¤5½!�4 5Ñ5f% e�¼ M ¾�4 L′ ^ ¼ - n*b  "¾¿©¬« � �>­��
� µ 5f%�r
� n �2��� ¨êv®=¸¦��f2C� L′

�p�E  � £B¯ �   �r�/~1} � �¬�)�¢�9ÀIÁ¹�¬~1�ÂÀC}�� § ¦ M �²Ã2Ä � � ��£B¯ �   x°y>��ÅEÆÇ�r�/~1}²± R � �ÉÈ # kËÊÍÌ
� µ 5f%�r vÊÐ e 4 bLnqÃ µ ÏGì ­ �B� Â�Ã �9? e�bLn vÊ®Î©¬« � �>­��

� ~1�>Ï ¯ � �2} � �¬�)Ð)� � � § ¦ M ÅEÆÇ�r�/~1}²± R � � � � � ¨MÑ # kËÊÍÌ
�p�E  � £B¯ �   x°y>� M ÒFÓ1Ô

�p�E  � £B¯ �   � � ���r�/~1} � �¬�9��� � � £B¯ � ��� � ÕÇx°y>z2{>|g}�Ö2�/�)À Ä � � M Ò�×#Ô
�p�E  � £B¯ �   � � ���r�/~1} � �¬����� � � £B¯ � ��� � Õ¢Ö2�/�)À Ä � � M ÒÙØCÔ

� µ 5f%�r vÊÐ e 4 bLn ë µ Ïýv�¦><G°9�B� Â�Ã �9? e�bLn vÊ®Î©¬« � �>­��

� ~1�>Ï ¯ � �2} � �¬�)Ð)� � � § R ��� z��¹� � � � ¨MÚ ©²Û ´�·¹ÜÞÝ
� ~1�T��§Rß@} � {>à �âáC§�� ���r�/~1}²± R ��� £ �pãâ�BäaåIypÁ ¯�� � � � Ï � æ>� ¯���� �/� ÒFÓ1Ô

� ~1�>{>|g� £B¯ �   x°y>�@ÅEÆ � � ���r�/~1}²± R ��� �/� Ò�×#Ô
� ~1�>{>|g� £B¯ �   x°y>�@~1y>Ï �®ãPß@�ç� �>{>}�ÅEÆ � � ���r�/~1}²± R ��� �/� ÒÙØCÔ

� ~1�>{>|g� £B¯ �   x°y>� � ��� ¯ ÅEÆ � � ���r�/~1}²± R ��� �/� ÒBèIÔ
�p�E  � £B¯ �   x°y>��ÅEÆÇ�r�/~1}²± R ¤ � ���>é � ¨ R Ò2êëÔ

ì ¦ �W5(� n w�� 0 2 î !d% �C¬  �4�!È5 µ - r
� ® B ^ ¼ - n*b  "¾ A ¼ R ¯ ¼ !�� ­ ¼ - n B ì ¦ t u�] b ¶ µ a Ï�p ⇐ aÈÂ pì©¬« � � ­��b í 2 !È5 4 ! j −→ A
ι−→ B

π−→ B/A −→ j +�� ´ % u"í ¦ °�5 ¯Xv ­ � c 2è5 µ ² s�4 B ì ¦ é � § n - 2 % Ð � eÞ�  A v u
5½!�4 5 5f% e�¼ h : B −→ A � ­ ¼ - n Í R � � ¿  b � �E$ x µ 5f% r
� n v � ¶à� / r aÈÂ p ² � § °8v ®�v e % ´ � ®Ìv u¤ì  b ¦ i � n
µA + A′ ⊆ B ì ¦ 2�4 5(� n µB = A⊕ A′ ì ¦ t u�� n � )�5�4 ¼ A′ = kerh ì ¦ �W5(� n !�4b ° µ hι = î A v uk¯ !d% Ë�v ®¼
h(b) ∈ A wL% L µ b = b − h(b) + h(b) ∈ A + A′ ì ¦ �W5(� n w�� 0 2�� b ∈ B ì ¦ t uJ] b ¶ b ]  è5�[ b Ë ¾�4

4 X ­�¼ h(h(b)) = h(b) $ xC� hι(A) = A

h(b− h(b)) = h(b) − h(h(b)) = j .
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µB = A+A′ v®=¸¦��f2 !È5 µ b = b− h(b) + h(b) ∈ A+A′

¼
b− h(b) ∈ kerh = A′ ¬3 �4b ®.� tf®¼

b ∈ kerh = A′
î !d% �C¬  �4 !È5R� b ∈ A ∩A′ ì ¦ t u�] b ¶ µA ∩A′ = { j } v u\ì ¦ �W5(� n w�� 0 2�#d� = 2�4b s

µA ∩A′ = { j } v®=¸¦��f2 !È5 ¼ b = h(b) = j $ x�� hι(b) = î A(b) = b
b ]� è5�[ b Ë¤¾�4 µ h(b) = j

!È5¤4! � �_^ ¼ - n Í R ¾�4 j −→ A
f−→ B

g−→ C −→ j +�4 % ¿ ­ 5\+�� ´ % u\í ¦ °�5\¯Xv ­ � c 2è5 µ aÈÂ p ⇐ a Ï�p
v uk5½!�4 5q5f% e�¼ B ¾�4 K ^ ¼ - n*b  "¾"� a Ï�p¤² � § °�v ®�v e % ´ � ®@$ x��&² s�4 B ^ ¼ - n*b  "¾ f(A) µ ì  b ¦ i � nWb í 2
ì  "!�4 5 µK ∼= C v ukì ¦ t u�� n � )�5�4�^�� ¨ µB ∼= A ⊕K 4 X ­ �&² s�4«� � ¿  "! � ´

f wL% L µB = f(A) ⊕K

v = ¦ � 2 !È5 µB ∼= A⊕ C
¼
K ∼= C $ x µB/kerg ∼= C

b ]  è5�[ b Ë¤¾�4 µB/kerg ∼= K 4 X ­ �K ∼= B/f(A)

µ 5f%�r
� n v��f¶à� /1rQN�%(¶¸+�� ´ %(u"í�¦f°�5 ¯Xv ­ � c 2è5
µ ²�s�4d� ©  è-�® µ a ` p ⇐ a ëIp ⇐ a�Ã p ⇐ a Ï�p

¯ 4 b ® b ]  è5�[ b Ë¤¾�4 µM =
∑

m∈M

Rm v u¤ì ¦ 2�4 5(� n µ - r
� ® R ¯ ¼ !�� ­ ¼ - n M ì ¦ t u�] b ¶ µ a Ï�p ⇐ a ` p
+.5(� s�ì ¦ 2 Rm $ x��&² s�4L+.5(� s�ì ¦ 2 K L ^ ¼ - n wI4 % t )Ìv ®�� R wL% L ¼ Rm = R/Ann(m) ì  "!�4 5¼�m ∈ M

b �
Si � i ∈ Im

b � ¯ 4 b ®Ìv u Rm =
∑

i∈Im

Si � t Ð  µ - r
� ®.� n +.5(� s	¯X� �_^ ¼ - n*b  "¾�¾�4«¯ 4 +.5�4 % 2.� zw? � e � ��� ¨ ¼
v®=¸¦��f2 !È5 µ ²�s�4d+.5(� s ^ ¼ - n*b  "¾

M =
∑

m∈M

∑

i∈Im

Si.

� µ ²�s�4L+.5(� s�ì(¦f2 M ��tfÐ� 

µ ì(¦ n � 2.� n +.5(� s�ì(¦f2�¯XvÊé�'*¨ 4 !�w«±"�*-(tfu"No-i�mN�%(¶8À  �4b r¤¾�4L�
/� Î!È5 R ¯XvÊé�'*¨ê+�� ièb �eï # kmlQnporqts

�p�E  �CÅEÆÂß@�>yâã � ¥ ��ÅEÆ �J� ãâ��� ¦ R ÅEÆ ��£B¯ �   x°y>� ��� z��¹� k9ð # kµ´�¶�·¹¸Yº
� µ 5f%�r	vÊÐ e 4 bLn a µ Ï,¯Xv®=¸¦��f2I�B� Â�Ã �9? e�bLn vÊ®Î©¬« � �>­��

�X~X�&��ñ |�òªfk�Tñ�ó� ��� ô 
�	

R ^�� �  x u1� n K L ¯X� �_^L±È-  �4�#d� � ´�õ 4 b � r�4 î !d% �C¬  �4 !È5 µ - r
� ®�v é ' ¨ �  R ì ¦ t u)] b ¶ kök # kµlQnporqts
µ ì(¦f�W5(� n\g  .� �«2 J(R) �  Rad(R) � ®Ì4!·w«± ¼ ì(¦f % i R ¬�§3® %(/1¦ e ^�� /� è5�4!X4!
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� ~1� � ¨ � � ¨�x°��� ¨ � �¬� � � � � éë���/�R} ¦ R ��� z��¹� � � � ¨ k u # km÷ ø@ùúëû
�1� �/� ½ äç� }�ÅEÆ � � ��� ¥ ~1� ��ü-� ��ã(ý!� � {>§#� ÒFÓ1Ô

�1� �/� ½ äç� } �E  � � � � ��� ¥ ~1� ��ü-� ��ã(ý!� � {>§#� Ò�×#Ô
£B¯ �   ÅEÆ � � ���r�/~1}²± R � � �ç�®�  öþ ��ÿ�ü-� ��ã(ý!� � {>§#� ÒÙØCÔ

£B¯ �   �E  � � � � ���r�/~1}²± R � � �ç�®�  öþ ��ÿ�ü-� ��ã(ý!� � {>§#� ÒBèIÔ
� µ -(¦�tfu vÊÐ e 4 bLn ` µ ë ¼ Ï µ ë³¯X� � v®=¸¦��f2C�B� Â�Ã �9? e�bLn vÊ®Î©¬« � �>­��

¯Xv � � õ 4 b � r�4 î !d% �C¬  �4.!È5 µ - r
� ® R ¯Xv é ' ¨ ¯ ¼ !{� ­ ¼ - n M ì ¦ t u�] b ¶ k � # kµlQnporqts
g  .� � 2 J(M) �  Rad(M) � ®�4!Xw«± ¼ ì ¦  % i M ¬ § ® % / ¦ e ^�� /  è5�4! 4 ! M ¾�4(^�� �  x u1� n ¯X� �_^ ¼ - n*b  "¾

µ ì(¦f�W5(� n

- ¦ ­ % ´ ÍGì � a � � � t � n pq4! M ^ ¼ - n\î !d% �C¬  �4�!È5 µ - r
� ®�� �_^ ¼ - n ¾�4L� s ï u U ì ¦ t u)] b ¶ k ³ # kµlQnporqts
¼
U !È5 (Uα)α∈A - t 2.� n a � � � t � n p\¯X+.- rh¯ !�4 X i $  è- 2�4�¯Xv )d% � = nJ�  �+�� ièb � ì ¦  % i U À sÁ% ´ +.- r

µ -(r
� ®Ìv���r�4 5o5f% e�¼ j −→M −→
∏

α∈A

Uα ���f¿o "! ��´

� � � � Rad(M) = j � ��� ÄG� � ��� ¯ � ~ §�� ¨ R ��� z � � � �F��Å ÆÇ�r�/~ }�� � M x y � ä�� � à k ¾ # kËÊÍÌ
� ~1§�� ¨ £B¯ �   � � ���r�/~1}9����ß  �� ä"Ð   �®ã £ ~1§!~1y>Ï �®ã�x°� M ��� �����Í�âã

� µ 5f%�r	vÊÐ e 4 bLn_Â a µ Ä ¯X+ !�4 x i �B� Â �9? e�bLn vÊ®Î©¬« � �>­��

�Rad(M/Rad(M)) = j � ��� ÄG� � �ç� ¯ � ~1§�� ¨9�r�/~1}²± R �¢� M � � z��¹� R x°y>� ä�� � à k È # kËÊÍÌ
b � î !d% �C¬  �4*!È5 µ - r
� ® Rad(M/Rad(M)) +�4 % ¿ ­ 5I% < ) �  x + Rad(M) ì ¦ t uJ] b ¶ ©¬« � � ­��
^�� �  x u1� n ¯X� �_^ ¼ - n*b  "¾·v u ì ¦ 2�4 5(� n µ ² s�4 x + Rad(M) � n � r �M/Rad(M) ^�� �  x u1� n ^ ¼ - n*b  "¾b �{¯ 4b ®($ x µ - r
� ®.� n M ^�� �  x u1� n ^ ¼ - n*b  "¾ M ′ v uk- t � § � M ′/Rad(M) � / r	v ®��M/Rad(M)

x ∈ Rad(M) ¬3 �4b ®.� tf® µ x ∈M ′ 4 X ­(¼ x+Rad(M) ∈M ′/Rad(M) ì� "!�4 5 M ¾�4 M ′ ^�� �« xLu1� n ^ ¼ - n*b  "¾
� µ x+ Rad(M) = j ¼
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Å Æ � � ���r�/~ }²± R Ð   � ã £ ~ §G~ y Ï � ã�x � M/Rad(M) �r�/~ } ¦ M �r�/~ }²± R � � � � � ¨ k Ñ # kµ´�¶�·¹¸Yº

�p�E  � £B¯ �  

µRad(R) = j +�� ièb �Xì(¦f % i +.5(� s�ì(¦f2fÍ J 4 ! R ¯XvÊé�'*¨ k	� # kµlQnporqts

� ~1�>Ï ¯ � �2} R ��� z��¹� � � � ¨ � �¬�)Ð)� � � § Û�
I©²Û ´�·¹ÜÞÝ
�p�E  � £B¯ �   x°y>� R ÒFÓ1Ô

�p�E  �IÅEÆÂß@�>yâã � ¥ � £B¯ �   x°y>�â± J ¦ R Ò�×#Ô
�p�E  ��ß�� Ä � ÅEÆ � � ��� ¥ ~1� � � �F�\ß
�g�ç�âä � y>�R� ��� � § � � ��� ¯ � �E  � £B¯ �   x°y>�â± J ¦ R ÒÙØCÔ

î !d% ��v ® R K L ^L±È-  �4 b �_+�� i w«±M�*- r
� ®Ì+.5(� s�ì ¦ 2 R b i 4Lv ukì ¦ �W5(� n w�� 0 2�4 - � ®�4 µ a Ï�p ⇐ aÈÂ p ©¬« � � ­��
!È5R�*- r
� ® R ¾�4«� ��4 % ¿ ­ 5 K L ^L±È-  �4 L ì ¦ t u�] b ¶ µ - r
� ®.� n R wI4 % ´ 5f% z b » t ) e v uk¯ !d% Ë�v ®�² s�4 Reb ��� t )v$ x��&² s�4f!�4 5 �  R ¯Xv é ' ¨ µR = L⊕K v uk5½!�4 5 5f% e�¼ R ¾�4 K - t 2.� n � ª L ^L±È-  �4 î !d% �C¬  �4
] b ¶ b ]  è5�[ b Ëk¾�4 µRl ⊆ L ¬  �4b ®.� t ®��&² s�4 K L ^L±È-  �4 L µ î = l + k v u¤- 2 !�4 5q5f% e�¼ k ∈ K

¼
l ∈ L

$ x µ l � = l � l + l � k î !d%��C¬3 �4�!È5P�*-(r
� ® L ¾�4L�
��4 %(¿ ­ 5 %t<G) l � ì(¦�tfu
l � − l � l = l � k ∈ K ∩ L = j .

$ x�� l = l � + lk ì  "!�4 5 µ ² s�4LwI4 % ´ 5f% z l ì ¦ �W5(� n w�� 0 22^�� ¨ µ L = Rl v = ¦ � 2�!È5 ¼ l � = l � l ∈ Rl 4 X ­
µ l = l � v®=¸¦��f2 !È5 ¼ l − l � = lk ∈ K ∩ L = j

¾�4 B - t 2.� n � ª L ^L±È-  �41$ xI�&² s�4 R ^L±È-  �4 J = J(R) v u\ì ¦ 2�4 5(� n µ - r
� ®I+.5(� s�ì ¦ 2#� R ì ¦ t u)] b ¶	^�� ¨
B = Rf v u¤- 2 !�4 5 5f% e�¼ R ¾�4 f ¼ e wI4 % ´ 5f% z b ��� t )vN�% ¶�� l ®�v ®�v e % ´ � ® µR = J ⊕B v u¤5½!�4 5Ñ5f% e�¼ R
µ f( î − f) = j $ x�� f � = f

b ]  è5�[ b Ëk¾�4 ¼ f = î − e ¬  �4b ®.� t ® µ î = e + f ¬ ¦ t � � � ¼ J = Re
¼

¼ +.5(� s�ì ¦ 2fÍ J ¯Xv é ' ¨ R $ x µ J = Re = j ¼ e = j v = ¦ � 2 !È5 ¼ f = î ì  "!�4 5 ² s�4dv /  f wL% L ^�� ¨
µ ²�s�4 K�L ��t�¦ ´ !�±

µ ²�s�4��3�	4¼ µ a�Ã p ⇐ a Ï�p
µ -(tfu�� n No-i� xd¦f2 b  "¾\O b r ¼ 51!È5 R +�� i w«±J�*ì(¦�r
� ®Ìv���r�4 5 R ¯ 4 b ®Ì4! a�Ã p�O b r bLi 4 µ aÈÂ p ⇐ a�Ã pî � c ��4�¯ 4b ® µ - r
� ®.� n I - t 2.� n � ­ � � ¦ t ¦ n K L ^L±È-  �4 �  @� n � rv� R ¾�4 A b É ��� 2 K L ^L±È-  �4 b � a²D ­ 4 p

v )d% � = n ¬  �4 µ ì  b ¦ i � nWb í 2 !È5 A !È5C^d% � 0 nWb É ��� 2I� ' �	4 K L ¯X� �_^L±È-  �4d#d� � ´ ¯Xv )d% � = n 4 ! Ω w«±
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¯ ¼ !·� 0 � � u b ¦ = 2 ¾MO b r	¯ 4!�4 5 R b ]  è5�[ b Ë¤¾�4 µ (a) ∈ Ω

¼ 5½!�4 5 5f% e�¼ j 6= a ∈ A wL% L µ ² s�4d� © ´ � 2
� I v ukì ¦ �W5(� n w�� 0 2~^�� ¨ µ - r
� ®.� n I wL% L � ­ � � ¦ t ¦ n % < )C¯ 4!�4 5 Ω $ x��&² s�4«� ' �	4 K L ¯X� �_^L±È-  �4
�K ⊆ I ⊆ A v u¤- r
� ®Ìv � r�4 5o5f% e�¼ R ¾�4 K - t 2.� n ¯ b É ��� 2 K L ^L±È-  �4 b i 4 µ ² s�4 R ^�� � ¦ t ¦ n K L ^L±È-  �4
µ ² s�4 j °à� t ´ !È5 I � ­ � � ¦ t ¦ n � ® ¼ L ⊆ K ⊆ I ⊆ A v uk5½!�4 5 5f% e�¼ L - t 2.� n ¯ b É ��� 2Ì� ' �	4�^L±È-  �4L+�� i w«±

µ -(r
� ®.� n R K�L ^�� �L¦�t�¦ n ^L±È-� �4 I ¬3 �4b ®.� tf®î � c ��4�¯ 4b ® µ ² s�4 K L ^ ¼ - n Í R wI4 % t )Ìv ®I� R ì ¦ é � § n - 2 % Ð � e��  C� B ^�� � ¦ t ¦ n K L ^L±È-  �4 b � a A p
� )�5�4 µB * M v uk5½!�4 5q5f% e�¼ M wL% L � ­ � �  x u1� n ^L±È-  �4F$ x µB 6= j = J(R) v ukì ¦ t ukv e % ´ � a A p
(y) ⊆ B $ x µ 5½!�4 5q5f% e�¼ j 6= y ∈ B ∩M

b » t ),+�� i w«±"� B ∩M 6= j b i 4 µB ∩M = j v ukì ¦ t u�� n¼
B ∩M = j ¬  �4b ®.� t ® µ ² s�4 j °à� t ´ v u��B = (y) ⊆ M 4 X ­ �&² s�4�^�� � ¦ t ¦ n B wL% L ¼ (y) ⊆ M

¼
µR = B ⊕M

4 ! B � ^�� � ¦ 2.� n K L ^L±È-  �4 î !d% �C¬  �4�!È5 µ - r
� c 2�+.5(� s�ì ¦ 2 R ì ¦ t u�] b ¶ aÈÂ p ⇐ a�Ã p î � c ��4d¯ 4b ®~^�� ¨
5½!�4 5 5f% e�¼ j 6= A � ^L±È-  �4�$ x µ ² s�4 R ¾�4«� � ¦ é � § n - 2 % Ð � e B � ^L±È-  �41� a A p�í c Ë µ ì  b ¦ i � nWb í 2 !È5
v uk5½!�4 5 5f% e�¼ B � ^�� � ¦ t ¦ n K L ^L±È-  �4ç� a²D ­ 4 p¤² � § °8v ®Ìv e % ´ � ® b ]  è5�[ b Ë ¾�4 µR = B � ⊕ A � v u
� ® µA � = B � ⊕ A � ² rÁ% 2ÌwI4 % ´ � n ¬  �4b ®.� t ®��&² s�4 R ¾�4«� � ¦ é � § n - 2 % Ð � e B � ¬ ¦ t � � � µB � ⊆ A �

ì(¦�sL!1� n K�L ¯X� �_^L±È-� �4*¾�4 b  "¾ b ¦ =o2 ¾�vÊ®I-�2 ¼ !$¬3 �4L¯Xv n 4 5�4
A � % A � % A � % · · · .

N�% ¶ b ¦ = 2 ¾M$ x µ ² s�4 j °à� t ´ v u Bi+ � = j +�� i w«±"� Ai = Ai+ � v uk- r
� ®�v � r�4 5o5f% e�¼ ¯ 4i ∈ N
b i 4

� a�Ã p ⇐ aÈÂ pqw�� � b ®�í c Ë ¼ ²�s�4 R ì(¦fé���§ n -�2 %(Ð�� e Ai K�L ^L±È-� �4t� i b �X¯ 4 ¾�4LvÊ® b ]� è5�[ b Ë¤¾�4 µ -(��§3 �4 �
�«2
R v = ¦ � 2�!È5 µ ² s�4 j °à� t ´ !È5 � ' �	4 K L ¯X� �_^L±È-  �4d¯ ¼ !�� 0 � � u b ¦ = 2 ¾"O b r�� ®I¬  �4L� ­ ¼ µ - r
� ®.� n � ' �	4
� µ -(r
� ®.� n +.5(� s�ì(¦f2

� L % u 4 ! M ^ ¼ - n Í R ¾�4 N ^ ¼ - n*b  "¾ î !d% �C¬  �4�!È5 µ - r
� ®�v é ' ¨ �  R ì ¦ t u�] b ¶ u ð # kµlQnporqts
µ L = M +�� i w«±"�K + L = M

bLi 4t�M ¾�4 L ^ ¼ - n*b  "¾ b � ¯ 4 ¾�4 vÊ®Ì+�� ièb � a K �M pqì(¦f % i

� ��� ÄG� � �ç� ¯ � ~1§�� ¨�ÅEÆÇ�r�/~1}²± R �¢� M � � z��¹���¢� R x°y>� ä�� � à u k # km÷ ø@ùúëû
Rad(M) =

⋂

{K ≤M : ²�s�4�^�� �« xLu1� n M !È5 K}

=
∑

{L ≤M : ²�s�4 � L %(u M !È5 L}.
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K - t 2.� n M ¾�4�^�� �  x u1� n ^ ¼ - n*b  "¾ b i 4 î !d% �C¬  �4 !È5 µ - r
� ® � L % u M !È5 L ^ ¼ - n*b  "¾Üì ¦ t u)] b ¶ ©¬« � � ­��j °à� t ´ v u K = M - t u�� n A � =  �4 L w�5f% ® � L % u ¼ L+K = M +�� i w«±"� L � K v uk- r
� ®�v � r�4 5o5f% e�¼
µ -(r
� ®.� n Rad(M) !È5X^d%(�L0 n M ¾�4 � L %(u3^ ¼ - n*b  "¾ b �{4 X ­ µ ²�s�4

�  ¼ N = M �  Ì+�� i w«±M� Rx+N = M v u ¯ !d% Ë�v ® N ≤ M
b ikî !d% �C¬  �4*!È5 µ x ∈ M ì ¦ t u�] b ¶

# ¼ 5 ² ­ � ¨h+�� i w«±�� x ∈ Rad(M)
b i 4 µ x 6∈ K

¼
N ≤ K v u\5½!�4 5Ñ5f% e�¼ M ¾�4 K ^�� �  x u1� n ^ ¼ - n*b  "¾Üv u«¬  �4

� µ ²�s�4 � L %(u M !È5 Rx v®=¸¦��f2 !È5 ¼ N = M $ xI-(�f¶ 4 �
�«2(NÑ� É ´ 4

y;óL� �I���L�2U fgU\��b �TS\�Fc�d�� ��
�	

b i 4 R ¾�4 B ¼ A ¯X� �_^L±È-  �4L¯ 4b ® ¼ P 6= R +�� ièb �Xì ¦  % i ^ ¼ 4«4! R ¯Xv é ' ¨$¾�4 P ^L±È-  �4 uöu # kµlQnporqts
µB ⊆ P �  A ⊆ P +�� i w«±J� AB ⊆ P

b » t ) a, b ∈ S
b �X¯ 4b ®�+�� ièb ��ì ¦  % i ì � § ¦ sÌÍ m 4 ! R ¯Xv é ' ¨ S � © ´ � 2�¯Xv )d% � = n1b  "¾Çu � # kµlQnporqts

µ arb ∈ S vÊuk¯ !d%(Ë�vÊ®I-(r
� ®�v���r�4 5Ñ5f% e�¼ r ∈ R

µ ²�r�4 5Ñì(¦f��4 %izE4! b  "¾�¯Xv®=¸¦��f2I� i 5(� s�vÊ®
� ~1§�� ¨gx°{>|gy   ± m �¢� ¦ R\P ��� �ç���Í�âã�� ��� � �E  �@�r��� R ��� z��¹�a��� P � ¥ ~1� � u ³ # kµ´�¶�·¹¸Yº

� ¥ ~ � � � � � � ��� ÄG� � �1� ¯ � ~ §�� ¨(x { | y   ± m � � R ��� z � ����� S ��� éë� � � } � �¬��x y � ä�� � à u ¾ # km÷ ø@ùúëû
�p�E  �(�r����� ¥ ~1� �C�¢� P £ � �I¤-¥7¦ ~1§�� ¨��1� �/� ½ äç� } S ¤ ¯¹� áC� Ö��öÁ � ¨ � æ>|g� P

� µ 5f%�r	vÊÐ e 4 bLn ` µ Â�Å ¯X+ !�4 x i �B� Â�Ã �9? e�bLn vÊ®Î©¬« � �>­��
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� ì(¦�tfu�� n�D  b Ð ´ R ¯XvÊé�'*¨Ü¾�4 A ^L±È-� �4d¯ 4b ®�u È # kµlQnporqts

√
A = {s ∈ R : -(tfuJ?1�Ì°¸4! A ^L±È-� �4t� s � n � r�ì(��§�¦�s −m

b � }
⊆ {s ∈ R : sn ∈ A vÊu¤-(r
� ®Ìv���r�4 5o5f% e�¼ n > î �
Ð�¦ c Ë�5�-�) }

µ 5f%�r
� n ¯ ¼ � § ´ vÊ®@�Ì è- cf´ ” ⊆ ” �
 .� =o®.� e ¯X� � vÊé�'*¨Ü!È5

A À }�� §��r��� � � ��� ¥ ~ � �@ü-� � ã(ý!� � { §#��� ¨ � ¨ � � ¨ √A ¦B¤-¥ ��� A � ¥ ~ � �Í� R ��� z � � � � � ¨�� � ©²Û ´�·¹ÜÞÝ
�p�E  � A � ¥ ~1� �I�¢� √A À Ä �ç� ¯ � ~1§�� ¨�ß@}

ì � § ¦ sÌÍ m �  R\P î !d% �C¬  �4�!È5 µ - r
� ® A � n � r ¼ ^ ¼ 4 P ^L±È-  �4 ¼ s ∈ √
A ì ¦ t u�] b ¶¸4 - � ®�4É©¬« � � ­��

$ x µ ² s�4 j °à� t ´ v u¤- t u�� n ? � °84! A ^L±È-  �41� √A D  b Ð ´ v ®�v e % ´ � ®Ì+�� i w«±J�*5f% rG� n � r	4! s b i 4�v uk² s�4
µ s ∈ P ¬3 �4b ®.� tf® ¼ s 6∈ R\P

w�� 0 2 î !d% �C¬  �4�!È5 µ - r
� ® A � n � r ^ ¼ 4L¯X� �_^L±È-  �4d#d� � ´@õ 4 b � r�4�v ®@í ' Ð � n s ì ¦ t u�] b ¶ µ $ / ) b ®
5f% e�¼ s � n � r S - t 2.� n ì � § ¦ sÌÍ m �  �� √A D  b Ð ´ v ®Iv e % ´ � ®�+�� i w«±J� s 6∈ √

A
b i 4 µ s ∈ √

A ì ¦ �W5(� n
w�5 b / 2@? � °8v ®�² c § 2�v u¤5½!�4 5 5f% e�¼ A � n � r P ^L±È-  �4LwL!d% § ´ ì ­ ¾�4L+.5(� É � s�4d� ® µ - t u�� � 2(? � °84! A v u¤5½!�4 5
µ ² s�4 j °à� t ´ v u s 6∈ P

¼ ² s�4 A � n � r ^ ¼ 4�^L±È-  �4 P �èÏ ` µ Â ¯X+ !�4 x i v ®Ìv e % ´ � ®Ì4 X ­ µ ² s�4�^�� �  x u1� n S
� µ s ∈ √

A
¼ -(r
� ®.� n ²�sL!È5(� 2 s 6∈ √

A ] b ¶¸4 X ­

� A � ⊆ C
b i 41� R ¾�4 A ^L±È-  �4 b �{¯ 4b ®�+�� ièb �Xì ¦  % i ^ ¼ 4 ì ¦ 2Ì4! R ¯Xv é ' ¨$¾�4 C ^L±È-  �4 u � # kµlQnporqts

a µ -(r
� ®.� n ^ ¼ 4 ì(¦f2C�"^ ¼ 4�^L±È-� �4 b �Èp µA ⊆ C +�� i w«±

� ~1�>Ï ¯ � �2} � �¬�)Ð)� � � § R ��� z��¹�;��� C � ¥ ~1� � � � � ¨ u�ï # km÷ ø@ùúëû
�p�E  �@�r���Yx°y>� C � ¥ ~1� � ÒFÓ1Ô

� a ∈ C £ � �I¤-¥v¦ (a) � ⊆ C ��� � ¦ a ∈ R � � � ¨ Ò�×#Ô
� a ∈ C £ � �I¤-¥v¦ aRa ⊆ C ��� � ¦ a ∈ R � � � ¨ ÒÙØCÔ

�A ⊆ C £ � �I¤-¥v¦ A � ⊆ C ��� � ¦ R ��� A ÅEÆÇ� ¥ ~1� � � � � � � ¨ ÒBèIÔ
�A ⊆ C £ � �I¤-¥7¦ A � ⊆ C ��� � ¦ R ��� A �E  � �"� ¥ ~1� � � � � � � ¨ ÒBèIÔ ′
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� µ 5f%�r	vÊÐ e 4 bLn$Ä µ Â�Å ¯X+ !�4 x i �B� Â�Ã �9? e�bLn vÊ®Î©¬« � �>­��
b » t );� a ∈ S

b � ¯ 4 b ®�+�� ièb �Xì ¦  % i ì � § ¦ sÌÍ n 4 ! R ¯Xv é ' ¨Ü¾�4 S � © ´ � 2�¯Xv )d% � = n�b  "¾ � ð # kµlQnporqts
µ ara ∈ S vÊuk¯ !d%(Ë�vÊ®I-(r
� ®�v���r�4 5Ñ5f% e�¼ r ∈ R

µ ²�r�4 5Ñì(¦f��4 %izE4! b  "¾�¯Xv®=¸¦��f2I� i 5(� s
vÊ®
� ~1§�� ¨�x°{>|gy   ± n �¢� ¦ R\C ��� �����Í�âã�� ��� � �E  �@�r���Yx°y>� R ��� z��¹�a��� C � ¥ ~1� �J� k # kµ´�¶�·¹¸Yº

¦ M x { | y   ± m
� ��� ÄG� � �ç� ¯ � a ∈ N ��~ §�� ¨ R ��� z � � ���(x { | y   ± n � � N x y � ä�� � à � u # kËÊÍÌ

� a ∈M � ä � ���"! � ¨ ¯ ��� ¯�¯ ���@� N � ¯ �r���#�g}
� µ 5f%�r vÊÐ e 4 bLn_Â�Å µ Â�Å ì ­ �B� Â�Ã �9? e�bLn vÊ®Î©¬« � �>­��

� ~1�>Ï ¯ � �2} � �¬�)Ð)� � � § R ��� z��¹�a��� C � ¥ ~1� � � � � � � ¨%$&$ ©²Û ´�·¹ÜÞÝ
�p�E  �@�r���Yx°y>��� ¥ ~1� � C ÒFÓ1Ô

�p�E  �@�r��� � � ��� ¥ ~1� �F����ßCä�� � {>§#� C Ò�×#Ô
� C =

√
C ÒÙØCÔ

µ ²�s�4'�3�	4¼ µ aÈÂ p ⇐ a Ï�p ⇐ a�Ã pª©¬« � �>­��
!È5R� x 6∈ C

¼
x ∈

√
C ì ¦ t u�] b ¶ µ√C ⊆ C ì ¦ �W5(� n w�� 0 2 µC ⊆

√
C v ukì ¦ 2�4 5(� n µ a�Ã p ⇐ aÈÂ p

- t 2.� n � � � § ¦ sÌÍ m 4 X ­ µ ² s�4 x � n � rCì � § ¦ sÌÍ n �  R\C $ x��&² s�4�^ ¼ 4 ì ¦ 2 C v uk� e w«±3¾�4 î !d% �C¬  �4
� D  b Ð ´ v ®Ìv e % ´ � ® ¼ - t u�� � 2�? � °¸4! C ^L±È-  �4 M ¬  �4b ®.� t ® µM ⊆ R\C v uk5½!�4 5q5f% e�¼ x � n � r4�M
� µC =

√
C v®=¸¦��f2Î!È5 ¼ √C ⊆ C $ x µ ²�s�4 j °à� t ´ vÊu x 6∈

√
C

�p�E  � C ÀC}�� §G�r���Yx°y>� � � � ãÙ�¢Æ@�Bä √
C � ¥ ~1� � ¦ R ��� z��¹�a��� C � ¥ ~1� � � � � � � ¨\�P³ # kµ´�¶�·¹¸Yº

µ -(r
� ® a ^ ¼ 4 ì(¦f2fpÏ^ ¼ 4�w«±�!È5 a j pÏ^L±È-� �4d+�� ièb �Xì(¦f % iÜa ^ ¼ 4 ì(¦f2fpC^ ¼ 4L4! R ¯XvÊé�'*¨ �%¾ # kµlQnporqts
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� ( � é"� � A � = j � ��� ÄG� � �ç� ¯ � ~ §�� ¨ R ��� z � �a���(�1� � y � y })Å ÆÇ� ¥ ~ � �C� � A x y � ä�� � à �PÈ # kËÊÍÌ

�A = Re � ä ¯ ��� ¯¼¯ ���@� A � ¯ e ¤ � �®ã ¯ ��Õ
� µ 5f%�r vÊÐ e 4 bLn Ï�ë µ Â�Å ì ­ �B� Â�Ã �9? e�bLn vÊ®Î©¬« � �>­��

A � ¯ e ¤ � � ã ¯ � Õ � ( � é £ � �I¤-¥7¦ ~ §�� ¨ R �r���Yx y � ��� z � �a���(�1� � y � y })Å ÆÇ� ¥ ~ � �I� � A � � ���%Ñ # kµ´�¶�·¹¸Yº
�A = Re � ä ¯ ��� ¯¼¯ ���@�

� µ ²�s�4��3�	4¼ N�%(¶8ì ­ vÊ®�v e % ´ � ® ©¬« � �>­��

� ~1�>Ï ¯ � �2} R ��� z��¹� � � � ¨ � �¬�)Ð)� � � §)$gÚ ©²Û ´�·¹ÜÞÝ
�p�E  � £B¯ �   x°y>� R ÒFÓ1Ô

�p�E  �CÅEÆ ß@�>yâã � ¥ �M�r���Yx°y>� R Ò�×#Ô
�p�E  �gß�� Ä �IÅEÆ � � ��� ¥ ~1� � � �F�Mß
�g�ç�âä � y>�R� ��� � § � � ��� ¯ �M�r����x°y>� R ÒÙØCÔ

O b rk¾�4 µ ì  b ®.� n !1� u�v ®34! ÂWÄ µ Â ¯Xv ¦ < °¸w�� � b ® µ ì ¦ t u�� n ² ®.� �34! aÈÂ p ⇐ a�Ã p\v uÜ² s
� ¶à� u ©¬« � � ­��
�¹N�% ¶o¯Xv = ¦ � 2Iv ®�v e % ´ � ®~^ ¼ 4 ì ¦ 2�¯Xv é ' ¨êv ukì  è5 b uk+.5(� É � s�4 a A p�O b r	w�5�4 5 w�� 0 2�¯ 4b ®�À é ¶8+.5(� s�ì ¦ 2fÍ J
� µ ²�s�4FNo5(� ��w�� � b ®�w�� �«� $ x µ -(r
� ®.� nGÂWÄ µ Â ¯Xv�¦><G°8w�� � b ®Î!È5 a A p�O b r�¯ 4!�4 5

µ a Rad(R) = j p -(r
� ®�+.5(� s�ì(¦f2fÍ J +�� ièb �Xì(¦f % i �
 �4 -(�f®�4 ì(¦f2�4! R ¯XvÊé�'*¨ � ï # kµlQnporqts

� { §#� ¯P¯ � �@�g��� ¯ � à¹� ��£B¯ �   x y �IÅ Æ��r�/~ }²± R � � � � �ç� � � ãr� � � � �   �gß � �¬~ { ¨ �Yx y � R ��� z � �Î³ ð # kËÊÍÌ
� ~1§�� ¨

v u � e w«±3¾�4 î !d% �C¬  �4f!È5 µ - r
� ®Ìv � r�4 5Ñ5f% e�¼ M !�4 5(� ¶ ¼ ¯X+.5(� s�ì ¦ 2 K L ^ ¼ - n Í R ì ¦ t uJ] b ¶�©¬« � � ­��
A � =  �4 M w�5f% ®�!�4 5(� ¶ ¼ µRad(R)M = j $ x��*- t u�� n�b É ��4! K L ¯X+.5(� s	¯X� �_^ ¼ - n Í R #d� � ´ Rad(R)

µRad(R) = j vÊu¤-(tfu�� n
- r
� ®I+.5(� s K L ¯X� �_^ ¼ - n Í R #d� � ´ ¯Xv )d% � = n {Mi} ¬ ¦ t � � � ¼ Rad(R) = j ì ¦ t u�] b ¶��¬$ / ) b ®¼ ²�s�4d+.5(� s�ì(¦f2 M =

⊕

i

Mi

î !d%��C¬3 �4f!È5 µ -(t���§�¦f2Ì²·¿o "! �  �ì�� � ®�vÊu
Ann(M) =

⋂

i

Ann(Mi) = Rad(R) = j .
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�

µ -(r
� ®�!�4 5(� ¶ ¼ ¯X+.5(� s K�L ^ ¼ - n��  �¯ 4!�4 5q+�� ièb �Xì(¦f % i K�L �
 �4 -(�f®�4«4! R ¯XvÊé�'*¨ ³ k # kµlQnporqts
µ -(r
� ® K�L �
 �4 -(�f®�4 R/A ¯XvÊé�'*¨ +�� ièb �·ì(¦f % i K�L �
 �4 -(�f®�4«4! R ¯XvÊé�'*¨Ü¾�4 A ^L±È-� �4

Å ÆÇ�r�/~ }²± R � �r�®�  öþ � ÿ A � � �ç� � � ã�� � � � �   �IÅ ÆÂß � �¬~ { ¨ � ¦ R ��� z � �E��� A � ¥ ~ � �J³ u # km÷ ø@ùúëû
� ~1§�� ¨ £B¯ �  

M
î !d% �C¬  �4�!È5 µ - r
� ® R ¯ ¼ !·+.5(� s K L ^ ¼ - n��  M v u A = Ann(M) ì ¦ t u�] b ¶ µ a ⇒ p ©¬« � � ­��

µ -(r
� ®.� n xd¦f2 M ^ ¼ - n*b  "¾�Í R �M ^ ¼ - n*b  "¾�Í R/A b �XwL% L µ ²�s�4�!�4 5(� ¶ ¼�¼ +.5(� sCxd¦f2Z^ ¼ - n Í R/A wI4 %�tf)ÌvÊ®
µ -(r
� ®.� n �
 �4 -(�f®�4 A 4 X ­

µ - r
� ®�!�4 5(� ¶ ¼ ¯X+.5(� s K L ^ ¼ - n Í R/A �  M ¼ K L �  �4 - � ®�4L¯Xv é ' ¨Q�R/A ì ¦ t u�] b ¶ µ a ⇐ p
+�� i w«±��*- r
� ® M ¯X+ b s b É ��� 2Ö^ ¼ - n*b  "¾�Í R �  M ′

b i 4 ¼ ² s�4(^ ¼ - n Í R �  M î !d% �C¬  �4&!È5¼ - r
� ®.� n +.5(� s M $ x µ ² s�4 j °à� t ´ v u¤- r
� ®.� n x ¦ 2 M ^ ¼ - n*b  "¾�Í R/A �  C�M ′ 4 X ­ µA ⊆ Ann(M ′)

� µAnn(M) = A

� ~1§�� ¨�ß@} R ÅEÆÂß@� �¬~1{>¨ � � � ��� ¥ ~1� ��ü-� ��ã(ý!� � {>§#��� ¨ � ¨ � � ¨ R � |g¨ �BáCy>�Ç�1�âáC� ¯ � �Þ³%� # kµ´�¶�·¹¸Yº

� ~1§�� ¨�ß@} Ò �E  � � ½ y>�ë� Ô ÅEÆÂß@� �¬~1{>¨ � R ��£B¯ �   ��� z��¹� ÒFÓ1Ô ³ö³ # km÷ ø@ùúëû
�p�E  �(�r���F��ß@� �¬~1{>¨ �Yx°y>� ¦ ÅEÆÂß@� �¬~1{>¨ � ��� z��¹� � � Ò�×#Ô

�  (� R/I µ - r
� ®.� n I wL% L � ­ � �  x u1� n ^L±È-  �4�¯ 4!�4 5�$ x@�&² s�4&!�4 5 �  R ¯Xv é ' ¨ µ aÈÂ p ©¬« � � ­��
� n � r ¼ - r
� ®.� n R ¯X+.5(� s ¯Xv é ' ¨$¾�4�� ­ ±È-  �4ç� Ann(R/I)

b ]  è5)[ b Ëk¾�4 µ ² s�4«+.5(� s K L ^ ¼ - n Í R
µ ²�s�4�!�4 5(� ¶ ¼ ^ ¼ - n � R/I ¼ Ann(R/I) = j 4 X ­ �&²�§�¦f2�vÊé�'*¨Ü¾�4 Â�b »_tf)

!�4 5(� ¶ ¼ ¯X+.5(� s K L ^ ¼ - n Í R �  M ì ¦ t u�] b ¶ µ ² s�4�� �	4 ¼ED  b Ð ´ ¾�4 R w�5f% ®Ì�  �4 - � ®�4 ì ¦ 2 µ a Ï�p
µ ² s�4 M ¾�4�^ ¼ - n*b  "¾�Í R �  (� AM +�� i w«±��*- r
� ® R ¾�4Á¯ b É ��� 2�^L±È-  �4 A b i 4 î !d% �C¬  �4&!È5��*- r
� ®
^L±È-  �4 B b i 4 µAM = M 4 X ­ �&² s�4«+.5(� s M b ]  è5�[ b Ëk¾�4 µAM 6= j v uk- t u�� n A � =  �4 M ¯ !�4 5(� ¶ ¼

+�� i w«±"�*-(r
� ® R ¾�4L¯ b ]� è5 b É ��� 2
(BA)M = B(AM) = BM = M.
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� µ -(r
� ®.� n ^ ¼ 4t� R ¯XvÊé�'*¨êv®=¸¦��f2Î!È5 ¼ BA 6= j ¬3 �4b ®.� tf®

� ��� ÄG� � ��� ¯ � ~1§�� ¨@ÅEÆÂß@�>yâã � ¥G��� z��¹� R x°y>� ä�� � à ³ ¾ # km÷ ø@ùúëû
�p�E  �(�r���Yx°y>� R ⇔ �E  �gß@� �¬~1{>¨ �Yx°y>� R ⇔ �E  � £B¯ �   x°y>� R ÒFÓ1Ô
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