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چͺیده
و بالایͬ نیم�ضرب�های و گیلس و لومر به�مفهوم داخلͬ نیم�ضرب ابتدا پایان�نامه، این در
معرفͬ مͬ�کنند تولید حقیقͬ نرمدار فضای ͷی از را نرم که آن�ها به وابسته نͽاشت دو و پایینͬ
نͽاشت�هایͬ با آن�ها رابطه به�وسیله یافته تعمیم داخلͬ نیم�ضرب از تعریفͬ هم�چنین مͬ�کنیم.
خطͬ توابع از ریس نمایش سپس است. ما هدف آن دوگان فضای به نرمدار برداری فضای از

مͬ�کنیم. مطالعه یافته تعمیم داخلͬ نیم�ضرب به�وسیله را پیوسته
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೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

جانفدا، محمد دکتر آقای جناب گرانقدرم، استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه داشتند عهده بر را نامه پایان این راهنمایͬ که

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، راهنمایͬ�های
مشاوره� و مطالعه زحمت که جمال عارفͬ اکبر علͬ دکتر آقای جناب بزرگوار، استاد از هم�چنین
مورد را اینجانب نحو بهترین به نامه، پایان این سازی آماده در و فرمودند تقبل را نامه پایان این

دارم. را تشͺر کمال دادند، قرار راهنمایͬ
عهده بر را نامه پایان این داوری زحمت که صادقͬ قدیر دکتر آقای جناب گرانقدر استاد از هم�چنین

سپاسͽزارم. داشتند
وجود مͬ�کنم ستایش و عزیزم مادر مهربانͬ، و مهر خداوندگار دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
عزیزم برادران از و نمͬ�رسیدم. مرحله این به من قطعا نبود ایشان خیر دعاهای اگر که را مقدسش
سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به جانم از عزیزتر خواهر و

مͬ�کنم. تشͺر بودند من پشتیبان بهترین روزگاران،

۱۳۹۱رباग़ଘ࠳േഎیان
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پیشͽفتار

نیم�ضرب است. اهمیت حائز کاربردی جنبه�های از هم و تئوری نظر از هم داخلͬ نیم�ضرب مفهوم
خواص و شد معرفͬ لومر توسط ١٩۶١ سال در [٩] ٣ گیلس و [١٣] ٢ لومر مفهوم به داخلͬ
میلچیچ توسط بحث این روی بیشتری مطالعات گرفت. قرار بررسͬ مورد گیلس توسط آن اساسͬ

پذیرفت. انجام سایرین و [٢۴] ۶ نات و [٢۶] ۵ روشͺا و [٢٣] - [١۴] ۴

آن�ها، خواصمقدماتͬ بررسͬ و داخلͬ نیم�ضرب�های از انواعͬ تعریف از پس پایان�نامه این از هدف
است. پایینͬ و بالایͬ نیم�ضرب�های نام به نیم�ضرب�ها این با متناظر توابعͬ بررسͬ

فضاهای مورد در نیاز مورد مفاهیم بیان با را اول فصل ابتدا است. فصل ٣ شامل پایان�نامه این
تعاریف و قضایا بیان به و مͬ�کنیم شروع داخلͬ ضرب معرفͬ سپس و باناخ فضاهای و نرمدار
و لومر مفهوم به داخلͬ نیم�ضرب معرفͬ به دوم فصل در مͬ�پردازیم. آتͬ فصل�های در نیاز مورد
روابط�شان هم�چنین و مͬ�پردازیم آن�ها مقدماتͬ خواص و پایینͬ و بالایͬ داخلͬ نیم�ضرب و گیلس
برخͬ داخلͬ نیم�ضرب فضاهای در شده مطرح توابع ͷکم به و مͬ�کنیم بیان دوگانͬ نͽاشت با را

مͬ�کنیم. بیان را داخلͬ نیم�ضرب از تعمیمͬ آخر فصل در و داد. خواهیم بهبود را نامساوی�ها
است: زیر مقالات از برگرفته پایان�نامه این

1. S. S. Dragomir and J. J. Koliha, Two mappings related to semi- inner products

and their applications in geometry of normed linear spaces, Rgmia, Res. Rep.

col. 2 (1) (1999), 21 - 35.

2. H. Zhang, and J. Zhang, Generalized semi- inner products with applications

to regularized learning, J. Math. Anal. Appl. 372 (2010), 181 - 196.

٢Lumer
٣Giles
۴Miliĉić
۵Rosca
۶Nath



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

یادآوری دارند، کاربرد ادامه در که قضایایͬ و تعاریف از برخͬ اختصار به شده سعͬ فصل این در
نظیر مقدماتͬ آنالیزتابعͬ یا و آنالیزحقیقͬ مراجع از بسیاری در مͬ�توان را فصل این مفاهیم شوند.

یافت. [١]

باناخ و نرمدار فضاهای ١.١

برخͬ و ستاره ضعیف و ضعیف توپولوژی باناخ، فضای نرمدار، فضاهای معرفͬ به بخش این در
مͬ�پردازیم. پایان�نامه این در نیاز مورد و مشهور قضایای از

تابع صورت این در باشد، K میدان روی برداری فضایͬ X کنید فرض .١.١.١ تعریف
∥ . ∥: X → [۰,∞)

کند صدق زیر شرایط در α ∈ K و x, y ∈ X هر برای هرگاه مͬ�شود، نامیده نرم ͷی

،x = ۰ اگر تنها و اگر ∥ x ∥= ۰ .١

،∥ αx ∥=| α |∥ x ∥ .٢

.∥ x+ y ∥≤∥ x ∥∥ y ∥ .٣

داشته وجود X روی ∥ . ∥ نرم ͷی اگر گویند، نرمدار فضای ͷی را K میدان روی X برداری فضای
مͬ�کند. تعریف X روی متر ͷی d(x, y) =∥ x− y ∥ آن�گاه باشد، نرمدار فضای ͷی X اگر باشد.



مقدمات۴ͬ مفاهیم .١

١ کامل نرم، توسط شده تعریف متر با که است نرمدار فضای ͷی باناخ فضای .٢.١.١ تعریف
گوییم. حقیقͬ باناخ فضای را باشد حقیقͬ آن، اسͺالر میدان که باناخͬ فضای باشد.

نͽاشت باشند، K میدان روی نرمدار فضای دو (Y, ∥ . ∥) و (X, ∥ . ∥) فرضکنید .٣.١.١ تعریف
اگر مͬ�نامیم، ٢ کراندار خطͬ نͽاشت ͷی را T : X → Y خطͬ

sup
x̸=۰

∥ T (x) ∥
∥ x ∥

<∞

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت را ∥ T ∥ ،T عملͽر نرم حالت این در

∥ T ∥= sup
x ̸=۰

∥ T (x) ∥
∥ x ∥

ͬͽپیوست یا و نقطه ͷی در ͬͽپیوست با بودن کراندار T : X → Y خطͬ نͽاشت برای مͬ�دانیم
است. معادل یͺنواخت

به�علاوه مͬ�دهیم، نمایش B(X,Y ) با را T : X → Y کراندار و خطͬ عملͽرهای تمام مجموعه
مͬ�دهیم. نمایش B(X) با را B(X,X)

خطͬ تابع�ͷهای تمام مجموعه مͬ�شود. نامیده خطͬ ͷتابع ͷی f : X → C خطͬ تبدیل هر
X∗ = B(X,C) دیͽر به�عبارت مͬ�شود، نامیده ٣ دوگان فضای و مͬ�دهیم نشان X∗ با را X روی
اول دوگان را X∗ مͬ�دهیم. نمایش X∗∗ با را B(X∗,C) فضای و x∗ با را X∗ اعضای هم�چنین و
⟨x∗, x⟩ نماد با x بر را X∗ از x∗ خطͬ ͷتابع اثر به�علاوه مͬ�نامیم. X دوم دوگان را X∗∗ و X

داد. خواهیم نمایش

باشد. آن دوگان X∗ و نرمدار فضای ͷی X کنید فرض ضعیف). (توپولوژی .۴.١.١ تعریف
f ∈ X∗ هر که X روی τ توپولوژی ضعیف�ترین یعنͬ ،X روی X∗ توسط شده تولید توپولوژی
در مͬ�دهند. نشان σ(X,X∗) با آن�را و گویند X روی ضعیف توپولوژی را باشد پیوسته τ به نسبت

شͺل به مجموعه�های تمام واقع
U(f, x۰, ϵ) = {x ∈ X

∣∣ | f(x)− f(x۰) |< ϵ}, f ∈ X∗, x۰, ϵ > ۰ (١.١)

را ضعیف توپولوژی همراه به X مͬ�دهند. X روی ضعیف توپولوژی برای پایه زیر ͷی تشͺیل
مͬ�دهیم. نشان (X,wk) با گاهͬ

١Complete
٢Bounded Linear Mapping
٣Dual space



باناخ۵ و نرمدار فضاهای .١.١

برای اگر فقط و اگر است x به ضعیف همͽرای X نرمدار فضای در {xn} دنباله .۵.١.١ گزاره
باشیم داشته f ∈ X∗ هر

f(xn) → f(x).

.[١] ر.ک. برهان.

.(X,wk)∗ = X∗ آن�گاه باشد نرمدار فضای X اگر .۶.١.١ قضیه

.[٢٨] .ر.ک. برهان.

:̂را X → X∗∗ نͽاشت باشد آن دوم دوگان X∗∗ و نرمدار فضای X کنید فرض .٧.١.١ تعریف
انعͺاسͬ Xرا باشد هرگاه̂پوشا نامیم. متعارف نشاننده مͬ�شود تعریف x̂(f) = f(x)به�صورت که
طولپا همریختͬ ͷداد̂ی نشان مͬ�توان باشد باناخ فضایͬ X اگر که است یادآوری به لازم نامیم.

است. X∗∗ بسته فضای زیر ͷی روی به X از

هر برای که است آن باشد انعͺاسͬ X نرمدار فضای آن�که برای کافͬ و لازم شرط .٨.١.١ قضیه
u ∈ X∗ \ {۰}

∃v ∈ X ∋ ∥ v ∥= ۱ u(v) =∥ u ∥

.[١٠] ر.ک. برهان.

باشد. آن دوگان X∗ و نرمدار فضای X کنید فرض ستاره). ضعیف (توپولوژی .٩.١.١ تعریف
آن به نسبت که است X∗ روی توپولوژی ضعیف�ترین ،X∗ روی τ ضعیف توپولوژی از منظور
(X∗, wk∗) با گاهͬ را توپولوژی این همراه به X∗ مͬ�شود، پیوسته x̂ ،x ∈ X هر برای توپولوژی
ضعیف توپولوژی دارای است نرمدار فضایͬ X∗ که آن�جا از است ذکر به لازم مͬ�دهیم. نشان
توپولوژی از ضعیف�تر X∗ روی ستاره ضعیف توپولوژی وضوح به مͬ�باشد. نیز σ(X∗, X∗∗)

شͺل به مجموعه�های ،x ∈ X و f ∈ X∗ ،ϵ > ۰ هر برای واقع در است. X∗ روی ضعیف

U(f۰, x, ϵ) = {f ∈ X∗∣∣ | x̂(f)− x̂(f۰) |< ϵ}

= {f ∈ X∗∣∣ | f(x)− f(x۰) |< ϵ}.

مͬ�دهند. X∗ روی ستاره ضعیف توپولوژی برای پایه زیر ͷی تشͺیل

برای کافͬ و لازم شرط آن�گاه باشد، X نرمدار فضای در دنباله�ای {fn}n∈N اگر .١٠.١.١ گزاره
باشیم داشته x ∈ X هر برای که است آن باشد X∗ در f به ستاره ضعیف همͽرای {fn}n∈N این�که

fn(x) → f(x)



مقدمات۶ͬ مفاهیم .١

ر.ک.[١]. برهان.

مجموعه آن�گاه باشد نرمدار فضای X اگر ۴ (باناخ-آلاغلو). .١١.١.١ قضیه
B∗ = {f ∈ X∗∣∣ ∥ f ∥≤ ۱}

است. فشرده ستاره ضعیف توپولوژی در

.[٢٨] ر.ک. برهان.

مͬ�کند. بیان را باناخ فضای ͷی بودن انعͺاسͬ معادل شروط زیر قضیه

ارزند، هم زیر موارد آن�گاه باشد باناخ فضای ͷی X اگر .١٢.١.١ قضیه

است. انعͺاسͬ X الف)

است. انعͺاسͬ X∗ ب)

منطبق�اند. هم بر X روی ستاره ضعیف و ضعیف توپولوژی�های ج)

است. ضعیف فشرده ،X واحد گوی د)

.[٢٨] ر.ک. برهان.

و X از فضایͬ زیر M نرمدار، فضای ͷی X کنید فرض ۵ .( (هان-باناخ .١٣.١.١ قضیه
کراندار و خطͬ F که داد توسیع F : X → C به مͬ�توان را f باشد، کراندار و خطͬ f :M → C

.∥ F ∥=∥ f ∥ و است

.[٢٧] ر.ک. برهان.

x∗ ∈ X∗ آنͽاه باشد دلخواه x ∈ X اگر که داد نشان مͬ�توان باناخ هان قضیه از نتیجه�ای به�عنوان
به�طوری�که دارد وجود

⟨x∗, x⟩ =∥ x ∥۲=∥ x∗ ∥۲ .

به�صورت را f : M → C و M = {λx : λ ∈ C} دهیم قرار است کافͬ منظور این برای
قضیه بنابر مͬ�توان، حال ∥ f ∥=∥ x ∥ که است واضح مͬ�کنیم. تعریف f(λx) = λ ∥ x ∥۲

x∗
∣∣∣
M

= f و ∥ x∗ ∥=∥ f ∥=∥ x ∥ که داد گسترش X بر x∗ چون ͬͺتابع به را f هان-باناخ،
.⟨x∗, x⟩ =∥ x ∥۲ یعنͬ

۴Banach-Alaoglu
۵Hahn-Banach



آن٧ ویژگͬ��های و داخلͬ ضرب .٢.١

پوشا T ∈ B(X,Y ) و باناخ فضای Y و X کنید فرض ۶ .( باز نͽاشت (قضیه .١۴.١.١ قضیه
است. باز نͽاشت ͷی T این�صورت در باشد،

.[٢٧] ر.ک. برهان.

T ∈ B(X, Y ) و باناخ فضای Y و X کنید فرض ٧ .( معͺوس نͽاشت (قضیه .١۵.١.١ قضیه
.T−۱ ∈ B(Y,X) صورت این در باشد، پوشا و ͷبه�ی�ͷی

.[٢٧] ر.ک. برهان.

آن ویژگͬ��های و داخلͬ ضرب ٢.١

مͬ�کنیم. بیان اختصار به آن�را به مربوط مفاهیم و داخلͬ ضرب بخش این در

داخلͬ ضرب ͷی باشد. مختلط اعداد میدان روی برداری فضای X کنید فرض .١.٢.١ تعریف
و x, y, z ∈ X هر ازای به که قسمͬ به ⟨., .⟩ : X × X → C تابع از است عبارت X روی

باشیم داشته α, β ∈ C اسͺالرهای

،⟨x, x⟩ ≥ ۰ .١

،x = ۰ اگر تنها و اگر ⟨x, x⟩ = ۰ .٢

،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .٣

.⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ .۴

آن�گاه باشد، داخلͬ ضرب فضای ͷی X کنید فرض ٨ ( کشͬ-شوارتز (نامساوی .٢.٢.١ قضیه
بعضͬ برای اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و

∣∣⟨x, y⟩∣∣ ≤∥ x ∥∥ y ∥ داریم x, y ∈ X هر برای
.x = αy ،α ∈ C

.[٢٨] ر.ک. برهان.

را X ،∥ x ∥= ⟨x, x⟩ ۱۲ تعریف با این�صورت در باشد، داخلͬ ضرب فضای X کنید فرض
کرد. تبدیل نرم�دار فضای ͷی به مͬ�توان

۶Open mapping theorem
٧Inverse mapping theorem
٨Cauchy-Shwartz inquality



مقدمات٨ͬ مفاهیم .١

اگر فقط و اگر است داخلͬ ضرب فضای ͷی X نرمدار فضای .٣.٢.١ قضیه
∥ x+ y ∥۲ + ∥ x− y ∥۲= ۲ ∥ x ∥۲ +۲ ∥ y ∥۲

است. مشهور ٩ الاضلاع متوازی قانون به تساوی این

.[٢٨] ر.ک. برهان.

ضرب از حاصل نرم با H اگر باشد، داخلͬ ضرب فضای ͷی H کنید فرض .۴.٢.١ تعریف
آن�را باشد، همͽرا آن در کشͬ دنباله هر یعنͬ باشد، کامل فضای ∥ x ∥= ⟨x, x⟩ ۱۲ یعنͬ داخلͬ،

مͬ�نامیم. ١٠ هیلبرت فضای ͷی
است. هیلبرت فضای ⟨f, g⟩ =

∫
f(x)g(x)dx داخلͬ ضرب با L۲(R) فضای

باشد، f ∈ H∗ و هیلبرت فضای H اگر .( هیلبرت فضای در ریس نمایش قضیه ) .۵.٢.١ قضیه
x ∈ X هر برای به�طوری�که دارد وجود y ∈ H این�صورت در

f(x) = ⟨x, y⟩.

.[٢٨] ر.ک. برهان.

گتیوگس مشتق�پذیر و محدب اکیدا هموار، نرمدار فضاهای ٣.١

و گتیوگس مشتق�پذیری محدب، اکیدا فضای هموار، نرمدار فضاهای از مفاهیمͬ بخش این در
مͬ�کنیم. بیان را آتͬ فصل�های در نیاز مورد وابسته�ی تعاریف و قضایا

تعریف زیر به�صورت و است X دوگان فضای X∗ که J : X → ۲X∗ نͽاشت .١.٣.١ تعریف
مͬ�شود

J(x) =
{
x∗ ∈ X∗|⟨x∗, x⟩ =∥ x∗ ∥∥ x ∥; ∥ x∗ ∥=∥ x ∥

}
, x ∈ X

مͬ�نامیم. X خطͬ فضای از ١١ شده نرمال دوگانͬ نͽاشت را

حال است. ناتهͬ مجموعه�ای J(x) مجموعه x ∈ X هر برای که دیدیم هان-باناخ قضیه از
.J(x) = {x} که کرد بررسͬ مͬ�توان به�راحتͬ x ∈ X هر برای باشد هیلبرت فضای ͷی X اگر

٩Parallelogram low
١٠Hilbert space
١١Normalised duality mapping



گتیوگس٩ مشتق�پذیر و محدب اکیدا هموار، نرمدار فضاهای .٣.١

آن در که φy ∈ J(x) (یعنͬ y ∈ J(x) اگر حال .⟨x, x⟩ =∥ x ∥۲ زیرا x ∈ J(x) اولا واقع در
باید آن�گاه ( φy(x) = ⟨x, y⟩

| φy(x) |=∥ x ∥۲=∥ φy ∥۲=∥ y ∥۲

لذا
⟨x, x⟩ = ⟨x, y⟩ = ⟨y, y⟩

پس
∥ x− y ∥۲= ⟨x− y, x− y⟩ = ۰

.x = y یعنͬ
فرض است. درست که λ = ۰ اگر زیرا J(λx) = λ̄J(x). ،λ ∈ C و x ∈ X هر برای هم�چنین

دیͽر به�عبارت ،x∗ ∈ J(λx) و λ ̸= ۰ مͬ�کنیم
⟨x∗, λx⟩ = ∥x∗∥∥λx∥ و ∥x∗∥ = ∥λx∥,

مͬ�گیریم نتیجه که

⟨۱
λ
x∗, x⟩ = ∥۱

λ
x∗∥∥x∥ و ∥۱

λ
x∗∥ = ∥x∥,

قسمت ،J(λx) ⊆ λ̄J(x) مͬ�دهد نتیجه که ،x∗ ∈ λ̄J(x) این�صورت در ۱
λ
x∗ ∈ J(x) نتیجه در

مͬ�شود. اثبات مشابه به�طور عͺس

اگر مͬ�شود، نامیده شده نرمال دوگانͬ نͽاشت از ١٢ J̃بخشͬ : X → X∗ نͽاشت .٢.٣.١ تعریف
باشیم داشته x ∈ X هر برای

J̃(x) ∈ J(x).

ͷی اگر مͬ�شود، گفته ١٣ هموار x ̸= ۰ در (X, ∥ . ∥) نرمدار خطͬ فضای ͷی .٣.٣.١ تعریف
به�طوری�که باشد داشته وجود x∗ منحصر�به�فرد پیوسته خطͬ تابع

⟨x∗, x⟩ =∥ x ∥, ∥ x∗ ∥= ۱.

است. هموار ناصفر نقطه�ی هر در هیلبرت فضای هر مثال برای

١٢Section
١٣Smooth



مقدمات١٠ͬ مفاهیم .١

X \ {۰} روی X ∋ x 7−→∥ x ∥∈ R نͽاشت، : ١۴ گتیوگس) (مشتق�پذیری .۴.٣.١ تعریف
باشد داشته وجود زیر حد اگر است، راست گتیوگس مشتق�پذیر

(V+ ∥ . ∥)(x).h := lim
t→۰+

∥ x+ th ∥ − ∥ x ∥
t

, (x ∈ X \ {۰} h ∈ X)

اگر مͬ�شود نامیده گتیوگس مشتق�پذیر X \ {۰} روی ∥ . ∥ نرم هم�چنین
(V+ ∥ . ∥)(x).h = −(V+ ∥ . ∥)(x).(−h), (h ∈ X).

زیر گزاره�های ∥ x۰ ∥= ۱ که x۰ ∈ X و باشد نرمدار خطͬ فضای (X, ∥ . ∥) اگر .۵.٣.١ قضیه
معادل�اند

است. هموار x۰ در X الف)

است. X∗ در منحصر�به�فرد عضو ͷی شامل J(x۰) ب)

n ∈ N ،∥ xn ∥= ۱ Xکه در xn دنباله هر برای آن�گاه باشد J دوگانͬ نͽاشت از بخشͬ J̃ اگر ( ج
است. همͽرا J̃(x) به X∗ در ضعیف توپولوژی با {J̃(xn)} دنباله ،limn→∞ xn = x۰ و

است. گتیوگس مشتق�پذیر x۰ در ∥ . ∥ نرم ( د

.[٣] ر.ک. برهان.

معادل�اند زیر گزاره�های این�صورت در باشد، نرمدار خطͬ فضای ͷی (X, ∥ . ∥) اگر .۶.٣.١ نتیجه

است. هموار X الف)

است. ١۵ یͺنوا J ب)

σ(X∗, X) ضعیف توپولوژی با X∗ به نرم توپولوژی با X از J دوگانͬ نͽاشت از J̃ بخش هر ج)
است. پیوسته

است. گتیوگس مشتق�پذیر X \ {۰} روی ∥ . ∥ نرم د)

.[٣] ر.ک. برهان.
١۴Gateaux differentiable
١۵Univocal



گتیوگس١١ مشتق�پذیر و محدب اکیدا هموار، نرمدار فضاهای .٣.١

هر برای اگر نامیم، ١۶ محدب اکیدا فضای را (X, ∥ . ∥) نرمدار خطͬ فضای ͷی .٧.٣.١ تعریف
باشیم داشته λ ∈ (۰,۱) و ∥ x ∥=∥ y ∥= ۱ و x ̸= y که x, y ∈ X

∥ λx+ (۱− λ)y ∥< ۱.

رابطه برقراری از اگر فقط و اگر است محدب اکیدا X باناخ فضای معادل، به�طور
∥ x+ y ∥=∥ x ∥ + ∥ y ∥

.x = λy ،λ > ۰ بعضͬ برای بͽیریم نتیجه x, y ̸= ۰ که

مͬ�کنیم. بیان را J شده نرمال تناظر نͽاشت از دیͽری ویژگͬ�های ادامه در

این�صورت در x۰ ∈ X \ {۰} و باشد نرمدار خطͬ فضای ͷی (X, ∥ . ∥) اگر .٨.٣.١ قضیه
معادل�اند زیر گزاره�های

است. هموار x۰ در X الف)

داریم را زیر رابطه J شده نرمال دوگانͬ نͽاشت از J̃ بخش هر برای ب)
lim
t→۰

Re⟨J̃(x۰ + ty), y⟩ = Re⟨J̃(x۰), y⟩, (y ∈ X).

داریم را زیر رابطه J شده نرمال دوگانͬ نͽاشت از J̃ بخش هر برای ج)

lim
t→۰

Re
⟨ J̃(x۰ + ty)− J̃(x۰)

t
, x۰

⟩
= Re⟨J̃(x۰), y⟩, (y ∈ X).

.[٣] ر.ک. برهان.

معادل�اند زیر گزاره�های باشد، نرمدار خطͬ فضای X اگر .٩.٣.١ نتیجه

است. هموار X الف)

ب)
lim
t→۰

Re⟨J̃(x+ ty), y⟩ = Re⟨J̃(x), y⟩, (y ∈ X).

ج)

lim
t→۰

Re
⟨ J̃(x+ ty)− J̃(x)

t
, x
⟩
= Re⟨J̃(x), y⟩, (y ∈ X).

.[٣] ر.ک. برهان.

١۶Strictly convex



٢ فصل

داخلͬ نیم�ضرب�های

بین روابط و پایینͬ و بالایͬ داخلͬ نیم�ضرب گیلس، و لومر به�مفهوم داخلͬ نیم�ضرب فصل این در
φ
[,]
x,y نͽاشت دو سپس و مͬ�کنیم بیان را دوگانͬ نͽاشت و پایینͬ و بالایͬ داخلͬ نیم�ضرب�های

نیم�ضرب از ویژگͬ ͷی و شوارتز نامساوی تظریف بیان با نهایت در و مͬ�کنیم معرفͬ را ψ[,]
x,y و

مͬ�رسانیم. پایان به را فصل این داخلͬ،

وگیلس لومر به�مفهوم داخلͬ نیم�ضرب ١.٢

ͬͽپیوست بیان به سپس و مͬ�کنیم معرفͬ را گیلس و لومر مفهوم به داخلͬ ضرب نیم بخش این در
آن�ها به مربوط قضایای و محدب اکیدا فضای و هموار فضای با آن رابطه�ی و داخلͬ نیم����ضرب

مͬ�پردازیم.

نͽاشت، باشد. K مختلط یا حقیقͬ اعداد میدان روی خطͬ فضایͬ X کنید فرض .١.١.٢ تعریف
(L−G− s.i.p) اختصار به یا گیلس و لومر به�مفهوم ١ داخلͬ نیم�ضرب را [., .] : X ×X → K

کند صدق زیر ویژگͬ�های در λ ∈ K و x, y ∈ X هر برای اگر نامیم،

،[x+ y, z] = [x, z] + [y, z] .١

،[λx, y] = λ[x, y] .٢

،[x, x] ≥ ۰ همواره و x = ۰ اگر تنها و اگر [x, x] = ۰ .٣
١Semi-inner product



وگیلس١٣ لومر به�مفهوم داخلͬ نیم�ضرب .١.٢

،[x, λy] = λ̄[x, y] .۴

. | [x, y] |۲≤ [x, x][y, y] .۵

تساوی لزوما داخلͬ نیم�ضرب در که است این داخلͬ ضرب با داخلͬ نیم�ضرب تفاوت
[x, y] = [y, x]

تساوی داخلͬ نیم�ضرب در معادل به�طور یا نیست، برقرار
[x, y + z] = [x, y] + [x, z]

نیست. خطͬ دوم مولفه به نسبت داخلͬ نیم�ضرب واقع در نیست. برقرار لزوما
به�مفهوم داخلͬ نیم�ضرب ” جای به همواره ادامه در مͬ�نامیم. کشͬ-شوارتز نامساوی را (۵ خاصیت

شود. تصریح آن خلاف آن�که مͽر کرد خواهیم استفاده داخلͬ نیم�ضرب از ” گیلس و لومر
به�صورت آن روی نرم که است Lp(X,M, µ) حقیقͬ باناخ فضای داخلͬ، نیم�ضرب از مثالͬ

∥ f ∥p=
(∫

X

| f(t) |p dµ
) ۱

p
,

،g = ۰ برای و sgng = g
|g| ،g ∈ C \ {۰} برای آن در که است زیر به�صورت داخلͬ نیم�ضرب و

sgng = ۰
[f, g] =

۱
∥ g ∥p−۲p

∫
X

f | g |p−۱ sgngdµ,

زیرا است،

.١

[f + h, g] =
۱

∥ g ∥p−۲p

∫
X

(f + h) | g |p−۱ sgngdµ

=
۱

∥ g ∥p−۲p

∫
X

(f | g |p−۱ +h | g |p−۱)sgngdµ

=
۱

∥ g ∥p−۲p

∫
X

(f | g |p−۱ sgng) + (h | g |p−۱ sgng)dµ

= [f, g] + [h, g]

زیرا [f, f ] > ۰ .٢

[f, f ] =
۱

∥ f ∥p−۲p

∫
X

f | f |p−۱ sgnfdµ

=
۱

∥ f ∥p−۲p

∫
X

| f |p dµ =∥ f ∥۲p



داخل١۴ͬ نیم�ضرب�های .٢

.٣

[f, λg] =
۱

∥ λg ∥p−۲p

∫
X

f | λg |p−۱ sgn(λg)dµ

=
۱

| λ |p−۲∥ g ∥p−۲p

∫
X

f | λ |p−۱| g |p−۱ λg

| λ || g |
dµ

= λ
۱

∥ g ∥p−۲p

∫
X

f | g |p−۱ g

| g |
dµ

= λ
۱

∥ g ∥p−۲p

∫
X

f | g |p−۱ sgngdµ

= λ[f, g]

.۴

| [f, g] | =

∣∣∣∣ ۱
∥ g ∥p−۲p

∫
X

f | g |p−۱ sgng(t)dµ
∣∣∣∣

≤ ۱
∥ g ∥p−۲p

∫
X

| f || g |p−۱| sgng(t) | dµ

≤ ۱
∥ g ∥p−۲p

∫
X

| f || g |p−۱ dµ

≤ ۱
∥ g ∥p−۲p

(∫
X

| f |p dµ
) ۱

p
(∫

X

(| g |p−۱)qdµ
) ۱

q

=
۱

∥ g ∥p−۲p

(∫
X

| f |p dµ
) ۱

p
(∫

X

| g |p dµ
) ۱

q

=
۱

∥ g ∥p−۲p

∥ f ∥p∥ g ∥
p
q
p

=
۱

∥ g ∥p−۲p

∥ f ∥p∥ g ∥p−۱p

= ∥ f ∥p∥ g ∥p

= [f, f ]
۱
۲ [g, g]

۱
۲ .

گزاره�های باشد، X روی داخلͬ نیم�ضرب ͷی [., .] و خطͬ فضای X کنید فرض .٢.١.٢ گزاره
برقرارند زیر

نرم ͷی X روی مͬ�شود، تعریف ∥ x ∥= [x, x]
۱
۲ به�صورت که ∥ . ∥: X → R+ نͽاشت، الف)

است.



وگیلس١۵ لومر به�مفهوم داخلͬ نیم�ضرب .١.٢

با مͬ�شود، تعریف fy(x) = [x, y] به�صورت که fy : X → K تابع، y ∈ X هر برای ب)
علاوه�بر�این Xاست، روی پیوسته خطͬ نͽاشت ͷی داخلͬ نیم�ضرب توسط شده تولید نرم

. ∥ fy ∥=∥ y ∥

x ∈ X که فرض مͬ�کنیم. بررسͬ را نرم خاصیت�های ابتدا قسمت این اثبات برای الف) برهان.
تعریف به توجه با این�صورت در

∥ x ∥= [x, x]
۱
۲ ⩾ ۰,

.x = ۰ نتیجه در [x, x] = ۰ آن�گاه ∥ x ∥= ۰ اگر و
آن�گاه λ ∈ K ،x ∈ X اگر

∥ λx ∥= [λx, λx]
۱
۲ = (λ.λ̄)

۱
۲ [x, x]

۱
۲ =| λ |∥ x ∥ .

کشͬ-شوارتز نامساوی از استفاده با ،x, y ∈ X هر برای سرانجام

∥ x+ y ∥۲ = [x+ y, x+ y]

= | [x, x+ y] + [y, x+ y] |

≤ | [x, x+ y] | + | [y, x+ y] |

≤ [x, x]
۱
۲ [x+ y, x+ y]

۱
۲ + [y, y]

۱
۲ [x+ y, x+ y]

۱
۲

= ∥ x ∥∥ x+ y ∥ + ∥ y ∥∥ x+ y ∥ .

x, y ∈ X هر برای بنابراین
∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ .

بودن خطͬ داخلͬ، نیم�ضرب (٢ و (١ ویژگͬ از استفاده با و fy(x) = [x, y] این�که به توجه با ب)
است. واضح fy

مͬ�آوریم به�دست شوارتز نامساوی�کشͬ از استفاده با

| fy(x) | = | [x, y] |

≤ [x, x]
۱
۲ [y, y]

۱
۲

≤ ∥ x ∥ . ∥ y ∥

مͬ�دهد. نتیجه را ∥ f ∥≤∥ y ∥ رابطه و fy کرانداری که
دیͽر طرف از

∥ fy ∥≥
| fy(y) |
∥ y ∥

=
∥ y ∥۲

∥ y ∥
=∥ y ∥


