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�

پيشگفتار

 بوجود آمد اما به قدركافي تكميل نـشده بـود تـا در              1961درواقع روش تجزيه آدوميان درسال      

اين روش را به تدريج گـسترش داد و در       ) 1922-1996(جورج آدوميان   .مباحث رياضي مطرح شود   

اين روش به عنوان يك روش كلي براي حل خانواده ي وسيعي از معادلات انتگرال            1980اوايل سال   

.ديفرانسيل خطي و غيرخطي ارائه شد-معادلات انتگرال,

 معادله ديفرانـسيل معمـولي و    � معادله انتگرالي    �همچنين روش تجزيه براي حل معادله جبري        

جواب به صورت يك سري نامتناهي مشخص شده كه بـه           .معادلات ديفرانسيل جزيي به كار مي رود      

.سرعت به جواب دقيق نزديك مي شود

بحـث  . اين روش را براي حل معادلات ديفرانسيل تـصادفي بـه كـار بـرد               1982رسال  آدوميان د 

 مطرح شد و رياضيدانان ديگر 1980 دراوايل سال Yves Cherruaultهمگرايي اين روش توسط 

كليات مباحـث مطـرح شـده توسـط         .كاربردهاي مختلف اين روش را گسترش داده و تكميل كردند         

آدوميـان درسـال    . به چاپ رسـيد    1983مجموعه مدرن براي اولين بار درسال       ادوميان در قالب يك     

وي در اين كتاب به ارائه روش تجزيه جهـت حـل مـسائل              . نيز آخرين اثر خود را منتشر كرد       1994

مقدار اوليه و مرزي با شرايط بسيار پيچيده و همچنين گونه جديـدي از روش تجزيـه خـويش مـي            

.پردازد

بسيار كاراتر از روش قـديمي      � براي حل يك معادله تابعي به كار مي رود         درواقع وقتي اين روش   

روش آدوميان نيز به خوبي همگـرا  �زيرا كه اگر روش تقريب متوالي همگرا شود  .تقريب متوالي است  

در اين پايان نامه بررسي اين روش را براي حل انواع دستگاه هاي معادلات انتگرال ولتـرا          .خواهد شد 

.ئه مي دهيمو فردهلم ارا



 اولفصل
معادلات انتگرال



اولفصل 

�

 معادله انتگرال1-1

 زير علامت انتگرال ظـاهر      x(u( يك معادله انتگرال معادله اي است كه در آن تابع مجهول             :تعريف

لـوم شـود بـه     تابع مجهـولي اسـت و بايـد مع      x(u(يك نمونه از يك معادله انتگرال كه در آن          .مي شود 

:صورت زير است

∫+=
)x(

)x(
.dt)t(u)t,x(k)x(f)x(u β

α
  ( 1-1 )

 حـدود انتگرالگيـري   x(β( و   α)x( هسته معادله انتگـرال ناميـده مـي شـود و             k)t,x(كه در آن    

.تندهس

 در زيرعلامت انتگرال ظاهر شده است و در حالتهاي ديگر   x(u(تابع مجهول يعني    ) 1-1(در معادله   

.ممكن است در خارج از علامت انتگرال هم ظاهر شود

هدف پيـداكردن   .علوم هستند    از قبل م   x(f( و تابع    k)t,x(بايد توجه كرد كه هسته معادله يعني        

براي اين كار روشهاي مختلفي به كار برده مـي          .صدق كند ) 1-1( است كه در رابطه      u)x(تابع مجهول   

.شود

شيمي و مهندسي ظاهر مي      � يژبيولو�معادلات انتگرال در مباحث بسياري از علوم از قبيل فيزيك         

.شوند

.له مقدار اوليه به يك معادله انتگرال بحث خواهيم كردبديل يك مسأدر مثال زير درباره نحوه ت

:له مقدار اوليه زير را در نظر مي گيريم مسأ:1-1مثال 

)x(ux)x(u 2=′ ,x 0≥        ( 1-2 )

:رط اوليه زير صدق مي كند كه در ش

10 =)(u                      ( )1-3

.را مي توان به سادگي با به كار بردن ايده جدا كردن متغيرها حل كرد) 2-1(معادله 



                                                                      معادلات انتگرال

�

:به صورت زير خواهد بود) 3-1(با توجه به شرط ) 2-1(ل جواب معادله ديفرانسي

2xe)x(u = )1-4(

: انتگرال بگيريم خواهيم داشتx تا 0 از xنسبت به ) 2-1(اما اگر از طرفين رابطه 

∫ ∫=′x x ,dt)t(utdt)t(u
0 0

2 )1-5(

:داريم) 3-1(و استفاده از شرط اوليه ) 2-1(و در نتيجه با انتگرال گرفتن از طرفين رابطه 

∫+=
x dt)t(ut)x(u

0
21               ( 1-6 )

يك معادله انتگرال با هسته ) 6-1(در مي يابيم كه ) 1-1(و ) 6-1(از مقايسه طرفين روابط 

t)t,x(k . استx(f(=1 و تابع =2

 اسـت كـه در زيـر        x(u(هدف اصلي ما تعيين تابع مجهـول        ،  شاره شد طوري كه در بالا هم ا     همان

ظاهر شده است و در معادله انتگرال داده        ) 6-1(و معادله خاص    ) 1-1(علامت انتگرال نظير معادله كلي      

ابع زيرا كه ت ـ  . معادلات انتگرال خطي مي گويند    ) 6-1(و  ) 1-1(به معادلات انتگرال    .شده صدق مي كند   

)x(u           اما اگر تابع   .  زير علامت انتگرال به صورت خطي است يعني توان يك دارد)x(u  در زير علامـت 

 آنگـاه معادلـه   �د و غيره تعـويض شـو  x(ue( يا cos)x(u(( يا  u2)x(انتگرال با توابع غيرخطي نظير      

.انتگرال را غيرخطي مي گويند



اولفصل 

�

 تقسيم بندي معادلات انتگرال1-2

متداولترين معادلات انتگرال خطي را مي تـوان بـه دو گـروه معـادلات انتگـرال فـردهلم و معـادلات            

.انتگرال ولترا دسته بندي نمود

: دسته بندي كرداما معادلات انتگرال خطي و غيرخطي را مي توان به پنج نوع

معادلات انتگرال فردهلم-1

معادلات انتگرال ولترا-2

ديفرانسيل-معادلات انتگرال-3

معادلات انتگرال منفرد-4

ولترا-معادلات انتگرال فردهلم-5

:اكنون تعاريف و خواص عمده هر نوع را بررسي مي كنيم

 معادلات انتگرال خطي فردهلم1-2-1

رتيب تتگرال خطي فردهلم كه در آنها حد پايين و بالاي انتگرال گيري به شكل استاندارد معادلات ان

: هستند به صورت زير مي باشدb و aاعداد ثابت 

∫µ+=φ
b

a
,dt)t(u)t,x(k)x(f)x(u)x( ,bt,xa ≤≤           ( 1-7 )

 هـم يـك   µ از قبـل مـشخص هـستند و    x(f( و تـابع  k)t,x(�كه در آن هسته معادله انتگرال  

 در زير علامت انتگرال x(u(زيرا كه تابع مجهول . را خطي مي گويند) 7-1(معادله . پارامتر معلوم است

 كداميك از مقـادير  x(φ(بر حسب اينكه .  است يكu)x(به صورت خطي ظاهر شده است يعني توان      

:زير را انتخاب كند معادلات انتگرال فردهلم خطي به دو دسته تقسيم مي شوند



                                                                      معادلات انتگرال

�

:به معادله زير تبديل مي شود) 7-1( معادله φ)x(≡0زماني كه -1

∫ =µ+
b

a
.dt)t(u)t,x(k)x(f 0             ( 1-8 )

.اين معادله را معادله انتگرال فردهلم نوع اول مي نامند

.به شكل زير در خواهد آمد) 7-1( معادله φ)x(≡1زماني كه -2

∫µ+=
b

a
.dt)t(u)t,x(k)x(f)x(u       ( 1-9 )

.اين معادله را معادله انتگرال فردهلم نوع دوم مي گويند

 معادلات انتگرال خطي ولترا1-2-2

 و حد بالاي انتگرال گيري  عدد ثابت معادلات انتگرال خطي ولترا كه در آنها حد پايينمتعارفيشكل 

:متغير باشد به صورت زير است

∫µ+=φ
x

a
.dt)t(u)t,x(k)x(f)x(u)x(                   ( 1-10 )

. در زير علامت به صورت خطي مي باشدx(u(كه در آن تابع مجهول يعني 

را مي توان به عنوان يك حالت خاص معادلات انتگرال فردهلم در نظر ) 10-1(بايد توجه كرد كه 

];t,x(k(كه هسته گرفت به طوري ]b,ax∈، براي xt . صفر فرض شود<

: به دو گروه دسته بندي كردx(φ(معادلات انتگرال ولترا را مي توان با توجه به مقدار 

: شدبه صورت زير تبديل خواهد) 10-1(معادله �φ)x(≡0در حالتي كه -1

∫ =µ+
x

a
.dt)t(u)t,x(k)x(f 0                  ( 1-11 )

.اين معادله را معادله انتگرال ولتراي نوع اول مي گويند



اولفصل 

�

:به شكل زير در خواهد آمد) 10-1( آنگاه معادله �φ)x(≡1زماني كه -2

∫µ+=
x

a
.dt)t(u)t,x(k)x(f)x(u              ( 1-12 )

.اين معادله را معادله انتگرال ولتراي نوع دوم مي نامند

:ودهاي زير را ارائه نممي توان نتيجه گيري) 12-1(تا ) 7-1 (تبا توجه به معادلا

» ساختمان معادلات فردهلم و ولترا «-1

 بـه طـور خطـي زيـر علامـت      x(u(ت انتگرال ولترا و فردهلم خطي نوع اول تابع مجهول       در معادلا 

.انتگرال ظاهر مي شود

تابع مجهول هم در زير علامت انتگـرال  � نوع دوم  خطي ردهلمفاما در مورد معادلات انتگرال ولترا و        

.شودو هم در خارج از علامت انتگرال به صورت خطي ظاهر مي 

» حدود انتگرال گيري «-2

امـا  . انتگرال گيري روي يك فاصله متناهي با حدود ثابت انجام مي شود            �درمعادلات انتگرال فردهلم  

 حـد بـالاي     معمـولاً در معادلات انتگرال ولترا حداقل يكي از حدود فاصله انتگرال گيري متغيـر اسـت و                 

. مي شودظاهرانتگرال گيري به صورت متغير 

»خاصيت خطي «-3

 در معادله انتگرال ولترا و فردهلم در زير علامت انتگرال با توان يـك ظـاهر مـي            x(u(تابع مجهول   

 معادلات انتگـرال غيـر خطـي    � داشته باشيمx(u(F(( عبارتي مانند u)x(شود اما زماني كه به جاي      

. خواهيم داشتفردهلم و ولترا
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:درزير مثالهايي از معادلات انتگرال غيرخطي آورده شده است

∫µ+=
x

a
.dt)t(u)t,x(k)x(f)x(u 2      ( 1-13 )

∫µ+=
x

a
)t(u dte)t,x(k)x(f)x(u .                      ( 1-14 )

∫µ+=
1

0
.dt))t(usin()t,x(k)x(f)x(u        ( 1-15 )

. آمده استsin(u(t)) و t(u2،)t(ue( به ترتيب u)t(در اين مثالها به جاي 

» ظهور معادلات انتگرال أ منش«-4

 شيمي � فيزيك �ين نكته مهم توجه كرد كه معادلات انتگرال در بسياري از مسائل مهندسي بايد به ا

به كـار   البته معادلات انتگرال به عنوان نمايش جواب معادلات ديفرانسيل هم         . ي ظاهر مي شود   ژو بيولو 

 آنگـاه   له مقدار مـرزي باشـد     ديفرانسيل موردنظر به صورت يك مسأ     به طوري كه اگر معادلات      . مي روند 

يفرانسيل مورد نظـر در قالـب يـك         معادله انتگرالي كه ظاهر مي شود از نوع فردهلم بوده و اگر معادله د             

.له مقدار اوليه باشد آنگاه معادله حاصل يك معادله انتگرال ولترا خواهد بودمسأ

في بـراي   و ايده هاي مختلروش هاله اي ظاهر مي شود   نكه معادله انتگرال از چه نوع مسأ      برحسب اي 

.تعيين جواب معادله انتگرال به كار برده مي شود

» خاصيت همگن بودن «-5

 شـرط   �) 12-1(لـه انتگـرال ولتـراي نـوع دوم          دو معا ) 9-1(اگر در معادله انتگرال فردهلم نوع دوم        

0=)x(f    در غير ايـن صـورت   . آنگاه معادله حاصل را يك معادله انتگرال همگن مي نامند        � برقرار باشد

.معادله مورد نظر را يك معادله انتگرال غيرهمگن مي گويند
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» رفتار تكين معادله انتگرال «-6

يك معادله انتگرال را منفرد مي نامند اگر انتگرال موجود در معادله ناسره باشد ايـن حالـت معمـولاً                   

 هسته معادله در يك يا تعداد بيـشتري  زماني رخ مي دهد كه فاصله انتگرالگيري نامتناهي باشد يا اينكه         

btaنقاط از بازه مورد نظر يعني  . بي كران باشد≥≥

در ضمن دسته ديگري از معادلات مهم كه به هر دو دسته از معادلات انتگرال ولترا و فردهلم مربوط                   

. آنها مي پردازيمديفرانسيل مي باشند كه در قسمت بعد به معرفي- معادلات انتگرال�مي شود

ديفرانسيل- معادلات انتگرال1-2-3

ديفرانـسيل  - درحال مطالعه موضوع رشد جمعيت بود كه بـا معـادلات انتگـرال             1900ولترا در اوايل    

در يـك طـرف زيـر    . در دو طرف ظـاهر مـي شـود         x(u(در اين گونه معادلات تابع مجهول       . مواجه شد 

طرف ديگر به عنوان يك مشتق معمولي نمايان مي شود علامت انتگرال و در 

ديفرانـسيل ظـاهر مـي    -ي در قالب اين نوع معادلات انتگـرال ژتعدادي از پديده ها در فيزيك و بيولو       

البته اين گونه معادلات در هنگام تبديل يك معادله ديفرانسيل به يك معادله انتگرال هـم نمايـان                  .شوند

.مي گردند

:ديفرانسيل آورده شده است-از معادلات انتگرالدر زير چند مثال 

∫ −+−=′′ x ,dt)t(u)tx(x)x(u
0

,)(u,)(u 1000 =′=       ( 1-16 )

∫−−−=′ x ,dt)t(u)xsin()x(u
0

1 ,)(u 10 =       ( 1-17 )

∫+−=′ 1

03
11 ,dt)t(utxx)x(u ,)(u 10 =          ( 1-18 )
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را )18-1(ديفرانـسيل ولتراومعادلـه انتگـرال       -رامعادلات انتگـرال  ) 17-1(و)16-1(معادلات انتگرال   

نتگرالگيـري انجـام شـده      اين تقسيم بندي بر اساس حدود ا      .معادله انتگرال ديفرانسيل فردهلم مي نامند     

.است

 معادلات انتگرال منفرد1-2-4

معادله انتگرال از نوع اول 

∫
β

α
µ=

)x(

)x(
,dt)t(u)t,x(k)x(f           ( 1-19 )

يا از نوع دوم

∫
β

α
µ+=

)x(

)x(
.dt)t(u)t,x(k)x(f)x(u        ( 1-20 )

-1(  بالا يا هر دو حد انتگرالگيري نامتناهي و يا هسته معادلات انتگرال  حدرا كه در آنها حد پايين يا

معادلات انتگـرال   , در يك نقطه يا در نقاط بيشتري از دامنه انتگرالگيري نامتناهي باشد             ) 20-1(و  ) 19

.منفرد مي نامند

معادلات انتگرال منفرد آورده شده است كه علت منفرد بودن آنها نامتناهي بودن در زير چند مثال از 

:بازه انتگرالگيري مربوط مي باشد

∫
∞

−+=
0

62 ,dt)t(u)txsin(x)x(u           ( 1-21 )

∫ ∞−
++=

0

3
1 ,dt)t(u)txcos(x)x(u               ( 1-22 )

∫
∞

∞−
+++= ,dt)t(u)tx(x)x(u

6
11 2          ( 1-23 )

tx در نقطـه     t,x(k(علت منفرد ناميده شدن معـادلات انتگـرال زيـر ايـن اسـت كـه هـسته                    =

.نامتناهي مي شود



اولفصل 

��

∫ −
=

x ,dt)t(u
tx

x
0

2 1              ( 1-24 )

∫ −
=

x ,dt)t(u
)tx(

x
0

1
α ,10 <<α           (25-1)

∫ −
−−=

x ,dt)t(u
tx

x)x(u
0

121            ( 1-26 ) 

را بـه ترتيـب معادلـه انتگـرال آبـل و معادلـه              ) 25-1(و  ) 24-1(معادلات انتگرال شبيه به معادلات      

.انتگرال آبل تعميم يافته مي نامند

.ي شدند بنام آبل معرف1823ي در سال ژاين معادلات انتگرال منفرد ابتدا توسط يك رياضيدان نرو

را معادله انتگرال ولترا نوع دوم منفرد به طور ضعيف مـي            ) 26-1(معادلات انتگرال منفرد مشابه معادله      

 رشـد كريـستالها و      � نظيـر انتقـال گرمـا        �اين گونه معادلات در كاربردهاي مهندسـي و فيزيـك         .نامند

.مكانيك سيالات ظاهر مي شوند

.با طبقه بندي معادلات انتگرال مي پردازيماكنون به بررسي چند مثال براي آشنايي 

 معادله انتگرال زير را از نظر فردهلم يا ولترا بـودن و از لحـاظ خطـي يـا غيرخطـي بـودن و         :1-1مثال  

:همچنين از جنبه همگن يا غيرهمگن بودن دسته بندي كنيد

∫ −+−=
x .dt)t(u)tx(xx)x(u

0
3

6
1             ( 1-27 )

. ست و از نوع دوم هـست       آن است كه معادله ولترا      نشان دهنده  xبا توجه به حد بالاي انتگرال يعني        

.  در زير علامت انتگرال به صورت خطي ظاهر شده است          x(u(معادله خطي مي باشد زيرا تابع مجهول        

به علاوه حضور تابع 
6

3xx)x(f . نشان مي دهد كه معادله غير همگن است=−
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:معادله زير را دسته بندي كنيد:2-1مثال 

∫ −−+=
1

0
2

2
1 .dt)t(u)tx(x)x(u       ( 1-28 )

كـه تـابع   اما از آنجا  .اين معادله يك معادله انتگرال فردهلم است زيرا حدود انتگرالگيري ثابت هستند           

بـا وجـود تـابع     . ظاهر شده است بنابراين معادله غيرخطي اسـت        2مجهول در زير علامت انتگرال با توان        

x)x(f +=
2
.غيرهمگن هم مي باشد) 28-1( خارج از علامت انتگرال معادله 1

: كنيدصنوع معادله زير را مشخ:3-1مثال 

∫+−=′ x ,dt)t(utx)x(u
0

3

3
11 .)(u 00 =           ( 1-29 )

عملگرهاي انتگرال و ديفرانسيل هر دو را دارد و با توجه   ) 29-1(به سادگي ديده مي شود كه معادله        

ديفرانـسيل  -يـك معادلـه انتگـرال   ) 29-1( پس معادله �به اينكه حد بالاي انتگرال هم يك متغير است          

 به طور خطي در معادله ظاهر شده ′x(u( و u)x(به علاوه معادله خطي مي باشد زيرا . باشدولترا مي 

.اند

ولترا- معادلات انتگرال فردهلم1-2-5

:ولتراي خطي مي نامند-اشد را يك معادله انتگرال فردهلممعادله اي كه به شكل زير مي ب

∫ ∫µ+µ+=
b

a

x

a
.dt)t(u)t,x(kdt)t(u)t,x(k)x(f)x(u 2211         ( 1-30 )

:مثال زير يك نمونه از اين معادلات است:4-1مثال 

∫ ∫++−=
1

0 0

xx dt)t(utdt)t(uex)x(u            ( 1-31 )
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 يك تابع   ديفرانسيل روي فاصله انتگرالگيري   -يك جواب يك معادله انتگرال يا معادله انتگرال       :توجه

)x(u   به عبارت ديگر اگر جـواب داده شـده   . كه آن تابع در معادله داده شده صدق كند است به طوري

 و راست معادله با هم برابر شـوند آنگـاه           پدر طرف راست معادله جايگذاري شود و در نتيجه دوطرف چ          

)x(uجواب معادله مي باشد .

xe)x(uنشان دهيد كه :5-1مثال  : يك جواب معادله انتگرال ولترا زير است=

∫+=
x ,dt)t(u)x(u

0
1           ( 1-32 )

xe)x(uبا جايگذاري :حل :داريم) 32-1( در طرف راست معادله =

∫ ===+=+=
x xxtt LHS)x(ue]e[dteRHS

0 011

لـه اي يـا    بسته برحسب توابع مقدماتي نظير يك چندجمشكلگاهي اوقات جواب به صورت    :توجه

همچنـين گـاهي اوقـات بـه شـكل يـك سـري              . ي يا مثلثاتي قابل نمايش است     يك تابع نمايي يا هذلول    

لت هرچه جملات سري بيشتر باشد شود كه در اين حامعمولي كه براي محاسبه تقريبي به كار برده مي  

.دقت نتيجه حاصل بهتر خواهد بود

ديفرانسيل بههاي تبديل معادلات انتگرال و معادلات  روش1-3

يكديگر

 ولترا به معادلات ديفرانسيل معموليانتگرال تبديل معادلات 1-3-1

 ديفرانسيل معادل تبـديل مـي        كه معادلات انتگرال ولترا نوع دوم را به معادلات         روشيدر اين بخش    

.كند ارائه مي شود

∫براي مشتق گرفتن از 
)x(

)x(
dt)t,x(kβ

α
: قاعده لايب نيتز به صورت زير به كار مي رودx نسبت به 


