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ণپاسච໋اری...

با مͽر آمد، نمͬ دست به مهم این رسید. پایان به نیز تحصیل از مرحله این تعالͬ، حق لطف و یاری به

مصلحیان. صال دکتر و رویین دکتر آقایان جناب ارجمندم اساتید هدایت و راهنمایی

خواهند سرمشق و الͽو برایم همواره اساتیدیکه حضور از افتخاریستشایسته، بزرگواران، این شاگردی

بود.

مͬ�نمایم. را قدردانͬ و تشͺر کمال نیز نجفͬ دکتر و میثمͬ دکتر میرزاپور، دکتر آقایان محترم اساتید از

نهایت بی شایسته بزرگوارم، و عزیز مادر و پدر و رسول زندگیم، مهربان همراه دلͽرمͬ�های و حمایت��

نمͬ�گنجد. بیان در که است تقدیر و سپاس

سپاسͽزارم. و ممنون بسیار نیز دوره این طͬ در مهربانم و عزیز دوستان حضور و همراهͬ از

چهار



چͺیده

نتایج، این از استفاده با مͬ�آوریم. دست به عملͽری محدب توابع برای را یͺنوایی خاصیت چند ابتدا

نامساوی�های برای عملͽری توسیع ͷی سپس و نموده تظریف را عملͽری هرمیت-آدامارد نامساوی

عملͽری m−محدب توابع جامع مطالعه به ادامه، در مͬ�دهیم. ارایه هیلبرت فضاهای روی بِن˼ت و آلزِر

پیوسته تابع .J = [٠,∞) یا b ∈ R آن در که J = [٠, b] و m ∈ [٠, ١] کنیم فرض مͬ�پردازیم.

با A,B ∈ B(H ) الحاق خود عملͽرهای ازای به اگر نامیم عملͽری m−محدب را φ : J → R

.φ
(
tA+m(١−t)B

)
≤ tφ(A)+m(١−t)φ(B) باشیم داشته t ∈ [٠, ١] هر و J در طیفمشمول

پیوسته m−محدب توابع برای را ینسن مشهور نامساوی ابتدا m−محدب، توابع مطالعه روند در

تظریف�های مناسب، وزن تابع از استفاده با سپس و داده تعمیم هیلبرت فضای روی عملͽرهای برای

چوی- نامساوی عملͽری، m−تحدب مفهوم معرفͬ با همچنین مͬ�آوریم. دست به را آن از وزن��داری

از عملͽری صورتͬ علاوه، به مͬ�دهیم. توسیع عملͽری m−محدب توابع برای را دیویس-ینسن

m−محدب توابع برای را نامساوی این و داده ارایه m−محدب توابع برای را ینسن-مرسر نامساوی

استفاده با پایان در مͬ�دهیم. تعمیم یͺانͬ مثبت نگاشت�هایخطͬ و پیوسته عملͽرهای میدان عملͽری،

را m−ینسن عملͽری تابعک عملͽری، m−محدب توابع برای ینسن-مرسر عملͽری نامساوی از

مͬ�آوریم. دست به سراسری بالای کران آن برای و کرده تعریف

m−محدب، ینسن، نامساوی نامساویهرمیت-آدامارد، بِن˼ت، نامساوی آلزِر، نامساوی واژه�هایکلیدی:

ینسن-مرسر. نامساوی چوی-دیویس-ینسن، نامساوی وزن، تابع عملͽری، m−محدب

پنج
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پیش�گفتار

عملͽری نامساوی�های به عددی نامساوی�های تعمیم عملͽرها، نظریه در کاربردی مباحث از ͬͺی

صورت به را زیر نامساوی آلزِر ،١٩٩٣ سال در مͬ�باشد.
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دوم، فصل در هستند، نامه پایان این مبنای که اول فصل در قضیه�هایی و تعریف�ها بیان از پس

مͬ�دهیم. توسیع هیلبرت فضای ͷی روی الحاق خود عملͽرهای به را بِن˼ت و آلزِر عددی نامساوی�های

سپس مͬ�آوریم. دست به عملͽری محدب توابع برای یͺنوایی خاصیت چند ابتدا منظور، این برای

در tr تابع تحدب و تقعر از استفاده با نتیجه در و نموده تظریف را هرمیت-آدامار عملͽری نامساوی

مͬ�دهیم. ارایه را نامساوی�ها این عملͽری توسیع ،−١ ≤ r ≤ ٢ بازه

و m−محدب توابع برای را ینسن-مرسر و ینسن نامساوی�های داریم قصد چهارم و سوم فصل�های در

آوریم. دست به عملͽری m−محدب توابع

توآدِر جورج مͬ�گیریم. نظر در J = [٠,∞) یا و b ∈ R آن در که را J = [٠, b] بازه منظور، این برای

نمود: تعریف زیر صورت به را m−محدب توابع ،١٩٨۴ سال در

m−محدب ،t ∈ [٠, ١] هر و x, y ∈ J هر ازای به را φ : J → R تابع mباشد. ∈ [٠, ١] فرضکنیم

هشت



اگر نامیم

φ(tx+m(١− t)y) ≤ tφ(x) +m(١− t)φ(y).

ینسن ͷکلاسی نامساوی سپس مͬ�نماییم. یادآوری را m−محدب توابع ویژگͬ�های ابتدا سوم، فصل در

طیفͬ، قضیه از استفاده با ادامه در و کرده ارایه m−محدب توابع برای را ینسن انتگرالͬ نامساوی و

برای ینسن عملͽری نامساوی از تعمیمͬ که را m−محدب توابع برای ینسن نامساوی عملͽری صورت

مͬ�آوریم دست به زیر صورت به است، محدب توابع

φ
(
m⟨Aξ, ξ⟩

)
≤ m⟨φ(A)ξ, ξ⟩

ξ ∈ H و J در مشمول طیف با الحاق خود عملͽری A ∈ B(H ) m−محدب، تابعͬ φ آن در که

برای عملͽری ینسن نامساوی از وزن�دار تظریفͬ وزن، تابع از استفاده با همچنین مͬ�باشد. یͺه بردار

عملͽری نامساوی چند تابعͬ، حسابان بستن کار به با بعد، بخش در مͬ�دهیم. ارایه m−محدب توابع

برای دیͽری برهان m−محدب، تابع مشتق�پذیری فرض با سپس و داده ارایه m−محدب توابع برای

در را ینسن-مرسر نامساوی سوم، فصل پایانͬ بخش در مͬ�آوریم. دست به ینسن عملͽری نامساوی

مͬ�دهیم. ارایه m−محدب توابع برای عملͽری و انتگرالͬ گسسته، حالت�های

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را عملͽری m−محدب توابع ابتدا چهارم، فصل در

خود عملͽرهای ازای به .J = [٠, b] ،b ∈ R ازای به یا و J = [٠,∞) ،m ∈ [٠, ١] کنیم فرض

را φ : J → R پیوسته تابع ،t ∈ [٠, ١] هر ازای به و J در مشمول طیف با A,B ∈ B(H ) الحاق

اگر گوییم عملͽری m−محدب

φ
(
tA+m(١− t)B

)
≤ tφ(A) +m(١− t)φ(B).

باشد. عملͽری m−محدب ،(−φ) تابع اگر نامیم عملͽری m−مقعر را φ تابع

به توابع از رده این برای را چوی-دیویس-ینسن نامساوی عملͽری، m−محدب تابع تعریف از پس

ینسن- و ینسن نامساوی بوخنر، انتگرال از استفاده با چهارم، فصل پایانͬ بخش در مͬ�آوریم. دست

نه



نامساوی بوخنر انتگرال صورت به توجه با همچنین مͬ�آوریم. دست به عملͽرها میدان برای را مرسر

برای بالا کران ͷی و نموده تعریف m−محدبعملͽری توابع برای را ینسن تابعکm−محدب ینسن،

مͬ�دهیم. ارایه آن

ده



اول فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

بیشتر مͬ�پردازیم. نیازمندیم، آنها به نامه پایان این در که قضایایی و تعاریف بیان به فصل، این در

مͬ�باشند. [٢۴] و [٢٣] ،[١٣] مراجع از برگرفته فصل این مطالب

عملͽری مقدمات ١.١

مͬ�نماییم. بیان را عملͽرها جبر مقدمات بخش این در

طوری به است ∗ : a → a∗ خطͬ مزدوج نگاشت ،A جبر روی برگشت١ ͷی [٢٣] .١.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. ∗−جبر را (A , ∗) زوج .(ab)∗ = b∗a∗ و a∗∗ = a باشیم داشته a, b ∈ A هر ازای به که

اگر همچنین مͬ�نامیم. باناخ ∗−جبر را ∥a∗∥ = ∥a∥ ،a ∈ A نرمͬ خاصیت همراه A ∗−جبر

مͬ�گوییم. ی�ͷدار باناخ ∗−جبر را A آنگاه ،∥١∥ = ١ که طوری به باشد ١ واحد عضو دارای A

١ involution

١



اگر مͬ�نامیم. ∗C−جبر ͷی ،∥a∗a∥ = ∥a∥٢ باشیم داشته a ∈ A هر ازای به که را A باناخ ∗−جبر

.∥١∥ = ١ آنگاه باشد، ١ واحد دارای ∗C−جبری

H١ هیلبرت فضاهای مͬ�دهیم. نشان B(H ) با را H روی کران�دار خطͬ عملͽرهای همه مجموعه

توی به H١ هیلبرت فضای از کران�دار خطͬ عملͽرهای تمام باناخ فضای مͬ�گیریم. نظر در را H٢ و

A ∈ B(H١,H٢) اگر مͬ�دهیم. نشان B(H١,H٢) با عملͽری، نرم همراه به را H٢ هیلبرت فضای

η ∈ H٢ و ξ ∈ H١ ازای به که طوری به است موجود A∗ ∈ B(H٢,H١) فرد به منحصر عضو آنگاه

داریم

⟨A(ξ), η⟩ = ⟨ξ, A∗(η)⟩.

.A∗∗ = A و است خطͬ مزدوج ∗ : A 7→ A∗ نگاشت علاوه به

بین پیوسته خطͬ نگاشت�های H١
A→ H٢

B→ H٣ اگر .∥A∥ = ∥A∗∥ = ∥A∗A∥١/٢ همچنین

.(AB)∗ = B∗A∗ آنگاه باشند، هیلبرت فضاهای

است. A الحاق A∗ آن در که مͬ�باشد ∗ : A 7→ A∗ برگشت تحت ∗C−جبری ،B(H ) بنابراین

در مͬ�دهیم. نمایش IH با را آن تاکید برای شرایط بعضͬ در و داده نشان I با را H بر همانͬ عملͽر

که Mn(C) یعنͬ ماتریس�ها، همه جبر با را B(H ) باشد، n برابر ،H هیلبرت فضای بعد که حالتͬ

مͬ�گیریم. ͬͺی مͬ�باشد، مختلط درایه�های با n× n ماتریس�هایی همه شامل

معادل، طور به یا و A∗ = A اگر مͬ�گوییم الحاق١ خود را A ∈ B(H ) عملͽر [١٣] تعریف٢.١.١.

Bh(H ) با را B(H ) در الحاق خود عملͽرهای همه مجموعه .⟨Aξ, ξ⟩ ∈ R ،ξ ∈ H هر ازای به

را A ∈ B(H١,H٢) عملͽر .A∗A = AA∗ اگر نامیم نرمال٢ را A ∈ B(H ) عملͽر مͬ�دهیم. نشان

١ self-adjoint

٢ normal

٢



A ∈ B(H١,H٢) عملͽر همچنین .AA∗ = IH٢ اگر نامیم طولپا۴ هم A∗Aو = IH١ اگر نامیم طولپا٣

باشد. طولپا هم و طولپا اگر نامیم یͺان۵ͬ را

،ξ ∈ H هر ازای به اگر مͬ�شود نامیده مثبت۶ A ∈ Bh(H ) عملͽر [١٣] .٣.١.١ تعریف

A,B ∈ B(H ) الحاق خود عملͽرهای برای .A ≥ ٠ مͬ�نویسیم حالت این در و ⟨Aξ, ξ⟩ ≥ ٠

اگر مͬ�شود نامیده مثبت٧ اکید طور به A الحاق خود عملͽر .B − A ≥ ٠ اگر ،A ≤ B گوییم

،A > ٠ معادل طور به مͬ�دهیم. نمایش A > ٠ نماد با را آن و A ≥ mI که باشد موجود m > ٠

باشد. معکوس�پذیر A و A ≥ ٠ هرگاه

مͬ�شود تعریف زیر صورت به a عضو هر طیف٨ ،A دار ͷی جبر هر در [٢٣] .۴.١.١ تعریف

sp(a) = {λ ∈ C : نباشد پذیر� معکوس a− λ١}.

است. ناتهͬ و فشرده مجموعه�ای sp(a) آنگاه باشد، مختلط ی�ͷدار باناخ جبر ͷی A اگر

تابعͬ حسابان ٢.١

گلفاند-نیمارک قضیه و طیفͬ نگاشت بیان به و داده شرح را تابعͬ حسابان ابتدا بخش، این در

مͬ�نماییم. بیان را آتͬ فصل�های با مرتبط مهم قضایای ادامه، در مͬ�پردازیم.

را φ : A → B خطͬ نگاشت باشند. دلخواه جبر دو B و A کنیم فرض [٢٣] .١.٢.١ تعریف

٣ isometry

۴ co-isometry

۵ unitary

۶ positive

٧ strictly positive

٨ spectrum

٣



که حالتͬ در مͬ�نامیم. همریخت٩ͬ ͷی ،φ(ab) = φ(a)φ(b) باشیم داشته ،a, b ∈ A هر ازای به که

A اگر علاوه، به .φ(١A ) = ١B اگر گوییم یͺان١٠ͬ را φ همریختͬ باشند، ی�ͷدار جبرهای B و A

حافظ φ ،a ∈ A هر ازای به اگر نامیم، ∗−همریختͬ ͷی را φ آنگاه باشند دلخواه ∗−جبر دو B و

.φ(a∗) = φ(a)∗ یعنͬ باشد الحاق

نگاشت z : sp(a) → C و A ی�ͷدار ∗C−جبر از نرمالͬ عضو a کنید فرض [٢٣] .٢.٢.١ قضیه

وجود φ : C(sp(a)) → A فرد به منحصر و یͺانͬ ∗−همریختͬ ͷی صورت این در باشد. شمول

شده تولید A از جبری ∗C−زیر آن برد و بوده طولپا١١ φ علاوه، به .φ(z) = a که طوری به دارد

مͬ�باشد. a و ١ توسط

نگاشت z : sp(a) → C و A ی�ͷدار ∗C−جبر از نرمالͬ عضو a کنیم فرض [٢٣] .٣.٢.١ تعریف

،φ(z) = a که طوری به را φ : C(sp(a)) → A فرد به منحصر و یͺانͬ ∗−همریختͬ باشد. شمول

مͬ�دهیم. نمایش f(a) با را φ(f) ،f ∈ C(sp(a)) هر ازای به و مͬ�نامیم a نقطه در تابع١ͬ حسابان

است. نرمال f(a) که است ذکر به لازم

و A ی�ͷدار جبر −C∗ از نرمالͬ عضو a کنید فرض طیف٢ͬ) (نگاشت [٢٣] .۴.٢.١ قضیه

صورت این در باشد. f ∈ C(sp(a))

sp(f(a)) = f(sp(a)).

آنگاه ،g ∈ C(sp(f(a))) اگر علاوه، به

(g ◦ f)(a) = g(f(a)).

٩ homomorphism

١٠unital

١١ isometric

١ functional calculus

٢ spectral mapping

۴



آن در که است (H , φ) مانند زوجͬ A ∗C−جبر از نمایش ͷی (نمایش٣) [٢٣] .۵.٢.١ تعریف

است. یͷ∗−همریختͬ φ : A → B(H ) و هیلبرت فضای ͷی H

نمایشͬ دارای A آنگاه باشد ∗C−جبر ͷی A اگر ( گلفاند-نیمارک۴ (قضیه [٢٣] .۶.٢.١ قضیه

مͬ�باشد. ͷی به ͷی

باشد. پیوسته تابع f : J → R و R در ای بازه J کنیم فرض [١٣] .٧.٢.١ تعریف

A,B ∈ Bh(H ) هر و H هیلبرت فضای هر ازای به هرگاه گوییم عملͽری۵ صعودی را f تابع (١)

بازه بر f(t) = −١
t
توابع مثال، طور به .f(A) ≤ f(B) آنگاه A ≤ B اگر ،J در مشمول طیف با

هستند. عملͽری صعودی [٠,∞) بازه بر g(t) =
√
t و (٠,∞)

هر ،H هیلبرت فضای هر ازای به هرگاه گوییم عملͽری٧) (مقعر عملͽری۶ محدب را f تابع (٢)

باشیم داشته λ ∈ [٠, ١] هر و J در مشمول طیف با A,B ∈ Bh(H )

f(λA+ (١− λ)B) ≤ (≥)λf(A) + (١− λ)f(B). (١.١)

عملͽری مقعر تابع ͷی f(t) = log t تابع و عملͽری محدب تابع ͷی f(t) = ١
t
تابع نمونه، عنوان به

A = xI عملͽرهای دادن قرار با ،x, y ∈ J حقیقͬ اعداد ازای به علاوه به مͬ�باشند. (٠,∞) بازه بر

عملͽری محدب توابع که دید مͬ�توان سادگͬ به تابعͬ حسابان بستن کار به و (١.١) در B = yI و

بازه روی f(t) = t٣ تابع مثال طور به عکس. بر نه و مͬ�باشند (مقعر) محدب عملͽری)، (مقعر

نمͬ�باشد. عملͽری محدب که است محدبی تابع [٠,∞)

.X∗AX ≥ ٠ ،X ∈ B(K ,H ) ازایهر به آنگاه ،A ≥ ٠ Aو ∈ B(H ) اگر (١) [١٣] .٨.٢.١ لم

٣ representation

۴ Gelfanf-Naimark

۵ operator monotone

۶ operator convex

٧ operator concave

۵



این در باشد. یͺانͬ عملͽری U ∈ B(K ,H ) و الحاق خود عملͽری A ∈ B(H ) کنید فرض (٢)

،f ∈ C(sp(A)) هر ازای به صورت

f(U∗AU) = U∗f(A)U.

آنگاه ،f ∈ C([٠, ∥A∥٢]) و A ∈ B(K ,H ) اگر (٣)

Af(A∗A) = f(AA∗)A.

،[٠,∞) بازه روی ٠ ≤ r ≤ ١ مقادیر برای f(t) = tr تابع لونر-هاینز١) (قضیه [١٣] .٩.٢.١ قضیه

است. عملͽری صعودی

پایین از و J = [α,∞) بازه روی پیوسته مقدار حقیقͬ تابع f کنید فرض [١٣] .١٠.٢.١ قضیه

شرایط صورت این در .f(t) ≥ m ،t ∈ J هر ازای به که باشد موجود mای ∈ R یعنͬ باشد؛ کران�دار

معادلند: زیر

است. J روی عملͽری مقعر تابع f (١)

است. J روی عملͽری صعودی تابع f (٢)

اگر تنها و اگر است عملͽری صعودی [٠,∞) بازه روی f(t) = tr تابع [١٣] .١١.٢.١ نتیجه

(٠,∞) بازه روی f(t) = tr تابع آنگاه ،−١ ≤ r ≤ ٠ یا ١ ≤ r ≤ ٢ اگر چنین هم .٠ ≤ r ≤ ١

است. عملͽری مقعر آنگاه ٠ ≤ r ≤ ١ اگر و عملͽری محدب

طیفͬ قضیه ٣.١

قضیه امر، این دلیل مͬ�دهند. تشͺیل را عملͽرها از دسته رفتارترین خوش از ͬͺی نرمال عملͽرهای

این در مͬ�دهد. پاسخ را نرمال عملͽرهای مورد در سوالات همه) نه (ولͬ از بسیاری که است طیفͬ

١ Löwner–Heinz

۶



مͬ�پردازیم. طیفͬ قضیه بیان به بخش،

باشد. هیلبرت فضای ͷی H و فشرده و هاسدورف فضای ͷی Ω کنیم فرض [٢٣] .١.٣.١ تعریف

ͷی را B(H ) به متعلق تصاویر کلیه مجموعه توی به Ω بورل مجموعه�های کلیه σ−جبر از E نگاشت

هرگاه گوییم (Ω,H ) به نسبت طیف٢ͬ اندازه

.E(Ω) = I و E(∅) = ٠ :(i)

.E(S١ ∩ S٢) = E(S١)E(S٢) باشیم داشته ،Ω از S٢ و S١ بورل مجموعه زیر دو هر ازای به :(ii)

تابع ،ξ, η ∈ H هر ازای به :(iii)

Eξ,η(S) = ⟨E(S)ξ, η⟩

است. Ω بر منظم و بورل مختلط اندازه ͷی

تمام ∗C−جبر را B∞(Ω) باشد. فشرده و هاسدورف فضای ͷی Ω فرضکنیم [٢٣] تعریف٢.٣.١.

مͬ�نامیم. Ω بر محدود و بورل مختلط توابع

E و هیلبرت فضای ͷی H فشرده، و هاسدورف فضای ͷی Ω کنیم فرض [٢٣] .٣.٣.١ قضیه

روی A کران�دار فرد به منحصر عملͽر f ∈ B∞(Ω) هر ازای به باشد. (Ω,H ) به نسبت طیفͬ اندازه

ξ, η ∈ H هر ازای به که طوری به است موجود H

⟨A(ξ), η⟩ =
∫
Ω

fdEξ,η.

هر ازای به که است ذکر شایان مͬ�گوییم. E به نسبت f انتگرال را آن و داده نمایش
∫
fdE به را A

.
∫
χSdE = E(S) ،S بورل مجموعه

نگاشت و هیلبرت فضای ͷیH فشرده، و هاسدورف فضای ͷی Ω فرضکنید [٢٣] .۴.٣.١ قضیه

E فرد به منحصر طیفͬ اندازه صورت این در باشد. یͺانͬ ∗−همریختͬ ͷی φ : C(Ω) → B(H )

٢ spectral measure

٧



که طوری به است موجود (Ω,H ) به نسبت

φ(f) =

∫
Ω

fdE (f ∈ C(Ω)).

هر ازای به A اگر فقط و اگر مͬ�شود جابجا φ(f) با f ∈ C(Ω) هر ازای به A ∈ B(H ) علاوه، به

شود. جابجا E(S) با Ω از S بورل مجموعه زیر

در باشد. H هیلبرت فضای بر نرمال عملͽر ͷی A کنید فرض طیفͬ) (قضیه [٢٣] .۵.٣.١ قضیه

A =
∫
zdE که طوری به دارد وجود (sp(A),H ) به Eنسبت فرد به منحصر طیفͬ اندازه صورت این

مͬ�باشد. شمول نگاشت z : sp(A) → C آن در که

هر ازای به که آنجا از مͬ�نامیم. A برای واحد١ تجزیه را ۵.٣.١ قضیه در E فرد به منحصر طیفͬ اندازه

داریم f ∈ C(sp(A))

f(A) = φ(f) =

∫
sp(A)

fdE

.f ∈ B∞(sp(A)) آن در که نمود تعریف را f(A) =
∫
fdE مͬ�توان لذا

مثبت کامل طور به و مثبت خطͬ نگاشت�های ۴.١

نامساوی سپس مͬ�نماییم. تعریف را مثبت کامل طور به و مثبت خطͬ نگاشت ابتدا بخش، این در

مͬ�کنیم. بیان را چوی-دیویس-ینسن نامساوی و شوارتز

a∗ = a اگر مͬ�نامیم مثبت را a ∈ A عضو گیریم. مͬ نظر در را A ∗C−جبر [٢٣] تعریف١.۴.١.

.a ≥ ٠ مͬ�نویسیم و sp(a) ⊆ [٠,∞) و

Φ باشد. خطͬ نگاشت Φ : A → B و ∗C−جبر دو B و A کنیم فرض [٣۴] .٢.۴.١ تعریف

١ resolution of the identity

٨



اگر گوییم یͺانͬ را Φ همچنین .B در Φ(a) ≥ ٠ ،A در a ≥ ٠ هر ازای به هرگاه گوییم مثبت را

مͬ�کند. حفظ را الحاق همچنین و است عملͽری ترتیب حافظ مثبت، خطͬ نگاشت .Φ(IA ) = IB

که است ∗C−جبری ͷی خود ،A در مشمول درایه�هایی با n × n ماتریس�های همه جبر که آنجا از

Mn(A ) عضو که ماتریسͬ از درایه هر بر Φ نگاشت اعمال با لذا مͬ�دهیم، نمایش Mn(A ) با را آن

به Mn(A ) از Φ(n) خطͬ نگاشت ترتیب بدین مͬ�شود. نتیجه Mn(B) به متعلق ماتریسͬ مͬ�باشد،

،n طبیعͬ عدد هر ازای به اگر نامیم ٢ مثبت کامل طور به را Φ نگاشت مͬ�آید. دست به Mn(B)

مͬ�باشد. مثبت مثبت، کامل طور به نگاشت هر وضوح به باشد. مثبت Φ(n) نگاشت

ͷی A ،J بازه روی عملͽری محدب تابع f کنید فرض شوارتز) (نامساوی [٨] .٣.۴.١ قضیه

صورت این در باشد. یͺانͬ مثبت کامل طور به خطͬ نگاشت Φ : A → B(K ) و دلخواه جبر −C∗

،J در مشمول طیف با a ∈ A خودالحاق عضو هر ازای به

f(Φ(a)) ≤ Φ(f(a)).

باشد، A بر عملͽر-مقدار مثبت خطͬ نگاشت Φ و جابجایی ∗C−جبر ،A اگر [٣۴] .۴.۴.١ قضیه

است. مثبت کامل طور به خطͬ نگاشت Φ آنگاه

Φ : A → B(H ) و یͷدار ∗C−جبر ،A فرضکنید اسپرینگ١) استین (قضیه [٢۶] .۵.۴.١ قضیه

∗−همریختͬ ،K مانند هیلبرتͬ فضای صورت این در باشد. یͺانͬ مثبت کامل طور به خطͬ نگاشت

ازای به که طوری به است موجود C : H → K طولپایی عملͽر و ρ : A → B(K ) مانند یͺانͬ

،a ∈ A هر

Φ(a) = C∗ρ(a)C.

٢ completely positive

١ Stinespring’s theorem

٩



نگاشت Φ : B(H ) → B(K ) کنید فرض ( چوی-دیویس-ینسن٢ (نامساوی [١٣] .۶.۴.١ قضیه

خودالحاق عملͽر ازایهر اینصورتبه در باشد. J بازه بر محدبعملͽری تابع f و مثبتیͺانͬ خطͬ

،J در مشمول طیف با A ∈ B(H )

f(Φ(A)) ≤ Φ(f(A)).

مͬ�نماییم. تعریف را مقدار برداری انتگرال�های یا بوخنر انتگرال فصل، این پایان در

باشد. دلخواه ∗C−جبر ،A و هاسدورف فشرده موضعͬ فضای T فرضکنیم [١۴] .٧.۴.١ تعریف

به باشد. پیوسته نرم T در t → At نگاشت اگر گوییم پیوسته را A در (At)t∈T عملͽرهای میدان

بوخنر٣ انتگرال مͬ�توان آنگاه باشد، پذیر انتگرال t → ∥At∥نگاشت و T بر رادون اندازه µ اگر علاوه،

Φ خطͬ تابعک هر ازای به که طوری گرفت؛ نظر در است، فرد به منحصر A در که را
∫
T
Atdµ(t)

.Φ
(∫

T
Atdµ(t)

)
=
∫
T
Φ(At)dµ(t) باشیم داشته A از A ∗ نرمͬ دوگان در

میدان این باشد. ∗C−جبرها بین Φt : A → B مثبت خطͬ نگاشت�های میدان (Φt)t∈T کنیم فرض

و ی�ͷدار ∗C−جبرها اگر باشد. پیوسته ،A ∈ A هر ازای به t → Φt(A)نگاشت اگر نامیم پیوسته را

است. یͺانͬ (Φt)t∈T گوییم باشد، IB انتگرال با انتگرال�پذیر t → Φt(IA ) میدان

نامساوی�ها از برخͬ معرفͬ ۵.١

مͬ�پردازیم. هرمیت-آدامار و ینسن-مرسر ینسن، نامساوی�های معرفͬ به بخش این در

٢ Choi-Davis-Jensen

٣ Bochner integral

١٠


