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تشͺر و تقدیر
را دادن ادامه توان و فرمود تحصیل توفیق بنده این به که مͬ�گویم فراوان سپاس را منان خداوند

نکرد. سلب

همچنین مͬ�کنم. قدردانͬ بودند من یاور و مشوق جا همه و همیشه که عزیزم مادر و پدر از ابتدا

خانم دلسوزم راهنمای استاد از همچنین سپاسͽذارم. بود همراه راه این در من با که مهربانم همسر از

برای را راه چراغͬ مانند و آموخت بنده به را کردن اثبات راه اثبات جای به راه این در که توتونیان دکتر

و دارم. را تشͺر کمال بودند نامه پایان این تهیه در مشاورم که سهیلͬ دکتر آقای و ساخت روشن ادامه

گذارم. سپاس شوند نامه پایان این داوری دار عهده و نموده زحمت قبول که گرامͬ داوران از پایان در



پيشͽفتار

معادلات این مͬ�کنند. بازی مهمͬ نقش کنترل نظریه مسائل از بسیاری در جبری ریͺاتͬ معادلات

و ١٠و١٨ و ٢] مͬ�شوند دیͽرمطرح بسیاری و کنترل - H۲ یا H∞ و خطͬ دوم درجه منظم مسائل در

١(CARE ) زمانͬ - پیوسته حالت در مͬ�باشند. زمانͬ - گسسته و زمانͬ - پیوسته فرم دو به که .[٢۵

هستند زیر صورت به شͺلͬ دارای

ATX +XA−XBBTX + CTC = ۰

مͬ�باشند زیر شͺل به ٢(DARE) زمانͬ - گسسته حالت در و

X = ATXA−ATXB(R+BTXB)−۱BTXA+ CTC

فرض همچنین است. R = RT > ۰ و R ∈ Rp×p ،C ∈ Rs×n ،B ∈ Rn×p ،A,X ∈ Rn×n اینجا در

.p ≪ n و s ≪ nو باشند کامل رتبه دارای C و B و وبزرگ تنک ماتریس ͷی A ماتریس که مͬ�کنیم

مانند شده�اند، ارائه جبری ریͺاتͬ معادلات حل برای بسیاری عددی روش�های اخیر دهه�های در

روش�های و [ ٢٠ و ٧ ٢٧و و ٢٣ ] ساختار - شور روش�های و روششور برمبنای محاسباتͬ روش�های

.[۶] لانزوس روش و [ و١٣ ۵ ١٨و ٣و و ١٧ ] نیوتن روش�های و [۴و١۶] ماتریسͬ علامت تابع

کریلف کریلفو زیرفضا�های روی به تصویری روش�های از استفاده با داریم قصد نامه پایان این در

یافته توسعه بلوکͬ آرنولدی و بلوکͬ آرنولدی آرنولدی، فرآیندهای از و بسازیم متعامد یͺا پایه�های بلوکͬ

١Continuous - time algebriac Riccati Equations

٢Discrete - time algebriac Riccati Equations

آ�



گسسته و زمانͬ - پیوسته جبری ریͺاتͬ معادلات برای پایین بعد با تقریبی جواب�های و کنیم استفاده

نمائیم. استخراج زمانͬ -

و تعاریف سپس مͬ�پردازیم جبری ریͺاتͬ معادلات معرفͬ به ابتدا نامه پایان این اول درفصل

حل برای را نیوتن روش و شور روش پایان در و مͬ�کنیم بیان را بعد فصل�های در نیاز مورد قضایای

شده اصلاح آرنولدی و جامع آرنولدی فرآیند دوم فصل در مͬ�دهیم. ارائه جبری ریͺاتͬ معادلات

جبری ریͺاتͬ معادلات برای پایین رتبه با جواب�های آرنولدی فرآیند از استفاده با سپس و معرفͬ را

را بلوکͬ آرنولدی الͽوریتم ابتدا سوم فصل در مͬ�آوریم. دست به زمانͬ - گسسته و زمانͬ - پیوسته

لیاپانوف معادله و جبری ریͺاتͬ معادلات برای تقریبی جواب�های آن از استفاده با سپس مͬ�دهیم ارائه

تقریبی جواب�های یافته توسعه بلوکͬ آرنولدی فرآیند از استفاده با چهارم فصل در مͬ�کنیم. استخراج

در مͬ�آوریم. دست به زمانͬ - گسسته و زمانͬ - پیوسته جبری ریͺاتͬ معادلات برای پایین بعد با

است. شده ارائه الͽوریتم�ها کارایی دادن نشان برای عددی مثال�های فصل هر پایان

ب
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١ فصل

اولیه قضایای و تعاریف

مقدمه ١.١

مطرح کاربردی مسائل از بسیاری در جبری ریͺاتͬ معادلات شد اشاره پیشͽفتار در که همان�طور

مͬ�باشند. زمانͬ - گسسته و زمانͬ - پیوسته فرم دو به و مͬ�شوند

زمانͬ - پیوسته حالت در جبری ریͺاتͬ معادلات برای عددی روش�های بررسͬ به نامه پایان این در

هستند زیر صورت به زمانͬ - پیوسته حالت در که مͬ�پردازیم. زمانͬ - گسسته و

ATX +XA−XBBTX + CTC = ۰ (١.١)

مͬ�باشند زیر شͺل به زمانͬ - گسسته حالت در و

X = ATXA−ATXB(R+BTXB)−۱BTXA+ CTC (٢.١)

فرض همچنین است. R = RT > ۰ و R ∈ Rp×p ،C ∈ Rs×n ،B ∈ Rn×p ،A,X ∈ Rn×n اینجا در

.p ≪ n و s ≪ nو باشند کامل رتبه دارای C و B و وبزرگ تنک ماتریس ͷی A ماتریس که مͬ�کنیم

مͬ�شود مطرح زیر زمانͬ پیوسته خطͬ دوم درجه بهینه کنترلͬ مسألۀ برای (١.١) معادلۀ

Minimize J (x, u) =
۱
۲

∫ ∞

t=۰
(y(t)T y(t) + u(t)Tu(t))dt (٣.١)

١



٢ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

قیدهای با

dx

dt
= Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t), x(۰) = x۰

مͬ�باشد. خروجͬ بردار y(t) ∈ Rp و کنترل بردار u(t) ∈ Rp و بعدی n حالت بردار x(t) آن در که

وجود K مانند ماتریس ͷی (یعنͬ (A,B) ماتریس جفت بودن پذیر پایدار - c شرایط: تحت

آشͺار - c و ( باشند. منفͬ حقیقͬ قسمت دارای A − BK ماتریس ویژه مقادیر طوری�که به دارد

توسط J(x, u) تابعͬ باشد.) پذیر پایدار - c ،(AT , CT ) ماتریس جفت (یعنͬ (C,A) بودن شدنͬ

منحصر متقارن مثبت معین نیمه جواب ͷی X ∈ Rn×n آن در که مͬ�شود مینیمم u(t) = −BTXx(t)

.[٢٨] است (١.١) معادلۀ از (Re(λ(A−BBTX) < ۰) (یعنͬ پذیر پایدار - c و فرد به

- گسسته خطͬ دوم درجه بهینه مسأله برای زمانͬ - گسسته حالت در (٣.١) دوم درجه مسألۀ

مͬ�شود مطرح زیر شͺل به زمانͬ

Minimize J (x, u) =
۱
۲

∞∑
k=۰

(yTk yk + uT
kRuk)

قیدهای با

xk+۱ = Axk +Buk, x(۰) = x۰

yk = Cxk, k = ۰,۱, ...,

است. s بعد دارای خروجͬ بردار y(.) و Rp از کنترل بردار u(.) و n بعد از حالت بردار x(.) آن در که

K ∈ Cn×n مانند ماتریس ͷی (یعنͬ (A,B) ماتریس جفت بودن پایدارپذیر - d شرایط: تحت

d و باشند.) داشته قرار واحد دایره A−BKدرون ماتریس ویژۀ مقادیر که طوری به باشد داشته وجود

مͬ�شود ارائه زیر رابطۀ توسط uk باشد.)، پذیر پایدار - d (AT , CT ) (یعنͬ (C,A) بودن شدنͬ آشͺار -

uk = −(R+BTXB)−۱BTXAxk k = ۰,۱, ...,



٣ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

مقادیر (یعنͬ پذیر پایدار - d و فرد به منحصر متقارن مثبت معین نیمه یͷجواب X ∈ Rn×n آن در که

.[۱۸ [۱۴و است (٢.١) معادلۀ از دارند.) قرار واحد دایرۀ درون A−B(BTXB+R)−۱BTXA ویژۀ

زیر روی بر تصویری روش�های بر مبتنͬ عددی روش�های بررسͬ به داریم قصد نامه پایان این در

گسسته و (١.١) پیوسته حالت در جبری ریͺاتͬ معادلات حل برای بلوکͬ کریلف و کریلف فضاهای

بیان را بعد فصل�های برای نیاز مورد قضایای و تعاریف برخͬ ابتدا فصل این در بپردازیم. (٢.١)

ͷکوچ ابعاد با جبری ریͺاتͬ معادله حل برای مستقیم روش ͷی که را شور روش سپس مͬ�کنیم.

روش�های از حاصل جبری ریͺاتͬ معادلات حل برای روش این از داد. خواهیم ارائه را مͬ�باشد،

فصل این پایان در کرد. خواهیم استفاده بعد فصل�های در مͬ�باشند، ͷکوچ ابعاد دارای که تصویری

کرد. خواهیم ملاحظه (٢.١) و (١.١) معادلات حل برای را نیوتن تکراری روش

قضایا و تعاریف ٢.١

- m فضای زیر دو L و K و n× n حقیقͬ ماتریس ͷی A کنید فرض تصویری: روش .١.١ تعريف

ͷی که است فرآیندی ͷی L بر متعامد و K فضای زیر روی بر تصویری روش ͷی باشند. Rn از بعدی

.b−Ax۱ ⊥ L و x۱ ∈ K که طوری به مͬ�کند پیدا Ax = b خطͬ دستگاه برای را x۱ تقریبی جواب

آن�گاه باشند، p× q ماتریس ͷی B و m× n ماتریس ͷی A کنید فرض کرونکر: ضرب .٢.١ تعريف

مͬ�شود تعریف زیر صورت به B و A ماتریس دو کرونکر ضرب

A⊗B = [ ai,jB ] =


a۱۱B a۱۲B · · · a۱nB

... ... · · ·
...

am۱B am۲B · · · amnB



به J ماتریس ͷی هرگاه است هامیلتونͬ ماتریس ͷی A ،۲n × ۲n حقیقͬ ماتریس .٣.١ تعريف

صورت



۴ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

J =

 ۰ In

−In ۰



که طوری به باشد داشته وجود

(JA)T = JA

سمت باز نیمه در A ویژۀ مقادیر هرگاه مͬ�شود نامیده پایدار١ - c ،Aبعدی n×nماتریس تعريف١.۴.

باشد، λ = a+ ib صورت به A ماتریس ویژۀ مقدار λ اگر یعنͬ باشند، داشته قرار مختلط صفحۀ چپ

ρ(A) < ۱ هرگاه �نامیم پایدار٢ - d را A بعدی n × n وماتریس .b ∈ (−∞,∞) و a ∈ (−∞, ۰) آن�گاه

.ρ(A) = maxn
i=۱ | λi(A)| که

K ∈ Cn×n یͷماتریسمانند هرگاه مͬ�شود نامیده پایدارپذیر٣ - c ،(A,B)جفتماتریس تعريف١.۵.

باشد. پایدار - c ،A−BK ماتریس که طوری به باشد داشته وجود

،(BT , AT ماتریس( جفت هرگاه مͬ�شود نامیده شدن۴ͬ آشͺار - c ،(A,B)ماتریس جفت تعريف١.۶.

باشد. پایدارپذیر - c

K ∈ مانند ماتریس ͷی هرگاه مͬ�شود نامیده پایدارپذیر۵ - d ،(A,B) ماتریس جفت .٧.١ تعريف

باشد. پایدار - d ،A−BK ماتریس که طوری به باشد داشته وجود Cn×n

،(BT , AT ماتریس( جفت هرگاه مͬ�شود نامیده شدن۶ͬ آشͺار - d ،(A,B)ماتریس جفت تعريف٨.١.

باشد. پایدارپذیر - d

١c- Stable

٢d - Stable

٣c - Stablizable

۴c - detectable

۵d - Stablizable

۶d - detectable



۵ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

Mn,s به را n× s بعد دارای مستطیلͬ ماتریس��های از R میدان روی برداری فضای نامه پایان این در

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را داخلͬ ضرب Mn,s در Y و X ماتریس�های برای مͬ�دهیم. نشان

< X,Y >F= tr(XTY )

A۲ و A۱ ماتریس دو بین جداسازی همچنین مͬ�دهد. نمایش را Z مربعͬ ماتریس اثر tr(Z) آن در که

مͬ�شود تعریف زیر صورت به p× p بعد و m×m بعد با

sepF (A۱, A۲) = min∥X∥F=۱ ∥ A۱X −XA۲ ∥F

تکین جمله�ای چند ،v بردار مینیمال جمله�ای چند باشد بعدی n بردار ͷی v کنید فرض .٩.١ تعريف

نامیده v درجه جمله�ای چند این درجه .P (A)v = ۰ که به�طوری است درجه ترین پایین از مخالفصفر

مͬ�شود. داده نمایش grad(v) به و مͬ�شود

شده تولید فضای زیر باشند. n× n ماتریس ͷی A و بعدی n بردار ͷی v کنید فرض .١٠.١ تعريف

مͬ�شود نامیده کریلف فضای زیر ͷی زیر صورت به

Kk(A, v) = span {v,Av, ..., Ak−۱v}.

که مͬ�باشد معنا این به Z ∈ Kk(A, v) که کنید توجه

Z =
∑k−۱

i=۰ αiA
iv, αi ∈ R, i = ۰,۱, ..., k − ۱

بزرگتر A به نسبت v بردار µ درجه اگر فقط و اگر است m بعد از Km کریلف فضای زیر .١.١ قضيه

یعنͬ باشد، m مساوی یا

dim(Km) = m ⇐⇒ grad(v) ≥ m.

شود. ملاحظه [ ٢٣] مرجع اثبات.

،L۱ آن در که باشد PL۱ − L۲P = G − PHP خطͬ غیر معادله جواب P کنید فرض .٢.١ قضيه

این�صورت در .η =∥ H ∥ و γ =∥ G ∥ کنید فرض هستند. بعدی n× n ماتریس�های P و H ،G ،L۲

آن در که ηγ

δ۲
<

۱
۴
و ( است. X ماتریس طیف دهنده نشان σ(X) (که σ(L۱) ∩ σ(L۲) = ∅ اگر

δ = sep(L۱, L۲)



۶ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

داریم آن�گاه

∥ P ∥≤ ۲γ

δ +
√
δ۲ − ۴γη

< ۲
γ

δ
.

شود. ملاحظه [٢۵ ] مرجع ۵ فصل از ٢.١ قضیه اثبات.

Q ∈ Rn×n متعامد ماتریس ͷی آن�گاه ،A ∈ Rn×n کنید فرض حقیقͬ)٧ شور (شͺل .١١.١ تعريف

طوری�که به دارد وجود

QTAQ =



R۱۱ R۱۲ . . . R۱m

۰ R۲۲ . . . R۲m

... ... . . . ...

۰ ۰ . . . Rmm



است. مزدوج مختلط ویژۀ مقادیر شامل ۲× ۲ یا ۱ × ۱ ماتریس ͷی Rii هر آن در که

مͬ�دهیم. ارائه جبری ریͺاتͬ معادلات حل برای را شور٨ روش ادامه در

روششور ٣.١

CARE حل برای روششور ١.٣.١

داشت خواهیم صورت این در ،H = CTC و G = BBT مͬ�دهیم قرار (١.١ ) معادلۀ حل برای

ATX +XA−XGX +H = ۰ (۴.١)

هستند. متقارن و مثبت معین نیمه ماتریس�های G و H هستند. Rn×n در ماتریس�ها همۀ آن در که

آشͺار - c ،(C,A) ماتریس وجفت باشد پذیر پایدار - c ،(A,B) ماتریس جفت که مͬ�کنیم فرض

البته .[٢۶] دارد فرد به منحصر مثبت معین نیمه جواب ͷی (۴.١) فرض�ها این تحت باشد. شدنͬ

٧Real Schur Form

٨Schur method



٧ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

محاسبه را مثبت معین نیمه جواب زیر روش ولیͺن دارد وجود (۴.١) برای نیز دیͽری زیاد جواب�های

مͬ�کند.

مͬ�گیریم نظر در را زیر هامیلتونͬ ماتریس حال

Z =

 A −G

−H −AT

 ∈ R۲n×۲n

یͷماتریس مͬ�توانیم بنابراین .[٢٨] محضندارد موهومͬ ویژه مقدار Zماتریس فوق تحتفرض�های

که به�طوری بیابیم را U ∈ R۲n×۲n مانند متعامد یͺا تبدیل

UTZU = S =

S۱۱ S۱۲

۰ S۲۲



مرتب طوری را S ماتریس مͬ�توان بعلاوه .Sij ∈ Rn×n و باشد Z ماتریس (RSF) حقیقͬ شور شͺل

باشند. مثبت S۲۲ طیف حقیقͬ قسمت�های و باشند منفͬ S۱۱ طیف حقیقͬ قسمت�های که کرد

کرد افراز زیر n× n بلوک چهار �صورت رابه U توان مͬ آن با متناسب

U =

U۱۱ U۱۲

U۲۱ U۲۲


داریم را زیر قضیه سپس و

داریم فوق فرض�های و نمادگذاری تحت .٣.١ قضيه

است. (۴.١) معادلۀ جواب X = U۲۱U
−۱
۱۱ و است پذیر معکوس U۱۱ .١

.σ(S۱۱) = σ(A−GX) .٢

X = XT .٣

است. مثبت معین نیمه X .۴

شود. ملاحظه [١٩] مرجع اثبات.



٨ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

همچنین است. (١.١) از متقارن مثبت معین نیمه یͷجواب X = U۲۱U
−۱
۱۱ ،٣.١ قضیه به توجه با

.σ(S۱۱) = σ(A−GX) مͬ�کنیم ملاحظه قضیه به باتوجه

DARE حل برای روششور ٢.٣.١

در زیر صورت به (٢.١) جبری ریͺاتͬ معادله H = CTC دادن قرار با زمانͬ - گسسته حالت در

مͬ�آید

X = ATXA−ATXB(R+BTXB)−۱BTXA+H (۵.١)

شدنͬ آشͺار - d ،(C,A) ماتریس جفت و پایدارپذیر - d ،(A,B) ماتریس جفت که مͬ�کنیم فرض

منحصر مثبت معین نیمه جواب ͷی (۵.١) فرض�ها این تحت باشد. پذیر معکوس A همچنین باشد

.[١٨ و ٩] دارد فرد به

بͽیرید نظر در زیر صورت به را Z ماتریس G = BR−۱BT قراردادن با

Z =

A+GA−TH −GA−T

−A−TH −AT



[١٨ و ١۴] گیرند نمͬ قرار واحد دایره روی Z ماتریس ویژۀ مقادیر فوق فرض�های با صورت این در

که به�طوری بیابیم را U ∈ R۲n×۲n مانند متعامد یͺا ماتریس ͷی مͬ�توانیم و

UTZU = S =

S۱۱ S۱۲

۰ S۲۲



مرتب طوری را S ماتریس مͬ�توان بعلاوه .Sij ∈ Rn×n و باشد Z ماتریس (RSF) حقیقͬ شور شͺل

مجدداً و گیرد قرار واحد دایره بیرون S۲۲ ماتریس وطیف واحد دایره درون S۱۱ ماتریس طیف که کرد

داریم را زیر قضیه کرد. افراز آن با متناسب را U

داریم فوق فرض�های و شرایط تحت .۴.١ قضيه



٩ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

است. (٢.١ ) معادله جواب X = U۲۱U
−۱
۱۱ و است پذیر معکوس U۱۱ .١

σ(S۱۱) = σ(A−B(R+BTXB)−۱BTXA) .٢

.X = XT .٣

است. مثبت معین نیمه X .۴

شود. ملاحظه [١٩] مرجع اثبات.

مثبت معین نیمه جواب ͷی و مͬ�کند حل را (٢.١) معادله X = U۲۱U
−۱
۱۱ ،۴.١ قضیه به توجه با

است. متقارن

نیوتن روش ۴.١

دهیم. ارائه جبری ریͺاتͬ معادله حل برای را نیوتن روش داریم قصد بخش این در

CARE برای نیوتن روش ١.۴.١

نیوتن روش مͬ�توان که است X نامعلوم ماتریس برای دوم درجه ماتریسͬ معادله ͷی (١.١) معادله

ماتریس جفت و باشد پذیر پایدار - c ،(A,B) ماتریس جفت که مͬ�کنیم فرض کاربرد. به آن برای را

متقارن مثبت معین نیمه پایدارپذیر - cجواب (١.١) فرض�ها این تحت باشد شدنͬ آشͺار - c ،(C,A)

خطای صورت این در باشد. X برای متقارن اولیه حدس ͷی X۰ کنید فرض .[٨] دارد فرد منحصربه

است. نوع همان از CARE معادله ͷی نیز P = X −X۰

تقریب ͷی X۰ ∈ Rn×n کنید فرض و باشد (١.١) از متقارن جواب ͷی X کنید فرض .۵.١ قضيه

مͬ�کند. صدق زیر CARE معادله در P = X −X۰ آن�گاه باشد. (١.١) X از متقارن

R(X۰) + PÂ+ ÂTP − PTBBTP = ۰. (۶.١)

.R(X۰) = X۰A+ATX۰ −X۰BBTX۰ + CTC و Â = A−BBTX۰ آن در که

شود. ملاحظه [٢١] مرجع اثبات.



١٠ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

از کردن نظر صرف با پس است. ͷکوچP بنابراین باشد X به ͷنزدی تقریب ͷی X۰ کنید فرض

متقارن جواب که کنید فرض .R(X۰) + PÂ + ÂTP ≈ ۰ مͬ�آوریم دست به P در دوم درجه عبارت

شده به�هنگام تقریب که طوری به باشد P برای خوب تقریب ͷی R(X۰) + P̂ Â+ ÂT P̂ = ۰ معادله P̂

از کوچͺتر P̂ = X −X۱ خطای X۱ برای نتیجه در باشد. �ͷنزدی X۰ از بیشتر X به X۱ = X۰ + P̂

برای نیوتن روش ایده این کنیم. تکرار X۰ بجای X۱ با را فرآیند این مͬ�توانیم و بود خواهد P خطای

است. شده خلاصه زیر الͽوریتم در که است زمانͬ - پیوسته جبری ریͺاتͬ معادله حل

Algorithm 1.1.Newton Method for the CARE.
1. Input: Matrices A, B, C and a symmetric guess X0 ∈ Rn×n.

2. Approximation to a symmetric solution X of (1.1)
For k = 0, 1, 2, ... until stopping criterion staisfied

Set Rk := R(Xk) = XkA+ATXK −XkBBTXk + CTC,
Ak := A−BBTXk

Solve for Pk in the equation:
Rk + PkAk +AT

k P = 0.

Update Xk+1 := Xk + Pk

End For.

باشد پذیر پایدار - c ،A−BBTX۰ که شود انتخاب طوری X۰ اگر که است شده داده نشان [١٧] در

است. دوم درجه همͽرایی و مͬ�شود همͽرا (١.١) از X پذیر پایدار - cمطلوب جواب به تکرار آن�گاه

همͽرایی گام اولین از بعد و مͬ�باشند منفͬ حقیقͬ قسمت دارای A−BBTXk ویژه مقادیر گام هر در

.[١٧] است یͺنوا

روش ͷی است. لیاپانوف معادله ͷی Rk + PkAk + AT
k P = ۰ معادله فوق الͽوریتم دوم گام در

است. شده ارائه ٣ فصل در معادله این حل برای

DARE برای نیوتن روش ٢.۴.١

فرض آوریم. دست به (٢.١) معادله برای جوابی نیوتن روش از استفاده با داریم قصد بخش این در

همچنین باشد شدنͬ آشͺار - d ،(C,A)جفتماتریس و پایدارپذیر - d ،(A,B)جفتماتریس که کنید



١١ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

منحصر مثبت معین نیمه جواب ͷی ۴.١ قضیه طبق (٢.١) فرض�ها این تحت باشد. پذیر معکوس A

.[٩] دارد پذیر پایدار - d متقارن فرد به

خطای زیر قضیه طبق بر صورت این در باشد. X برای متقارن اولیه حدس ͷی X۰ کنید فرض

است. DARE معادله ͷی جواب ͷی نیز P = X −X۰

تقریب ͷی X۰ ∈ Rn×n کنید فرض و باشد (٢.١) از متقارن جواب ͷی X کنید فرض .۶.١ قضيه

P = X−X۰ آن�گاه نباشند. متعامد I+PBR̂−۱BT و R̂ = BTPB+R اگر باشد. (٢.١) X از متقارن

مͬ�کند. صدق زیر DARE معادله در

R(X۰) + ÂP ÂT − P + ÂPB(BTPB + R̂)−۱BTPÂ = ۰. (٧.١)

R(X۰) = ATX۰A − ATX۰B(BTX۰B + R)−۱BTX۰A + و Â = A(I − BR̂−۱BTX۰) آن در که

.CTC −X۰

شود. ملاحظه [٢١] مرجع ٧ فصل از ٢ قضیه اثبات.

است. ͷکوچP بنابراین باشد X به ͷنزدی تقریب ͷیX۰ فرضکنید زمانͬ - پیوسته حالت مشابه

.R(X۰) + ÂP ÂT − P ≈ ۰ آوریم دست به و کرد نظر صرف P در دوم درجه عبارت از مͬ�توان پس

تقریب ͷی R(X۰)+ ÂP̂ ÂT − P̂ = ۰ زمانͬ - لیاپانوفگسسته معادله P̂ متقارن جواب که فرضکنید

باشد. ͷنزدی X۰ از بیشتر X به X۱ = X۰ + P̂ شده به�هنگام تقریب که طوری به باشد P برای مناسب

تکرار با را فرآیند مͬ�توان و بود خواهد P خطای از کوچͺتر P̂ = X −X۱ خطای X۱ برای نتیجه در

است. شده توصیف زیر صورت به DARE معادله حل برای نیوتن الͽوریتم داد. ادامه X۰ به�جای X۱

Algorithm 1.2. Newton Method for the DARE.

1. Input: Matrices A, B, C and a symmetric guess X0 ∈ Rn×n.

2. Approximation to a symmetric solution X of (2.1)
For k = 0, 1, 2, ... until stopping criterion staisfied

Set Rk := R(Xk) = ATXkA−ATXkB(BTXkB +R)−1BTXkA+ CTC −Xk,
Ak := A−B(BTXkB +R)−1BTXkA

Solve for Pk in the equation:
AT

k PkAk − P +Rk = 0.



١٢ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

Update Xk+1 := Xk + Pk

End For.

فصل در R(X۰) + ÂP ÂT − P = ۰ زمانͬ - گسسته لیاپانوف معادله برای حل روش ͷی .١.١ تذکر

است. شده ارائه ٣

- d مطلوب جواب به تکرارها آن�گاه باشد برای(٢.١) پذیر پایدار - d اولیه حدس ͷی X۰ اگر

.[١٨] است دوم درجه همͽرایی و مͬ�شود همͽرا (٢.١) از X پذیر پایدار



٢ فصل

آرنولدی الͽوریتم

سپسجواب�های مͬ��کنیم، معرفͬ را شده اصلاح آرنولدی و جامع آرنولدی فرآیند ابتدا فصل این در

فرآیند از استفاده با زمانͬ - گسسته و زمانͬ - پیوسته جبری ریͺاتͬ معادلات برای پایین رتبه با تقریبی

مͬ�دهیم. ارائه شده اصلاح آرنولدی

جامع آرنولدی فرآیند ١.٢

برای A مینیمال جمله�ای چند که مͬ�کنیم یادآوری باشد n× s مستطیلͬ ماتریس ͷی V کنید فرض

.P (A)V = ۰ که به�طوری است درجه ترین پایین از صفر مخالف تکین جمله�ای چند ،V ∈ Mn,s ،V

مͬ�شود. داده نمایش grad(V) به و مͬ�شود نامیده V درجه جمله�ای چند این درجه

برای tr(VT
i Vj) = ۰ (یعنͬ Vm ، . . . ،V۲ ،V۱ متعامد، یͺا - F پایه ͷی جامع آرنولدی الͽوریتم

Km(A, V ) = کریلف فضای زیر از (i = ۱,۲, ...,m برای tr(VT
i Vi) = ۱ و i, j = ۱,۲, ...,m ،i ̸= j

است. زیر صورت به الͽوریتم مͬ�سازد. را span{V,AV, ..., Am−۱V }

Algorithm 2.1. Global Arnoldi Algorithm.

1. Choose an n× s matrix V1 such that ∥ V1 ∥F = 1.

2. For j = 1, ...,m

١٣


