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چͺیده

هر ازای به هرگاه گوییم تاب از آزاد نرمال طور به را I ایده�آل ،R جابجایی و نوتری حلقه در

مطالعه برای بازگشتͬ روش ͷی نامه پایان این در .Ass(R/I t) = Ass(R/I) ، t ≥ ١

آن از استفاده با و مͬ�دهیم ارائه تاب، از آزاد نرمال طور به مربع از آزاد جمله�ای تک ایده�آلهای

تاب از آزاد مینیمال طور به که باشد مربع از آزاد تکجمله�ای ایده�آل ͷی I اگر که مͬ�دهیم نشان

خواهد بزرگتر β١(H) از است محاطͬ اول ایده�آل دارای که آن، توان کوچͺترین آنگاه نیست

نشان بعلاوه مͬ�باشد. آن جورسازی عدد β١(H) و I ایده�آل به وابسته Hابرگراف آن در که بود

ایده�آل دارای I t ،t = βازای١+١ به آنگاه نکند صدق بسته�بندی خاصیت در I اگر مͬ�شود داده

مجموعه آنگاه باشد گراف ͷی یالͬ ایده�آل I اگر مͬ�شود ثابت نهایت در است. محاطͬ اول

مͬ�باشند. صعودی زنجیر ͷی ،I توانهای به وابسته اول ایده�آلهای

کامل. جورسازی یالͬ، ایده�آل تاب، از آزاد نرمال طور به ایده�آل وابسته، اول كلیدی: كلمات

خ



پیشͽفتار

دلخواه، ایده�آل ͷی توانهای وابسته اول ایده�آلهای مجموعه که است داده نشان [٣] در برادمن١

موری٣ ٢و چن همچنین مͬ�باشند. ایستا t بزرگ کافͬ قدر به مقادیر برای Ass(R/I t) یعنͬ

مطالعات این بر علاوه کرده�اند. ارائه فوق مجموعه�های ایستایی برای پایینͬ کرانهای ، [۴] در

صورت مͬ�شوند، واقع ایستا مجموعه�های در محاطͬ اول ایده�آلهای کدام اینکه مورد در زیادی

. [١٠] و [٩] ، [۴] به کنید رجوع است. گرفته

درصورتیͺه .Ass(R/I) = Min(I) ،I مربع از آزاد جمله�ای تک ایده�آل ͷی برای که مͬ�دانیم

پایان دراین هستند. محاطͬ اول ایده�آلهای دارای مربع از آزاد جمله�ای تک ایده�آل ͷی توانهای

مͬ�پردازیم. مربع از آزاد جمله�ای تک ایده�آلهای توانهای و محاطͬ اول ایده�آلهای بررسͬ به نامه

توانهای وابسته اول ایده�آل بعنوان ماکسیمال همͽن ایده�آل چͽونه که مͬ�کنیم بررسͬ همچنین

خواص از Ass(R/I t) پیرامون شده مطرح مسائل اثبات برای چون مͬ�شود. مطرح ایده�آل ͷی

رفته بͺار روشهای و تکنیͺها بͺار�گیری اهمیت نشان�دهنده امر این لذا مͬ�شود، استفاده گرافها

مͬ�باشد. ترکیبیاتͬ جبر و جابجایی جبر شاخه دو در

اگر وفقط اگر است بخشͬ دو گراف ͷی که داده�اند نشان [٢٣] در همͺارانش و ویلاریل۴

١Brodmann
٢Chen
٣Morey
۴Villarreal

د



ذ مطالب فهرست

ایده�آل، آن توانهای دیͽر، عبارت به باشد، تاب از آزاد نرمال طور به آن، به مربوط یالͬ ایده�آل

به وابسته یالͬ ایده�آل توانهای که داده�اند نشان آنها همچنین نباشند. محاطͬ اول ایده�آل دارای

مͬ�باشند. محاطͬ اول ایده�آلهای دارای فرد، دور شامل گرافهای

مͬ�شوند. بیان نیازمندیم، آنها به بعدی فصلهای در که اولیه مفاهیم و تعاریف اول فصل در

تعریف ضمن و داده قرار بررسͬ مورد را ایده�آل ͷی توانهای محاطͬ اول ایده�آلهای دوم فصل در

وابسته اول ایده�آلهای بین ͷی به ͷی تناظر ͷی آن، به مربوط مفاهیم از استفاده با قطبی�سازی،

مͬ�دهیم نشان و بدستمͬ�آوریم توانها، آن قطبیشده وابسته اول ایده�آلهای و یͷایده�آل توانهای

است. وابسته اول ایده�آل ͷی ماکسیمال، همͽن ایده�آ�ل شرایطͬ، چه تحت که

است. شده تنظیم [١۶] و [١٢] مقاله�های اساس بر نامه پایان این



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف

جابجایی جبر ١.١

این سراسر در مͬ�کنیم. بیان را آتͬ فصل�های در رفته بͺار اولیه تعاریف و مفاهیم فصل این در

هستند. جابجایی و یͺدار حلقه�ها تمام نامه پایان

قسمت خارج یا تقسیم حاصل باشند. R حلقه از ایده�آلهایی J و I کنید فرض .١.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت (I :R J)

(I :R J) = {a ∈ R | aJ ⊆ I}.

و I ⊆ p هرگاه مͬ�نامند I ایده�آل مینیمال اول ایده�آل را R حلقه از p اول ایده�آل .٢.١ تعریف

ایده�آلهای باشد ناصفر R اگر .I ⊆ p
′ ⊆ p بطوریͺه نباشد موجود R از p′ مانند اولͬ ایده�آل

تمام مجموعه مͬ�نامند. R حلقه مینیمال اول ایده�آلهای را R حلقه صفر ایده�آل مینیمال اول

مͬ�دهیم. نشان Min(I) نماد با را I ایده�آل مینیمال اول ایده�آلهای

١



٢ مقدماتͬ تعاریف .١ فصل

ایده�آل را Q ایده�آل باشد. آن از واقعͬ ایده�آل ͷی Q و حلقه ͷی R کنید فرض .٣.١ تعریف

ازای به یا a ∈ Q آنگاه ab ∈ Q اگر a, b ∈ R عناصر ازای به هرگاه مͬ�نامند R حلقه اولیه

در که است R اول ایده�آل p :=
√
Q آنگاه باشد R اولیه ایده�آل Q اگر .bn ∈ Q ،N از ای n

گویند. R اولیه −p ایده�آل را Qاین�صورت

،R حلقه از I ایده�آل باشد. آن از واقعͬ ایده�آل ͷی I و حلقه ͷی R کنید فرض .۴.١ تعریف

اولیه −pi ایده�آلهای از متناهͬ تعداد اشتراک به�صورت آنرا بتوان هرگاه است اولیه تجزیه دارای

باشد: برقرار زیر شرط دو هرگاه گویند مینیمال را تجزیه این نوشت. I = Q١∩ . . .∩Qn مانند

باشند؛ R در متمایز اول ایده�آلهای
√
Qn, . . . ,

√
Q١ (١

.
n∩

i=١
i̸=j

Qi * Qj ، j = ١, . . . , n ازای به (٢

مینیمال تجزیه از آمده بدست اول ایده�آلهای از متشͺل {p١, . . . , pn} عه مجمو .۵.١ تذکر

است. I تجزیه از مستقل ،I ایده�آل

،i = ١, . . . , n ازای به و بوده R حلقه از تجزیه�پذیری ایده�آل I فرض�کنید .۶.١ تعریف

{p١, . . . , pn} مجموعه این�صورت در باشد. I مینیمال اولیه تجزیه ،I =
n∩

i=١
Qi و pi =

√
Qi

مͬ�دهند. نمایش assR I یا ass I نماد با آنرا و نامیده I به وابسته اول ایده�آلهای مجموعه را

مͬ�نامند. I به وابسته اول ایده�آلهای را ass I عضوهای

این�صورت در . p ∈ Spec(R) و Rبوده حلقه از تجزیه�پذیری ایده�آل I فرض�کنید .٧.١ قضیه

بنابراین باشد. assI مجموعه در مینیمال عضوی p اگر تنها و اگر است I مینیمال اول ایده�آل p



٣ مقدماتͬ تعاریف .١ فصل

I مینیمال اول ایده�آلهای تعداد لذا دارد. تعلق assI مجموعه به I مینیمال اول ایده�آلهای تمام

. Min(I) ⊆ assI و بوده متناهͬ

شود. مراجعه ٢۴.۴ قضیه [٢٢] مرجع به برهان.

ایده�آلͬ I اگر باشد. R حلقه از ایده�آل ͷی I و حلقه ͷی R فرض�کنید .٨.١ اصطلاحات

ͷی است. اول ایده�آل نوع دو دارای assI مجموعه ، ٧.١ قضیه طبق آنگاه باشد، تجزیه�پذیر

I مینیمال اول ایده�آلهای همان که هستند assI مجموعه مینیمال عناصر ایده�آلها این از نوع

را assI مجموعه ایده�آلهای سایر مͬ�نامند. I ایده�آل ١ منفرد اول ایده�آلهای را آنها و مͬ�باشند

مͬ�نامند. I ٢ محاطͬ اول ایده�آلهای

هستند. تجزیه�پذیر واقعͬ ایده�آلهای همه نوتری حلقه�های در .٩.١ قضیه

شود. مراجعه ١١.٧ گزاره [١] مرجع به برهان.

وابسته اول ایده�آل هر باشد. R از سره ایده�آل I و نوتری حلقه ͷی R فرض�کنید .١٠.١ گزاره

.a ∈ R− {٠} آن در که نوشت p = (I :R a)به�صورت مͬ�توان را p مانند I به

شود. مراجعه ١٧.٧ گزاره [١] مرجع به برهان.

.p ∈ Spec(R) و باشد R از سره ایده�آل I و نوتری حلقه ͷی R فرض�کنید .١١.١ قضیه

؛ p = (I :R a) بطوریͺه باشد موجود a ∈ R اگر فقط و اگر p ∈ assI این�صورت در
١Isolated prime ideals
٢Embedded prime ideals



۴ مقدماتͬ تعاریف .١ فصل

بطوریͺه باشد موجود b + I ∈ R

I
مانند عضوی اگر فقط و اگر p ∈ assI دیͽر عبارت به

.p = (٠ :R b+ I)

شود. مراجعه ٢٢.٨ قضیه [٢٢] مرجع به برهان.

p اول ایده�آل .p ∈ Spec(R) و نوتریRبوده حلقه روی Mمدولͬ فرض�کنید تعریف١٢.١.

بطوریͺه باشد Mموجود mاز مانند صفری غیر عنصر هرگاه Mگویند به وابسته اول ایده�آل را

مͬ�دهند. نمایش AssR(M) نماد با Mرا به وابسته اول ایده�آلهای مجموعه .p = (٠ :R m)

در باشد. آن از مدولͬ زیر N و مدول −RͷیM ، نوتری حلقه ͷی R فرض�کنید .١٣.١ لم

.AssR(N) ⊆ AssR(M)این�صورت

است موجود N از n مانند ناصفری عضو این�صورت در p ∈ AssR(N) فرض�کنید برهان.

نتیجه در p؛ = (٠ :R n) و n ∈ M بنابراین N ⊆ M چون و p = (٠ :R n) بطوریͺه

.p ∈ AssR(M)

١١.١ قضیه طبق این�صورت در باشد. R نوتری حلقه از ایده�آلͬ I فرض�کنید .١۴.١ تذکر

،n مثبت صحیح عدد ازای به براین علاوه .p ∈ Ass(R
I
) اگر فقط و اگر p ∈ assI

که p = (In : a) بطوریͺه است موجود R از a مانند ناصفری عضو آنگاه p ∈ Ass(R
In

) اگر

.a /∈ In آن در

پس I
n−١

In
⊆ R

In
چون باشد. R حلقه از ایده�آلͬ I فرض�کنید .١۵.١ تذکر



۵ مقدماتͬ تعاریف .١ فصل

AssR(
In−١

In
) ⊆ AssR(

R

In
).

بسته زیرمجموعه S = R − p و p ∈ Spec(R) و حلقه ͷی R فرض�کنید .١۶.١ تعریف

p در R موضعͬ�سازی از حاصل حلقه را ، Rp ،S−١R کسرهای حلقه باشد. R ازحلقه ضربی

است. آن ماکسیمال ایده�آل تنها pRp و است موضعͬ حلقه ͷی Rp مͬ�نامند.

f : R → S−١R و بوده R حلقه از ضربی بسته زیر�مجموعه ͷی S فرض�کنید .١٧.١ لم

این�صورت در باشد. R از ایده�آلͬ I گیرید باشد. طبیعͬ حلقه�ای همریختͬ دهنده نشان

Ie = {λ ∈ S−١R : λ =
a

s
, a ∈ I, s ∈ S}

باشد، S−١R از ایده�آلͬ J اگر همچنین مͬ�دهند. نشان نیز S−١I و IS−١R نمادهای با آنرا که

مͬ�دهند. نمایش Jc نماد با را آن که است R از ایده�آلͬ f−١(J)

شود. مراجعه ٢۵.۵ لم [٢٢] مرجع به برهان.

R از ضربی بسته زیرمجموعه S و بوده R نوتری حلقه روی مدولͬ M فرض�کنید .١٨.١ لم

این�صورت در باشد،

AssS−١R(S
−١M) = {pS−١R | p ∩ S = ∅, p ∈ Ass(M)}.

. شود مراجعه ٣٨.٩ لم [٢٢] مرجع به برهان.

صورت دراین باشد. آن از اول ایده�آل p و Rبوده حلقه روی Mمدولͬ فرض�کنید .١٩.١ نتیجه

.pRp ∈ AssRp(Mp) اگر فقط و اگر p ∈ AssR(M)



۶ مقدماتͬ تعاریف .١ فصل

شود. مراجعه ۶.٢ قضیه [١٧] مرجع به برهان.

این�صورت در .Q ∩ S = ∅ بطوریͺه باشد R حلقه از اولیه ایده�آل Q فرض�کنید .٢٠.١ لم

.Qec = Q

شود. مراجعه ٢٩.۵ لم [٢٢] مرجع به برهان.

ایده�آلͬ I فرض�کنید همچنین باشد. R حلقه Mاز مدول از مدولͬ زیر L فرض�کنید .٢١.١ لم

این�صورت در باشد. R از ضربی بسته زیرمجموعه S و مولد متناهͬ

S−١(L :M I) = (S−١L :S−١M S−١I).

شود. مراجعه [٢٢] مرجع از ١٣.٩ به برهان.

و نوتری حلقه R فرض�کنید .٢٢.١ لم

٠ −→ L −→M −→ N −→ ٠

این�صورت در باشد. همریختیها −R و مدولها −R از کوتاه دقیق دنباله ͷی

Ass(L) ⊆ Ass(M) ⊆ Ass(L) ∪ Ass(N).

شود. مراجعه [٢٢] مرجع از ۴٢.٩ به برهان.

آزاد نرمال طور به را I ایده�آل باشد. R حلقه از تجزیه�پذیر ایده�آل I فرض�کنید .٢٣.١ تعریف

n ≥ ١ هر برای هرگاه مͬ�نامند تاب از



٧ مقدماتͬ تعاریف .١ فصل

AssR(
R

In
) ⊆ AssR(

R

I
)

.AssR(In) ⊆ AssR(I) دیͽر عبارت به یا

مثبت صحیح عدد هر ازای به این�صورت در باشد. R حلقه از ایده�آلͬ I فرض�کنید .٢۴.١ لم

داریم: ، n

Min(In) = Min(I).

مͬ�شود. نتیجه تعریف از بسادگͬ برهان.

n ≥ ١ هر برای این�صورت در باشد. R حلقه از ایده�آلͬ I فرض�کنید .٢۵.١ لم

Min(R
I
) ⊆ AssR(

R

In
).

با حال ،Min(I) ⊆ Ass(In) بنابراین .Min(In) ⊆ Ass(In) ، ٧.١ قضیه طبق برهان.

.Min(R
I
) ⊆ AssR(

R

In
) که مͬ�شود نتیجه ١۴.١ تذکر به توجه

ایده�آل هر ازای به اگر فقط و اگر است تاب از آزاد نرمال طور به R حلقه از I ایده�آل .٢۶.١ لم

باشد. تاب از آزاد نرمال طور به Ip ایده�آل ،Spec(R) از p اول

.AssRp(
Rp

Inp
) ⊆ AssRp(

Rp

Ip
) ثابتمͬ�کنیم تابباشد. از آزاد نرمال طور به I فرض�کنید برهان.

در p ͷی ،١٩.١ نتیجه و ١٨.١ لم به توجه با نتیجه در .Q ∈ AssRp(
Rp

Inp
) فرض�کنید

است تاب از آزاد نرمال طور به I چون طرفͬ از .Q = pRp که است موجود AssR(
R

In
)

طور به Ip پس .Q ∈ AssRp(
Rp

Ip
) ، ١٩.١ نتیجه به توجه با لذا .p ∈ AssR(

R

I
) بنابراین



٨ مقدماتͬ تعاریف .١ فصل

تاب از آزاد نرمال طور به هم I ایده�آل مͬ�شود ثابت مشابه طور به است. تاب از آزاد نرمال

است.

زیرگروههای از خانواده�ای ازای به هرگاه مͬ�نامند مدرج حلقه ͷی را R حلقه .٢٧.١ تعریف

باشیم: داشته {Rn}n∈Z مانند R جمعͬ

R؛ =
⊕
n∈Z

Rn (١

. RmRn ⊆ Rn+m ، n و m صحیح عدد دو هر ازای به (٢

غیر مدرج حلقه را R حلقه آنگاه ، Rn = ٠ باشیم داشته n < ٠ هر برای اگر .٢٨.١ تذکر

مͬ�نامیم. منفͬ

ͷی را R حلقه از r عنصر باشد. مدرج حلقه ͷی R =
⊕
n∈Z

Rn کنید فرض .٢٩.١ تعریف

هرگاه گویند همͽن ایده�آل ͷی را I ایده�آل . r ∈ Rn هرگاه گویند n درجه از همͽن عنصر

شود. تولید همͽن عناصر از مجموعه�ای توسط

بوده R حلقه روی مستقل متغیر�های xn, . . . , x١ و حلقه ͷی R فرض�کنید .٣٠.١ تعریف

چند�جمله�ایهای حلقه این�صورت در .xm = xm١
١ . . . xmn

n و m = (m١, . . . ,mn) ∈ Nn
٠ و

ͷی درجه از ها xi ، i ≥ ١ هر برای و S٠ = R و است مدرج حلقه ͷی S = R [x١, . . . , xn]

مͬ�باشند.



٩ مقدماتͬ تعاریف .١ فصل

میدان روی چند�جمله�ایها حلقه R = k [x١, . . . , xn] و میدان ͷی k کنید فرض .٣١.١ تذکر

آن ماکسیمال ایده�آل تنها (٠) پس است میدان k اینکه به توجه با باشد. مستقل متغیر n با k

حلقه همͽن ماکسیمال ایده�آل تنها (٠) ⊕ (x١, . . . , xn) = (x١, . . . , xn) نتیجه در مͬ�باشد،

است. R

کران کوچͺترین با برابر را p ارتفاع باشد. R حلقه اول ایده�آل ͷی p فرض�کنید تعریف٣٢.١.

که مͬ�کنیم تعریف ،R اول ایده�آلهای از p٠ ⊂ p١ ⊂ ... ⊂ pn زنجیر�های طول مجموعه بالای

این�صورت غیر در باشد. داشته بالا کران کوچͺترین مجموعه این که شرطͬ به pn؛ = p آن در

مͬ�دهیم. نمایش ht(p) با را p ارتفاع مͬ�گیریم. نظر ∞در را آن

را I ایده�آل ارتفاع باشد. آن از واقعͬ ایده�آل I و نوتری حلقه ͷی R فرض�کنید .٣٣.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به

ht(I) = min{ht(p) | p ∈ Min(I)} = min{ht(p) | p ∈ ass(I)}.

ͷی را r(̸= ٠) ∈ R باشد. R جابجایی حلقه روی مدولͬ M فرض�کنید .٣۴.١ تعریف

.rm = ٠ و m ̸= ٠ که باشد موجود mای ∈ M اگر مͬ�نامند M روی صفر علیه مقسوم

مͬ�دهند. نمایش ZdR(M) نماد با Mرا روی صفر علیه�های مقسوم همه مجموعه

مولد متناهͬ صفر غیر مدول −R ͷی M و نوتری حلقه ͷی R فرض�کنید .٣۵.١ تعریف

هرگاه مͬ�نامند منظم) (M-رشته M-رشته ͷی را R حلقه از an, . . . , a١ عناصر باشد.


