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  تشكر و قدرداني

  

مرا به طريق علم و دانش رهنمون همتا را كه سپاس بيكران پروردگار بي
چيني از ان علم و دانش مفتخر نمود و خوشهساخت و به همنشيني رهرو
  .خرمن علم را روزيم ساخت

پس از شكر و ستايش خداي متعال، سپاسگزاري و امتنان قلبي خود را 
نسبت به استاد راهنماي ارجمندم جناب آقاي دكتر علي عباسي ملايي، 

از . دارمن راه راهنماي من بودند ابراز مي، كه در ايالگوي علم و اخلاق
استاد مشاور گراميم جناب آقاي دكتر اكبر هاشمي برزآبادي كمال تشكر را 

فرد و دكتر پورقلي به محترم، آقايان دكتر اميد سليماني داور از اساتيد .دارم
 .كنمه و شركت در جلسه دفاعيه تشكر مينامدليل مطالعه دقيق پايان

كه به عنوان نماينده  سلمانيداديمحمود اله مچنين از آقاي دكتره
  .نمايمفاع اينجانب حضور داشتند تشكر ميتحصيلات تكميلي در جلسه د

مسرم به و در نهايت از پدر و مادر و ساير اعضاي خانواده و نزديكان و خانواده ه
  .هايشان كمال تشكر را دارمخاطر لطف و محبت و تشويق

   

  

  



   

  د

  

  

  

  چكيده

  

  

  ايچند هدفه بازه سازيبهينهمسايل  برايتاكر -كان-بهينگي كروش تعميم شرايط

  

  :يوسيله به

  

  آبادفاطمه صولتي جشن

  

  

 توابعسازي با مسايل بهينهبراي ) KKT( تاكر-كان-كروش بهينگي ابتدا شرايط لازم و كافي ،نامهدر اين پايان
ه ب مقدارايبازه هدف ابعسازي تك هدفه با تمسايل بهينه براي را سپس اين شرايط .شودحقيقي بيان مي هدف

 .شودمي معرفيمقدار ايهدفه با تابع هدف بازهريزي تكله برنامهمسا براي انجام اين كار، .آوريمميدست 
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براي  به ترتيبمتر هاسدورف و تفاضل هاكوهارا سپس  .گرددسازي پيشنهاد ميله بهينهجواب براي اين مسا
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 ماهي، مفجزيي فوق بر اساس روابط ترتيبي ه ومقدار را ملاحظه نمودايهدف بازهسازي چند هدفه با توابع بهينه
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  پيشگفتار
  
        كـه  اسـت سـازي يكـي از موضـوعات تحقيقـاتي     ل بهينـه مسـاي قطعيـت روي  تحميل عدم      

سازي تحت تصادفي بودن در مسايل بهينه. رددتعبير گ يا فازي و صورت تصادفيدو تواند به مي
هاي نوشـته شـده توسـط بيـرج و     كتاب. شودبندي ميسازي احتمالي طبقهل بهينهعنوان مساي

هـاي  ايده] 39[ 5و وجدا] 34[ 4استانكو ميناسيان ،]٢٦[ 3پري كوپا ،]18[ 2كال ،]5[ 1لوويكس
از  .آورنـد مـي فـراهم   احتمـالي سـازي  ل بهينههاي مفيد زيادي براي كار با مسايكجالب و تكني
بنـدي  طبقـه  سازي فازيل بهينهتحت عنوان مسايسازي بودن در مسايل بهينهفازي طرف ديگر،

 وســيلهه ســازي فــازي بــهــاي ويــرايش شــده در مــورد بهينــهاي از مقالــهمجموعــه .شــودمــي
 .دهـد مـي  جريـان اصـلي ايـن موضـوع را نشـان      ]10[ 7و سـايرين  دودلگا ،]29[ 6اسلووينسكي

  .دهندمي بررسي قرارصل اين موضوع را مورد طور مفهب ،]19,20[ 8لاي و هونگ همچنين

     ي يـك موضـوع تحقيقـي مهـم     سـاز ل بهينـه بـودن در مسـاي  بودن و فـازي تصادفي تركيب      
سازي احتمالي براي ي و بهينهسازي فازهايي بين بهينهمقايسه ]30[ 9اسلووينسكي و تقم .است

   .انده دادههدفه ارايريزي چندمسايل برنامه

                                                            
1 Louveaux  
2 Kall  
3 Prekopa  
4 Stancu‐Minasian 
5 Vajda  
6 Slowinski  
7 Delgado et al  
8 Lai and Hwang 
9Slowinski and Teghem  
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   ررسي قرار سازي فازي را مورد بل بهينهطور خلاصه مسايهب] 15[ 10و راميكگوچي وياين
  .كنندسازي احتمالي مقايسه ميل بهينهرا با مساي دهند و آنمي

هاي تصادفي با متغير ،لهاين است كه ضرايب مسامالي فرض بر سازي احتل بهينهدر مساي      
صورت ه له بضرايب مسا سازي فازي،ل بهينهدر مساي همچنين، .شده هستندهاي شناختهتوزيع

تعيين  ،در بسياري از موارد در هر صورت، .شده هستندعداد فازي با توابع عضويت شناختها
براي  .باشداي نميتمالي و فازي كار سادهسازي احل بهينهوابع توزيع و توابع عضويت در مسايت

- ل بهينهبا پارامترهاي مختلف در مساي) مالنر( هاي گوسيمثال بسياري از محققان از توزيع

سازي فازي استفاده بهينه لشكل در مساي- sاي شكل يا توابع عضويت زنگولهسازي احتمالي و 
رو، از اين. منعكس نكنند طور كاملهب ممكن است وضعيت واقعي رانيز اين مشخصات  .كنندمي

اي استفاده له از اعداد بازهفرمولبندي مساله و تعيين ضرايب مسا در سادگي در محاسبات، براي
براي ملاحظه عدم  تواند انتخاب ديگريمقدار ميايسازي بازهل بهينهمساي بنابراين، .شودمي

هاي بسته بازهصورت ه له بضرايب مسا ل،در اين مساي .سازي باشدل بهينهاطمينان در مساي
  .شوندفرض مي

  .دهيما با يك مثال ساده توضيح ميلي رمطالعه چنين مساي      

,xହمحصول  پنجاي فرض كنيد كارخانه       … ,   را نسبت به چند محدوديت مالي توليد ଵݔ
، ୧ ،iൌ1,…,5ݔبا فروختن محصول  با توجه به تجربه گذشته و ارزيابي متخصص، .كندمي

୧Lܽآورد كه در آن دست ميه ب ୧Uܽو  ୧Lܽآمدي بين كارخانه در ൏ ܽ୧U ، iൌ1,…,5 . به هر
مطابق با تجربه . كرددادي از منابع را مصرف خواهد،كارخانه تع ୧ݔحال براي توليد محصول 

୧ܾبين  ، مقداري از منابع را كه୧ ،iൌ1,…,5ݔتوليد محصول  كارگران،
L  ܾو୧

U ،مصرف  است
୧ܾكرد كه در آن خواهد

L ൏ ܾ୧
U براي iൌ1,…,5 . كرد كه ي خواهندمديران اين كارخانه سع

در  .گردد هاي مالي كمينهتوجه به محدوديتبا علاوه مصرف منابع كنند، به درآمد را بيشينه
  :صورت زير فرمولبندي كردرا به لهمسا توانمي اين حالت،

    min     ሺ ଵ݂ሺݔଵ,… , ,ହሻݔ ଶ݂ሺݔଵ,… ,         ହሻሻݔ
subject to     g୧ሺݔଵ, … , ହሻݔ  c୧ ,             i ൌ 1, … ,m      

,ଵݔ                         … , ହݔ  0 , 

ي هستند مقدارايتوابع بازه ଶ݂ و ଵ݂و است ام iحد بالاي بودجه محدوديت  c୧كه در آن هر 
  :اندصورت زير داده شدهكه به

                                                            
10 Inuiguchi and Ramik 
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ଵ݂ሺݔଵ, … , ହሻݔ ൌ‐[ ܽଵL, ܽଵU]ݔଵ ٓ ሾ ܽଶL, ܽଶUሿݔଶ ٓ ሾ ܽଷL, ܽଷUሿݔଷ ٓ ሾ ܽସL, ܽସUሿݔସ ٓ ሾ ܽହL, ܽହUሿݔହ,   

  و

ଶ݂ሺݔଵ, … , ହሻݔ ൌ [ ܾଵ
L, ܾଵ

U]ݔଵ ْ ൣ ܾଶ
L, ܾଶ

U൧ݔଶ ْ ൣ ܾଷ
L, ܾଷ

U൧ݔଷ ْ ൣ ܾସ
L, ܾସ

U൧ݔସ ْ ൣ ܾହ
L, ܾହ

U൧ݔହ,   

  .به ترتيب به معني جمع و تفريق دو بازه بسته هستند ٓ و ْكه در آن 

و  ]33,31[ 11سويستر وسيلههريزي خطي نادقيق بل برنامهتئوري دوگان براي مساي      
به هر . دست آوردهل بچند خاصيت براي اين مساي ]11[ 13فالك .پيشنهاد شد ]37[ 12تيوانت

نشان كرد و همچنين چندين شرط  نقايصي از نتايج سويستر را خاطر ]25[ 14حال پومرول
  .دست آوردهبراي بهبود نتايج سويستر ب

 .ريزي خطـي نـادقيق دارنـد   ل برنامهاي مقدار رابطه نزديكي با مسايزهسازي بال بهينهمساي      
هـاي نامسـاوي   كه سمت راست محدوديت را ريزي خطيهل برناممساي ]8[ و سايرين 15چارنس
ل براي حـل مسـاي   سه الگوريتم ]36[ 16استوئر .مورد بررسي قرار دادند ،هاي بسته بودندآن بازه
دربـاره مـرتبط بـودن     ]6[ 17بيتـرن  .پيشنهاد كـرد  مقدارايريزي خطي با توابع هدف بازهبرنامه

هدفـه بـا ضـرايب    ريزي خطي چندل برنامهوجود نقاط كارا در مسايشه كارا و مجموعه نقاط گو
 .هـا پيشـنهاد داد  دسـت آوردن جـواب  هاي بحث كرد و يك الگوريتم شمارشي ضمني براي ببازه

-ل ماكزيممازه بسته را با در نظر گرفتن مسايرابطه ترتيبي بين دو ب ]17[ 18بوچي و تاناكاايشي

چهـار نـوع    ]14[ 19گوچي و كيـوم وياين .جداگانه پيشنهاد كردندطور هسازي بسازي و مينيمم
صـورت  هاي را فرمولبندي و حل كردند كه در آن مقادير هدف بريزي با ضرايب بازهله برنامهمسا
جواب پشيماني مينيمـاكس   مفهوم ]16[ 20گوچي و ساكاواوياين .شوندهاي بسته فرض ميبازه

مـورد  ) محتمـل ( و امكـان ) حتمـي ( ضـرورت هاي بهينه جوابرا با  را معرفي كردند و رابطه آن
و بـالاي   هـاي دقيـق پـايين   هايي براي محاسـبه كـران  الگوريتم ]23[ 21مراز .بررسي قرار دادند

نـك و  چين .دست آوردهبمقدار ايريزي خطي با ضرايب بازهل برنامههاي بهينه براي مسايجواب
 جـــواب بهينـــه و بـــدترين  جـــواب روشـــي بـــراي يـــافتن بهتـــرين    ]9[ 22ندارامـــا

                                                            
11 Soyster  
12 Thuente  
13 Falk  
14 Pomerol  
15 Charnes 
16 Steuer  
17 Bitran  
18 Ishibuchi and Tanaka  
19 Inuiguchi and Kume  
20 Inuiguchi and Sakawa 
21 Mraz  
22 Chinneck and Ramadan 
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را براي مقايسه دو بازه  index‐ࣛتابع  ]28[ سايرين و23گوپتا سن .بهينه پيشنهاد كردند
را براي تعريف يك سيستم معادل معمولي رضايتمند محدوديت  بسته پيشنهاد كردند و آن

رضايتمند نيز تعريف استفاده كردند كه در آن مفهوم جواب  ،مقدارايبا ضرايب بازه ،نامساوي
ل دقيق پيشنهاد را براي تبديل مسايل نادقيق به مسايموثري روش  ]38[ 24يورلي و ناديو .شد

وسيله ههاي جواب پيشنهادي بكردن روشروشي را براي يكي ]7[ 25چنس و كاچتا .كردند
له انتخاب مسا همچنين، .ه دادنداراي] 27[ و سايرين 26رومل فنگر ،]17[ ايشي بوچي و تاناكا

اخيراً اوليوريا و  .مورد بررسي قرار گرفت ]13[ 27ايدا وسيلههاي بازهبا توابع هدف ب سهم
ه اي ببازههدفه با ضرايب ريزي خطي چندل برنامهيك برداشت كلي از مساي] 24[ 28آنتيونس
  .ه دادندهاي عددي ارايمثال وسيله

مقدار را ايبازهبا توابع هدف  خطيغير هدفهچند ريزيمساله برنامه نامه،در اين پايان      
 .شوندمي هاي بسته تعريفروي مجموعه بازه جزيي دو رابطه ترتيبي سپس، .كنيممعرفي مي

هدفه چند سازيبهينه مسالهمفهوم از جواب بهينه پارتو براي چند  بر اساس اين روابط ترتيبي،
بودن يك نقطه شدني در مسايل تشخيص بهينه. ندشوپيشنهاد مي مقدارايبا توابع هدف بازه

با توجه به تعريف جواب بهينه پارتو و  مقدارايبا توابع هدف بازه خطيغير هدفهي چندسازبهينه
   زمانبر و مشكلي  ،كار پيچيده متناهي است،د نقاط فضاي شدني در حالت كلي نااينكه تعدا

راحتي بتوان در هها بكافي نياز داريم كه با بررسي آنبنابراين به يك دسته شرايط  .باشدمي
در اين  .بهينگي آن نقطه بدون مقايسه اين نقطه با نقاط ديگر نظر دادبودن يا عدممورد بهينه

هدف اصلي ارايه چنين شرايط كافي براي تشخيص بهينگي يك نقطه شدني در  نامه،پايان
شرايط بهينگي  بدين منظور، .مقدار استايبازههدفه با توابع هدف ي چندسازبهينهمسايل 
هدفه با توابع هدف ي چندسازبهينهرا براي مسايل  ]4[مندرج در  )KKT( تاكر - كان - كروش

براي مسايل تاكر -كان- ا شرايط بهينگي كروشاما قبل از آن، ابتد .دهيمتعميم مي مقدار ايبازه
لازم  براي اين منظور،.  شوددست آورده ميهمقدار بايهدفه با تابع هدف بازهسازي تكبهينه

متر  رو،از اين .مقدار را تعريف كنيمايپذيري يك تابع بازهگي و مشتقاست كه مفهوم پيوست
بين دو  تفاضل تعريفهاسدورف و تفاضل هاكوهارا را براي تعريف فاصله بين دو بازه بسته و 

 ايپذيري يك تابع بازهي و مشتقگپيوست از اين تعاريف،با استفاده  .كنيماستفاده مي بازه بسته
ي سازتاكر را براي مسايل بهينه-كان- وشبهينگي كر سرانجام شرايط .كنيممقدار را تعريف مي

  .آوريمدست ميبه مقدارايهدفه با توابع هدف بازهچند

                                                            
23 Sengupta 
24 Urli and Nadeau 
25 Chanas and Kuchta 
26 Rommelfanger 
27 Ida  
28 Oliveria and Antunes  



 پيشگفتار

 

٥ 
 

  .شودصورت زير سازماندهي ميار فصل بهدر چه نامهپايانمطالب اين        
    از مفاهيم اوليه و تعاريف مقدماتي توابع حقيقي و برخي از خواص برخيدر فصل اول       

متر هاسدوف و تفاضل هاكوهارا براي تعريف فاصله  .كنيمها را معرفي مياي و حساب بازهپايه
 ،و با استفاده از اين تعاريف شودبازه بسته استفاده مياضل بين دو بين دو بازه بسته و تعريف تف

در فصل دوم شرايط لازم و  .شوداي مقدار تعريف ميپذيري يك تابع بازهشتقپيوستگي و م
در فصل سوم يك رابطه . شودبيان ميبراي توابع حقيقي ) KKT( تاكر- كان- كافي كروش

اين رابطه بر روي كلاس  خواهيم ديد كهشود و پيشنهاد مي Թترتيبي بين دو بازه بسته در 
دوم را  نوع هاي نوع اول ودر اين فصل جواب .هاي بسته يك رابطه ترتيبي كلي نيستهمه بازه

اي زهسازي تك هدفه با تابع هدف بال بهينهرا در مساي KKTكنيم و شرايط بهينگي معرفي مي
شده ارم براساس روابط ترتيبي پيشنهاددر فصل چه. كردها ارايه خواهيممقدار براي اين جواب

هدفه با توابع هدف سازي چندل بهينهبهينه پارتو براي مساي در فصل سوم چند مفهوم از جواب
 را براي) KKT( تاكر- كان- شرايط بهينگي كروششود و در نهايت اي مقدار پيشنهاد ميبازه
  .دهيمه ميسازي ارايل بهينهگونه مساياين
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  فصل اول
  

  تعاريف و مفاهيم مقدماتي
   
  مقدمه .1-1

توان افتد، نميميبسياري از مسايل عملي و كاربردي كه در دنياي واقعي اتفاق  براي مدلبندي
وقايع ها و رو، براي بيان دقيقتر پديدهاز اين. مشخص كردطور دقيق هله را بپارامترهاي مسا

اعداد . استفاده كنيم هاآنقطعي براي مدلبندي هاي غيري واقعي ناگزير هستيم كه از دادهدنيا
اما تعيين توابع . باشدقطعي ميهاي غيردفي ابزارهايي براي بيان دادهفازي و متغيرهاي تصا

و انجام باشد پذير نمي عضويت اعداد فازي يا توابع توزيع متغيرهاي تصادفي به سادگي امكان
هاي رو، بازه از اين. ها به سادگي اعداد حقيقي نيستگونه دادهعمليات محاسباتي بر روي اين

-دادهن براي بيا باشدميتصادفي تري نسبت به اعداد فازي و متغيرهاي بسته را كه ابزار ساده

جاي هقطعيت ب اي براي بيان عدمبازههاي استفاده از داده دلايل .بريمكار ميهقطعي بهاي غير
  :شرح زير استه اعداد فازي يا متغيرهاي تصادفي ب

  .باشدتر ميساده بسته يهابازه وسيلهه قطعي بهاي غيربيان داده - الف
  .تر استها سادهگونه دادهانجام عمليات رياضي روي اين  -ب
  .تر استهاي بسته آسانبازه وسيلههها بمدلبندي پديده -ج
  .اي پيچيدگي كمتري داردهاي بازهمدلهاي حل روش -د
  اي پي برديم، برخي از مفاهيمهاي بازههاي استفاده از دادهاكنون كه به تعدادي از مزيت      
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معرفي      نياز داريم  هاآننامه به پايانكه در اين  را هاي بستهو عمليات رياضي مرتبط با بازه
    .  كنيممي

  

  خطيريزي غيرله برنامهمسا .1-2
  :ه صورت زير فرمولبندي كردتوان بريزي غيرخطي را ميله برنامههر مسا

    min          fሺxሻ 
subject to   xאS,                                                                                           )1-1(  

هاي شدني ، مجموعه جوابԹ୬ ك S، كه در آن Sو مجموعه   Թ  → f : Թ୬كه در آن تابع 
  .دهدرا نشان مي

  .كنيمتعريف مي را در زير) 1-1(له براي مسا 29اكنون مفهوم جواب بهينه      

xതاگر . را در نظر بگيريد) 1- 1(له مسا ]4[ .1.1 تعريف א S   و fሺxതሻ≥ fሺxሻ   براي هرx א S ،
يك جواب براي  يا به طور ساده، 30يك جواب بهينه، يك جواب بهينه سراسري xതصورت  در اين

xതاگر  . شودگفته مي) 1-1(له مسا א S   و يكε- همسايگيNகሺxതሻ   حولxത  ه موجود باشد ب
S א xبراي هر  fሺxതሻ ≥  fሺxሻ  كهطوري ת Nகሺxതሻ آنگاه ،xത  يك جواب بهينه موضعي ناميده

  .شودمي

  .است) 1-1(نتيجه زير، يك نتيجه مستقيم از تعريف       

  .باشدنيز مي f  32، مينيمم موضعي f  31مينيمم سراسري ]4[ .1.1 نتيجه

 دهد مينيمم موضعي ينان مييكي از شرايطي كه اطم       f مينيمم سراسري ،f  نيز باشد
ده است كه در ه شبودن ارايي متعددي از مفهوم محدبهاتعميم. است fبودن تابع محدب

هاي بهينه سراسري توضيح      را در تعيين جواب پردازيم و اهميت آنقسمت بعدي به آن مي
  .دهيممي

  
  

                                                            
29Optimal solution  
30 Global optimal solution 
31 Global minimum 
32 Local minimum 
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  هاي آنتعريف تابع محدب و تعميم. 1-3
را در  باشد كه تعريف آنمي fبودن تابع بودن يا مقعري از مفاهيم مهم در بهينگي، محدبيك

  .كنيمه ميزير اراي

. باشد  f : S ՜ Թو تابع   Թ୬يك مجموعه محدب ناتهي در   Sفرض كنيد  ]4[ .2.1تعريف 
  محدب است اگر Sدر   fتابع 

,ଵݔ ଶݔ א S ,λאሺ0,1ሻ: f ሾλݔଵ  ሺ1 െ λሻݔଶሿ  λ ݂ሺݔଵሻ  ሺ1 െ  ଶሻݔሻ݂ሺߣ )1-2(  

  .گوييمرا محدب اكيد مي  fتبديل شود، تابع   " > "به در رابطه فوق  " ≥ "اگر 

در بعضي . است 33بودن در يك نقطهسازي، مفهوم محدبمفهوم مفيد ديگر در بهينه      
تري، مثل محدب بودن تابع ممكن است خيلي قوي باشد و به شرط ضعيفاوقات، شرط محدب

  .كنيمصورت زير تعريف ميوم را بهاين مفه. نياز داشته باشيم بودن تابع در يك نقطه

تعريف  f : S ՜ Թتابع   و Թ୬يك مجموعه محدب ناتهي در  Sكنيد فرض ]4[ .3.1 تعريف
xതدر  fتابع . شود א S شود اگرگفته مي محدب  

ሺ0,1ሻ:  f ሾ λxത א λ ,S א x  ሺ1 െ λሻxሿ  λ ݂ሺxതሻ  ሺ1 െ  ,ሻ ݂ሺxሻߣ  )1 -3 (  

شده روي يك زير مجموعه تعريفپذير مقدار مشتقيك تابع حقيقي  fكنيد فرض ]4[ .1.1 نكته
xതدر  fآنگاه ، . باشد Թ୬از   Sتهي باز و محدب غير א S  اگر و تنها اگر محدب است  

ሺxതሻTሺx ݂S,      f ሺxሻ  ݂ ሺxതሻ א x െ xതሻ, )1-4                                        (  

 يعني،                                    

ሺxതሻTሺx ݂ S,       f ሺxሻെ ݂ ሺxതሻ  א x  െ xതሻ,  )1-5                                     (  

  آنگاه f ሺxሻ  ݂ ሺxതሻبينيم كه اگر بنابراين مي

ሺxതሻTሺx ݂       ,S א x െ xതሻ  0,  )1 -6                                                       (  

ሺxതሻTሺx ݂آنگاه f ሺxሻ൏ ݂ ሺxതሻ همچنين اگر  െ xതሻ ൏ 0  .  

راسري با  هاي بهينه سبودن تابع در يك نقطه را در تعيين جواباكنون اهميت محدب      
  .كنيمهاي زير بيان ميگزاره

                                                            
33 Convexity at a point 
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݂تابع   و Թ୬يك مجموعه محدب ناتهي در  Sكنيد فرض ]4[ .1.1گزاره    S ՜ Թ  در
xത א S صورت در اين. پذير و محدب  باشدمشتق،  

ሺxതሻTሺx ݂S,      f ሺxሻ  ݂ ሺxതሻ א x െ xതሻ, )1-7                     (                    

xതدر  f : S՜Թتابع   و Թ୬يك مجموعه محدب ناتهي در  Sكنيد فرض ]4[ .2.1گزاره  א S 
يك جواب  xതصورت،   در اين. باشد) 1- 1(له ه مسايك جواب بهين  xത  همچنين،. محدب باشد

  .است) 1-1(له بهينه سراسري مسا

 fتابع   و باشد Թ୬يك مجموعه محدب ناتهي در Sكنيد فرض ]4[ .3.1گزاره  : S ՜ Թ     
xതدر  א S همچنين . پذير و محدب باشدمشتقxത در . باشد) 1-1(له يك جواب بهينه براي مسا
  صورت اين

ሺxതሻTሺx ݂      ,S א x െ xതሻ  0, )1-8                                                         (  

  بودن تابعيك تعميم از تعريف محدب       fاست كه در 34بودن در يك نقطه، نيمه محدب 
  .شوده ميياز داريم و تعريف آن در زير ارايهاي بعدي به آن نشبخ

  fتابع . باشد  f : S ՜ Թ و Թ୬يك مجموعه محدب ناتهي در  Sكنيد فرض ]4[ .4.1تعريف 
xതدر را  א S گوييم اگر ميمحدب نيمه  

ሺ0,1ሻ:  f ሾλxത א λ ,S א x  ሺ1 െ λሻxሿ  max ሼ݂ሺxሻ, ݂ሺxതሻሽ, )1-9(             

 fو  باشد Թ୬يك مجموعه محدب ناتهي باز در  Sكنيد فرض ]4[ .5.1تعريف  : S ՜ Թ     
xതدر  א S تابع  .پذير باشدمشتقf   درxത است اگر  35محدبشبهf ሺxሻ ݂ ሺxതሻ  آنگاه  

ሺxതሻTሺx ݂      ,S א x െ xതሻ  0, )1-10                                                       (  

  آنگاه   f ሺxሻ൏ ݂ ሺxതሻاست اگر  36محدب اكيدشبه xതدر   f همچنين 

ሺxതሻTሺx ݂      ,S א x െ xതሻ ൏ 0, )1-11                                                       (  

محدب اكيد را نتيجه خاصيت شبه، 37كنيم كه خاصيت محدب اكيديادآوري مي ]4[ .2.1 نكته
  .دهدمي

                                                            
34 Quasiconvexity at a point 
35 Pseudoconvex  
36 Strictly pseudoconvex 
37 Strictly convex 
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  .كنيميك نقطه را در گزاره زير بيان ميمحدب در خاصيتي از يك تابع نيمه      

 f و Թ୬يك مجموعه محدب ناتهي در  Sكنيد فرض ]4[ .4.1 گزاره : S ՜ Թ  درxത א S 
 در اين f ሺxሻ ݂ ሺxതሻاي باشد كه به گونه S א xهمچنين ،  .پذير باشدمحدب و مشتقنيمه

  صورت

ሺxതሻTሺx ݂      ,S א x െ xതሻ  0, )1-12                         (                               

 تعريف بودن در يك نقطه است كهمحدب، شبه fبودن تابع تعميم ديگري از تعريف محدب      
  . شودآن در زير آورده مي

  fتابع . باشد  f : S ՜ Թ و Թ୬يك مجموعه محدب ناتهي در  Sكنيد فرض ]4[ .6.1 تعريف
xതدر  א S است اگر براي   محدبشبه  x א S ،݂ ሺxതሻTሺx െ xതሻ                   ايجاب كند كه 0

f ሺxሻ  ݂ ሺxതሻ.  

  

  ايبازه اعداد حساب .4- 1

   كنيدفرض. است Թهاي محدب و فشرده مجموعهكلاس همه زير Թ(Kୡ(فرض كنيد 
)Թ(Kୡ A,B در اين صورت  .باشند  אAB  صورت زير تعريف مي شود،به  

A  B ൌ ሼܽ  ܾ: ܽ א A, ܾ א Bሽ,                                                    )1-13(  

  شود،رابطه زير تعريف مي وسيلههز بني  െAو

െA ൌ ሼെܽ: ܽ א Aሽ,  )1-14(  

  صورت زير تعريف كرد،توان بها مير B و A، تفاضل بنابراين

A െ B ൌ A  ሺെBሻ, )1-15(  

           زمــاني كــه  باشــد، Թهــاي بســته و كرانــدار در كــلاس همــه بــازه Φكنيــد حــال فــرض      
  .كراندار است Թدر  Aطور ضمني به اين معني است كه هبازه بسته است ب  A گوييممي

,AൌሾܽLرا با نماد  يك بازه بسته باشد آن Aاگر        ܽUሿ ܽدهيم كه در آن نشان ميL 
  .هستند Aهاي پايين و بالاي به ترتيب كران Uܽو


