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همچنین سپاسͽزارم. بسیار سالها این فراوانشدر کوشش�های برای مسیحا پروانه هاشم سید دکتر آقای جناب از

خانم سرکار و نوروزی کوروش دکتر حقیقͬ، حسن دکتر پور، واعظ منصور سید دکتر رضاپور، شهرام دکتر آقایان، از
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چͺیده

در چندمقداری و تک�مقداری نگاشت�های برای ثابت نقطه قضایای سری ͷی ارائه نامه پایان این هدف

شرح به سوم فصل در که است زمینه این در موجود نتایج برخͬ تعمیم و جزئͬ ترتیب رابطه ͷی به مجهز فضاهای

مͬ�پردازیم. آن تفصیل و

روی دوری نگاشت ͷی مفهوم همچنین و ضعیف ϕ-انقباضͬ مفهوم به توجه با سوم، فصل از اول بخش در

و صعودی حالت دو در T مانند نگاشت ͷی برای ثابت نقطه وجود برای را قضایایی مرتب ͷمتری فضای ͷی

ͷمتری فضای ͷی روی شده تعریف نگاشت�های برای نتایجͬ فصل، این از دوم بخش در کردیم. اثبات نزولͬ

آخر بخش در و مͬ�دهیم ارائه مͬ�کنند صدق ضعیف انقباضͬ و انتگرالͬ نوع از انقباضͬ شرایط در که مرتب جزئͬ

مفهوم، دو این ترکیب و ضعیف انقباضͬ مفهوم و چاتریا توسط شده معرفͬ c-انقباضͬ شرایط گرفتن نظر در با

مͬ�کنیم. بررسͬ چندمقداری نگاشت ͷی برای را ثابت نقطه وجود

کامل، ͷمتری فضای هاسدورف، متر چندمقداری، توابع تک�مقداری، توابع ثابت، نقطه کلیدی. کلمات

مرتب. جزئͬ ͷمتری فضای جزئͬ، متر دوری، های انقباض کامل، مرتب ͷمتری فضای
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مقدمه

خود به را مختلف زمینه�های در کاربردها از گسترده�ای دامنه با همراه تحقیقات از وسیعͬ حوزه�ی ثابت نقطه نظریه

نگاشت ͷی برای را ثابت نقطه ͷی از بیشتر یا ͷی وجود خاص شرایط تحت که نتایجͬ است. داده اختصاص

که، است اهمیت حائز نکته این مͬ�د�هند. تشͺیل را ثابت نقطه نظریه� مͬ�کنند، بیان X مانند مجموعه�ای روی

محاسبه برای الͽوریتم ͷی وجود دلیل به را قضایا که دارند ساختنͬ اثبات�هایی ثابت نقطه قضایای از بسیاری

نظریه تقریب، نظریه اقتصاد، مهندسͬ، ،ͷاستاتی در ثابت نقطه قضایای کاربردهای مͬ�سازند. ارزشمند ثابت نقطه

تحقیق موضوع نظریه این رو این از است، چشم�گیر بسیار انتگرال معادلات و دیفرانسیل معادلات نظریه بازی�ها،

است. باقͬ خود قوت به نظریه این در پژوهش و تحقیق هنوز و بوده بسیاری ریاضیدانان

و تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای و تعاریف برخͬ یادآوری و مرور به پایان�نامه این اول فصل در

روشن�تر را مفاهیم این مثال ارائه و نتایج مقایسه با و پرداخت خواهیم کامل ͷمتری فضای در چندمقداری

مͬ�سازیم.

کرده بیان جزئͬ ترتیب رابطه ͷی به مجهز ͷمتری فضای روی را ثابت نقطه نظریه از تاریخچه�ای دوم، فصل در

مͬ�پردازیم. زمینه این در موجود قضایای برخͬ ارائه به و

برای را قضایایی مرتب ͷمتری فضای ͷی روی دوری نگاشت�های گرفتن نظر در با [٣١] و [٣٠] مقالات در

به سوم فصل در اول بخش در کردیم. اثبات نزولͬ و صعودی حالت دو در نگاشت�ها این برای ثابت نقطه وجود

مͬ�پردازیم. مقالات این در موجود نتایج تفصیل و شرح

موجود قضایای بیان به و کرده بیان را آن خواص برخͬ و تعریف را جزئͬ متر مفهوم ابتدا فصل این دوم بخش در

مͬ�پردازیم. [۶٢] و [۴۴] مقالات در

مͬ�باشد. [۶۴] نتایج و [۶٣] مقاله اساس بر نیز فصل این آخر بخش در شده بیان نتایج
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١ فصل

ͷمتری فضاهای ثابتدر نقطه نظریه

تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای ١.١

و بیان کامل ͷمتری فضای ͷی روی تک�مقداری توابع برای را ثابت نقطه نظریه از تاریخچه�ای بخش، این در �

مͬ�سازیم. روشن�تر را مفاهیم این موجود قضایای برخͬ ارائه با

نامیده انقباضͬ نگاشت ͷی T نگاشت Xاست. Xبتوی از نگاشتͬ T و ͷمتری یͷفضای (X, d) فرضکنید

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای که طوری به باشد موجود ۰ < λ < ۱ ثابت عدد ͷی اگروتنهااگر مͬ�شود

d(Tx, Ty) ≤ λd(x, y).

کرد: اثبات و بیان را زیر مهم قضیه ١ باناخ ،۱۹۲۲ سال در

انقباضͬ نگاشت خود ͷی T و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض (Banach ،[١٢]) .١.١.١ قضیه

،x ∈ X هر برای و Tx۰ = x۰ که طوری به دارد وجود x۰ ∈ X یͺتای نقطه صورت این در باشد. X روی

.limn→∞ T nx = x۰

شدند علاقه�مند ثابت نقطه زمینه در مطالعه به زیادی محققان آن از بعد ثابت، نقطه وسیع کاربردهای دلیل به

در کردند. منتشر راستا این در فراوانͬ مقالات کلͬ�تر انقباضͬ شرایط گرفتن نظر در و گوناگون تعمیم�های با و

داد. خواهیم ارائه را باناخ انقباض اصل از تعمیم چند ادامه

λ(x, y) تابع ͷی انقباضͬ نگاشت تعریف در λ ثابت جای به محققین از برخͬ باناخ، انقباض اصل بیان از بعد

باناخ ثابت نقطه نتیجه کردند ثابت و گرفته نظر در را است supλ(x, y) = ۱ و (۰ ≤ λ(x, y) < ۱) که را
١Banach
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تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .١.١ ١ فصل

است. برقرار همچنان

کرد: معرفͬ را زیر نگاشت�های رسته ٢ ادلشتاین ،١٩۶١ سال در

باشد. تک�مقداری نگاشتͬ T : X → X و ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض [٢۵] .٢.١.١ تعریف

باشیم داشته ۰ ≤ λ < ۱ و ε > ۰ هر برای هرگاه گوییم، انقباضͬ موضعاً یͺنواخت طور ,ε)-به λ) را T نگاشت

۰ < d(x, y) < ε⇒ d(Tx, Ty) ≤ λd(x, y).

صورت این در است، دلخواه عددی ε > ۰ و ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض [٢۵] .٣.١.١ تعریف

باشد؛ داشته وجود b تا a از یεͷ-زنجیر a, b ∈ X نقطه دو هر برای هرگاه گوییم ٣ ε-زنجیرپذیر را (X, d)

و x۰ = a, xn = b که است x۰, x۱, . . . , xn ∈ X مانند نقاط از متناهͬ مجموعه�ای ε-زنجیر، ͷی از منظور

.d(xi−۱, xi) < ε ،i = ۱,۲, . . . , n هر برای

است. پذیر ε-زنجیر ،ε > ۰ هر برای (R, |.|) در [a, b] بسته بازه .١ مثال

T : X → X و ε-زنجیرپذیر متریͷکامل یͷفضای (X, d) کنید فرض (Edelstein ،[٢۵]) .۴.١.١ قضیه

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T صورت این در باشد، انقباضͬ موضعاً یͺنواخت طور ,ε)-به λ) نگاشت ͷی

کرد: معرفͬ x, y ∈ X هر و T : X → X نگاشت ͷی برای را زیر انقباضͬ ۴شرایط کانان ،١٩۶٨ سال در

d(Tx, Ty) ≤ α[d(x, Tx) + d(y, Ty)], ۰ < α <
۱

۲
. (١.١.١)

نگاشت ͷی T : X → X و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض (Kanan ،[٣٧]) .۵.١.١ قضیه

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T صورت این در مͬ�کند، صدق (١.١.١) انقباضͬ شرایط در که باشد تک�مقداری

مͬ�دهیم ارائه مثالͬ زیر در اما هستند. پیوسته مͬ�کنند صدق باناخ انقباضͬ شرایط در که نگاشت�هایی بوضوح

نیستند. پیوسته لزوماً کانان نوع از انقباضͬ شرایط با نگاشت�هایی مͬ�د�هد نشان که

است. d(x, y) = |x− y| معمولͬ متر با همراه حقیقͬ اعداد از زیرمجموعه�ای X = [۰,۴] کنید فرض .٢ مثال

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را T : X → X نگاشت

Tx =

{
x
۳ , x ≤ ۳
x
۴ , ۳ < x ≤ ۴

٢Edelstein
٣ε-chainable
۴Kanan

۴



تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .١.١ ١ فصل

داریم x, y ∈ [۰,۳] برای

d(Tx, Ty) =
۱

۳
|x− y| = ۱

۳
|x− Tx+ Tx− Ty + Ty − y|

≤ ۱

۳
[d(x, Tx) + d(Tx, Ty) + d(y, Ty)].

بنابراین

d(Tx, Ty) ≤ ۱

۲
[d(x, Tx) + d(y, Ty)],

و x ∈ [۰,۳] کنید فرض حال آورد. دست به را بالا نامساوی مͬ�توان نیز x, y ∈ (۳,۴] برای مشابه طور به

صورت این در .y ∈ (۳,۴]

d(Tx, Ty) = |x
۳
− x

۴
| ≤ ۱ < ۱٫ ۱۲۵ ≤ ۱

۲
d(y, Ty).

انقباضͬ شرایط در T بنابراین مͬ�باشد. برقرار y ∈ [۰,۳] و x ∈ (۳,۴] برای مشابهͬ نامساوی که است واضح

نیست. پیوسته که حالͬ در مͬ�کند صدق (١.١.١) کانان

است، باناخ انقباض اصل پرقدرت توسیع�های از ͬͺی واقع در که را زیر قضیه ۶ کیلر -۵ میر ،١٩۶٩ سال در

نمودند. ارائه

T : X → X نگاشت و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض (Meir-Keeler ،[۴۶]) .۶.١.١ قضیه

کند صدق زیر شرط در

∀ϵ > ۰ ∃δ > ۰ (ϵ ≤ d(x, y) < ϵ+ δ ⇒ d(Tx, Ty) < ϵ),

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T صورت این در

ͷی T نگاشت کنید فرض واقع، در است. (١.١.١) باناخ انقباض اصل از توسیعͬ بالا قضیه�ی .١ ملاحظه

از مͬ�گیریم. نظر در δ < ( ۱
α
− ۱)ϵ صورت به را قضیه این در نیاز مورد δی و است α ثابت با انقباضͬ نگاشت

برای بویژه است. برقرار d(Tx, Ty) ≤ αd(x, y) رابطه x, y ∈ X هر برای که مͬ�شود نتیجه T بودن انقباضͬ

داریم هایی y و x چنین برای بنابراین، .ϵ+ δ از کمتر و ϵ از بیشتر فاصله با های y و x

d(Tx, Ty) ≤ αd(x, y) < α(ϵ+ δ) < α(ϵ+ (
۱

α
− ۱)ϵ) = ϵ.

۵Meir
۶Keeler
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تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .١.١ ١ فصل

کردند معرفͬ زیر صورت به را ϕ-انقباضͬ مفهوم [١۶] در ٨ وانگ و بوید٧ ،١٩۶٩ سال در

نیم-پیوسته تابع اگر گوییم ϕ-انقباضͬ را T تک�مقداری نگاشت است، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای که طوری به باشد موجود ϕ(t) < t شرط با ϕ : [۰,∞) → [۰,∞) بالایی

d(Tx, Ty) ≤ ϕ(d(x, y)),

ثابت نقطه� ͷی T آن�گاه باشد، کامل ͷمتری فضای ͷی روی ϕ-انقباضͬ نگاشت ͷی T اگر کردند ثابت و

دارد. یͺتا

کرد ثابت و بیان را زیر قضیه�ی ٩ چاتریا ،١٩٧٢ سال در

یͷنگاشت T : X → X و متریͷکامل یͷفضای (X, d) فرضکنید (Chatterjea ،[١٩]) .٧.١.١ قضیه

،x, y ∈ X هر برای یعنͬ باشد، c-انقباضͬ

d(Tx, Ty) ≤ α[d(x, Ty) + d(y, Tx)], α ∈ (۰,
۱

۲
)

دارد. یͺتا ثابت نقطه� ͷی T صورت این در

که شرط این با β : [۰,+∞) → [۰,۱) تابع گرفتن نظر در با ١٠ گراختͬ ،١٩٧٣ سال در

lim
n→∞

β(tn) = ۱ ⇒ tn → ۰,

کرد. ثابت و بیان را زیر قضیه�ی است، [۰,+∞) در دلخواه دنباله�ای tn آن، در که

نگاشت ͷی T : X → X و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض (Geraghty ،[٢٩]) .٨.١.١ قضیه

کند صدق زیر انقباضͬ شرط در x, y ∈ X هر برای که است، تک�مقداری

d(Tx, Ty) ≤ β(d(x, y)).d(x, y),

دارد. یͺتا ثابت نقطه� ͷی T صورت این در

توسط شده تعریف شرط در β تابع آن�گاه ،β(t) = ln(۱+t)
t

یا β(t) = ۱
۱+t

دهیم قرار ،t ≥ ۰ هر برای اگر

مͬ�کند. صدق گراختͬ
٧Boyd
٨Wong
٩Chatterjea

١٠Geraghty
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تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .١.١ ١ فصل

فضاهای برروی نگاشت ͷی برای را ضعیف ϕ-انقباضͬ مفهوم [٣] در دلابریر١٢ و آلبر١١ ،١٩٩٧ سال در

نگاشتتک�مقداری که، مͬ�کنیم یادآوری اثباتکردند. فضاها این در را ثابت نقطه وجود و تعریفکرده هیلبرت١٣

که ϕ : [۰,∞) → [۰,∞) صعودی اکیداً تابع اگر گویند، ضعیف ϕ-انقباضͬ Xرا ͷمتری فضای ͷی روی T

،x, y ∈ X هر برای که �طوری به باشد موجود ϕ(۰) = ۰

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)− ϕ(d(x, y)).

را دلخواه باناح فضای ͷی ،[٣] مقاله در شده بیان نتیجه در اگر که کرد ثابت [۵٩] در رودِز١۴ ،۲۰۰۱ سال در

باناخ انقباض اصل از تعمیمͬ زیر قضیه�ی در همچنین، بود. خواهد درست نتایج کنیم، هیلبرت فضای جایͽزین

داد: ارائه

ϕ-انقباضͬ نگاشت ͷی T و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض (Rhoades ،[۵٩]) .٩.١.١ قضیه

،t > ۰ هر برای که طوری به باشد صعودی پیوسته، تابع ͷی ϕ : [۰,+∞) → [۰,+∞) تابع اگر است. X روی

دارد. یͺتا ثابت نقطه� ͷی T آن�گاه ،ϕ(۰) = ۰ و ϕ(t) > ۰

ψ(t) = t − ϕ(t) صورت به شده تعریف ψ تابع آن�گاه باشد، راست از پایینͬ نیم-پیوسته تابع ͷی ϕ اگر

صورت به ϕتعریف با بنابراین d(Tx, Ty) ≤ ψ(d(x, y)) بعلاوه، و است راست از بالایی نیم-پیوسته تابع ͷی

برای اگر طرفͬ از است. وانگ و بوید نوع از انقباضͬ نگاشت همان ضعیف ϕ-انقباضͬ نگاشت واقع در خاص

داشت. خواهیم را باناخ انقباض اصل صورت این در ϕ(t) = (۱ − k)t دهید قرار k ∈ (۰,۱)

انتگرالͬ نوع از انقباضͬ شرایط در که نگاشت�هایی برای را باناخ ثابت نقطه قضیه�ی ١۵ برانچاری ،۲۰۰۲ سال در

داد. تعمیم زیر صورت به مͬ�کنند صدق

T : X → X و c ∈ (۰,۱) متریͷکامل، یͷفضای (X, d) فرضکنید (Branciari، [١٧]) .١٠.١.١ قضیه

،x, y ∈ X هر برای که طوری به است تک�مقداری نگاشت ͷی∫ d(Tx,Ty)

۰

φ(t)dt ≤ c

∫ d(x,y)

۰

φ(t)dt, (٢.١.١)

١١Alber
١٢Guerre-Delabriere
١٣Hilbert
١۴Rhoades
١۵Branciari

٧



تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .١.١ ١ فصل

فشرده مجموعه زیر هر روی که طوری به است ͹لب انتگرال�پذیر تابع ͷی φ : [۰,+∞) → [۰,+∞] آن در که

x∗ یͺتای ثابت نقطه ͷی T صورت این در .
∫ ε

۰ φ(t)dt > ۰ ،ε > ۰ هر برای و نامنفͬ جمع�پذیر، [۰,+∞) از

.limn→∞ T nx = x∗ ،x ∈ X هر برای و دارد

مقاله در ١ قضیه�ی اثبات در که است روندی مشابه قضیه اثبات است. [١٧] مقاله اصلͬ نتیجه بالا، قضیه�ی

است. شده آورده [١۶] وانگ و بوید

دهیم قرار t ≥ ۰ هر برای اگر واقع در است، باناخ انقباض اصل از تعمیمͬ (١٠.١.١) قضیه�ی .٢ ملاحظه

داریم ،φ(t) = ۱∫ d(Tx,Ty)

۰

φ(t)dt = d(Tx, Ty) ≤ cd(x, y) = c

∫ d(x,y)

۰

φ(t)dt, (٣.١.١)

درست مطلب این عکس که مͬ�دهد نشان زیر مثال اما مͬ�کند. صدق (٢.١.١) در باناخ انقباض اصل بنابراین

نیست.

بͽیرید. نظر در R روی d(x, y) = |x−y| معمولͬ متر با همراه Xرا := { ۱
n
|n ∈ N}∪{۰} مجموعه مثال٣.

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را f : X → X نگاشت است. کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) که است واضح

fx =

{
۱

n+۱ x = ۱
n
(n ∈ N),

۰ x = ۰,

انقباضͬ شرط بنابراین .c = ۱
۲ و φ(۰) = ۰ ، t > ۰ هر برای آن�گاه ،φ(t) = t

۱
t−۲ |۱ − log t| دهیم، قرار اگر

با است هم�ارز (٢.١.١) شرایط x ̸= y برای
∫ τ

۰ φ(t)dt = τ
۱
τ که حالͬ در است. برقرار (٢.١.١)

d(fx, fy)
۱

d(fx,fy ≤ cd(x, y)
۱

d(x,y) . (۴.١.١)

.y = ۱
m
و x = ۱

n
دهید قرار .m > n m,nو ∈ N کنید فرض است. برقرار (۴.١.١) رابطه مͬ�کنیم ثابت حال

داریم

d(fx, fy)۱/d(fx,fy) = | ۱

n+ ۱
− ۱

m+ ۱
|۱/|

۱
(n+۱)

− ۱
(m+۱)

|

= [
m− n

(n+ ۱)(m+ ۱)
](n+۱)(m+۱)/(m−n)

دیͽر، طرف از

d(x, y)۱/d(x,y) = |۱
n
− ۱

m
|۱/|

۱
n
− ۱

m
| = [

m− n

mn
]nm/(m−n).
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تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .١.١ ١ فصل

مͬ�دهیم نشان حال

[
m− n

(n+ ۱)(m+ ۱)
](n+۱)(m+۱)/(m−n) ≤ ۱

۲
[
m− n

nm
]nm/(m−n),

هم�ارز، طور به یا

[
m− n

(n+ ۱)(m+ ۱)
](n+m+۱)/(m−n).[

nm

(n+ ۱)(m+ ۱)
]nm/(m−n) ≤ ۱

۲
.

داریم عضو دومین تحلیل با بالا رابطه در

[
nm

(n+ ۱)(m+ ۱)
]nm/(m−n) ≤ ۱,

همچنین و ،nm/(m− n) > ۰ و nm < (n+ ۱)(m+ ۱) چون

[
m− n

(n+ ۱)(m+ ۱)
](n+m+۱)/(m−n) ≤ ۱

۲
(۵.١.١)

چون که حالͬ در ،۲(m− n) ≤ (n+ ۱)(m+ ۱) بنابراین ،m ≤ ۳n+mn+ ۱ ،n,m ∈ N هر برای چون

y = ۰ و x = ۱
n
دیͽر، طرف از است. ͷی از بزرگتر توان بنابراین n+m+۱ > m−n ،m,n ∈ N هر برای

صورت این در بͽیرید، نظر در را

d(fx, fy)۱/d(fx,fy) = [
۱

n+ ۱
]n+۱ ≤ ۱

۲
[
۱

n
]n =

۱

۲
d(x, y)۱/d(x,y),

داریم ۱
n+۱ ≤ ۱

۲ و n
n+۱ < ۱ ،n ∈ N هر برای چون

[
n

n+ ۱
]n.

۱

n+ ۱
≤ ۱

۲

شده تعریف φ و c با که گفت مͬ�توان واقع در مͬ�کند. صدق c = ۱
۲ با (۴.١.١) شرط در f نگاشت نتیجه، در

اما داشت. خواهیم را (٢.١.١) انقباضͬ شرایط

sup
{x,y∈X|x̸=y}

d(fx, fy)

d(x, y)
= ۱,

نمͬ�باشد. برقرار باناخ انقباض اصل بنابراین

برقرار (١٠.١.١) قضیه�ی آن�گاه بͽیریم، نظر در φ نگاشت برای جا همه تقریباً را صفر مقدار اگر .٣ ملاحظه

درستͬ برای مثال دو ادامه در نیست. درست (١٠.١.١) قضیه�ی نتیجه بپذیرد منفͬ مقادیر φ اگر بعلاوه، نمͬ�باشد.

مͬ�دهیم. ارائه مطلب این
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تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .١.١ ١ فصل

φ : R+ → و f : N → N فرضکنید بͽیرید. نظر در اقلیدسͬ متر با همراه را N طبیعͬ اعداد مجموعه مثال۴.

باشند شده تعریف زیر صورت به R+

fx =

{
۱, x ̸= ۱,
۲, x = ۱.

φ(t) =

{
e۱/(۱−t), t > ۱,

۰, t ∈ [۰,۱].

داریم دلخواه c ∈ (۰,۱) ͷی برای صورت این در d(fx, fy) ≤ ۱ ،x, y ∈ N هر برای ∫چون d(fx,fy)

۰

φ(t)dt ≤
∫ ۱

۰

φ(t)dt = ۰ ≤ c

∫ d(x,y)

۰

φ(t)dt.

ندارد. ثابت نقطه f اما است، برقرار c ∈ (۰,۱) هر برای (٢.١.١) انقباضͬ شرایط نتیجه در

f : [۰,+∞) → [۰,+∞) کنید فرض بͽیرید. نظر در اقلیدسͬ متر با همراه را [۰,+∞) مجموعه .۵ مثال

داریم c ∈ (۰,۱) هر برای است. φ(t) = −۱ و fx := x+ ۱ صورت به شده ∫تعریف d(fx,fy)

۰

φ(t)dt = −d(fx, fy) ≤ −d(x, y) ≤ −cd(x, y) = c

∫ d(x,y)

۰

φ(t)dt,

ندارد. ثابت نقطه f اما است برقرار (٢.١.١) نتیجه در

شرایط در که نگاشت�هایی برای ثابت نقطه وجود با ارتباط در متعددی مقالات (١٠.١.١) قضیه�ی بیان از بعد

رجوع [۶٧] ،[۶٠] ،[٢۴] ،[٣۴] ،[٧] ،[۴] مقالات به ) شد. ارائه مͬ�کنند، صدق انتگرالͬ نوع از انقباضͬ

کنید)

فضای ͷی از بسته و ناتهͬ مجموعه�های زیر روی را دوری عملͽر مفهوم دیͽران و ک˼رک١۶ ،۲۰۰۳ سال در

کردند. تعریف زیر صورت به (X, d) ͷمتری

(X, d) ͷمتری فضای ͷی از بسته و ناتهͬ مجموعه�های زیر {Ai}pi=۱ کنید فرض [۴١] .١١.١.١ تعریف

باشد برقرار زیر شرایط اگر مͬ�شود نامیده دوری نگاشت ͷی T : ∪p
i=۱Ai → ∪p

i=۱Aiنگاشت باشند.

T (Ai) ⊆ Ai+۱, ∀i ∈ {۱,۲, . . . , p} (۶.١.١)

دوری نگاشت ͷی برای را زیر شرایط (A۱ = A,A۲ = B) p = ۲ برای بعلاوه، .Ap+۱ = A۱ آن در که

داریم

T (A) ⊆ B و T (B) ⊆ A. (٧.١.١)
١۶Kirk
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تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .١.١ ١ فصل

مͬ�دهیم. ارائه شده�اند، ثابت دوری نگاشت�های با متناظر که را ثابت نقطه از قضایای ادامه در

و ناتهͬ مجموعه�های زیر B و A کنید فرض (Kirk, Srinivasan and Veeramani ،[۴١]) .١٢.١.١ قضیه

هر برای و کند صدق (٧.١.١) شرط در T : X → X نگاشت و بوده (X, d) کامل ͷمتری فضای ͷی از بسته

باشیم داشته y ∈ B و x ∈ A

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y), k ∈ [۰,۱),

دارد. A ∩B در یͺتا ثابت نقطه ͷی T صورت این در

در نویسندگان طرفͬ از نیست. T نگاشت پیوستگͬ به نیازی بالا قضیه�ی در که است این توجه جالب نکته

مͬ�دهد. نتیجه نیز را مشترک ثابت نقطه وجود نگاشت دو برای (١٢.١.١) قضیه�ی که کردند ثابت [۴١]

باشند. (X, d) کامل ͷمتری فضای از بسته و ناتهͬ مجموعه�های زیر B و A کنید فرض [۴١] .١٣.١.١ نتیجه

باشیم داشته y ∈ B و x ∈ A هر برای که طوری به باشند نگاشت دو g : B → A و f : A→ B کنید فرض

d(fx, gy) ≤ kd(x, y), k ∈ [۰,۱),

.fx۰ = gx۰ = x۰ که طوری به دارد وجود x۰ ∈ A ∩B یͺتای نقطه صورت این در

را انقباضͬ شرط و داده توسیع X مجموعه�های زیر از متناهͬ خانواده به را (١٢.١.١) قضیه�ی همچنین،

گرفتند. نظر در y ∈ Ai+۱ و x ∈ Ai به محدود

(X, d) کامل ͷمتری فضای ͷی از بسته و ناتهͬ مجموعه�های زیر {Ai}pi=۱ کنید فرض [۴١] .١۴.١.١ قضیه

که y ∈ Ai+۱ و x ∈ Ai هر برای و کند صدق (۶.١.١) شرط در T : ∪p
i=۱Ai → ∪p

i=۱Ai کنید فرض باشند.

باشیم داشته ،۱ ≤ i ≤ p

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y), k ∈ [۰,۱),

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T صورت این در

١١



تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .١.١ ١ فصل

[١٨] کاریستͬ نتیجه و [١۶] بوید-وانگ نتیجه ،[٢٩] گراختͬ نتیجه ،[٢۵] ادلشتاین نتیجه [۴١] مقاله در

صورت به را دوری نمایش مفهوم ١٨ راس ،۲۰۰۵ سال در کرد. پیدا توسیع دوری نگاشت�های به مشابه طور به ١٧

کرد. معرفͬ زیر

ͷی T : X → X و مثبت صحیح عدد ͷی m ناتهͬ، مجموعه ͷی X کنید فرض [۶١] تعریف١.١.١۵.

اگر مͬ�شود، نامیده T به نسبت X دوری نمایش X = ∪m
i=۱Ai است. نگاشت

باشند؛ ناتهͬ مجموعه�های i = ۱,۲, . . . ,m برای ها Ai (١)

.T (A۱) ⊂ A۲, . . . , T (Am−۱) ⊂ Am, T (Am) ⊂ A۱ (٢)

صورت به T نگاشت کنید فرض .A۲ := {۲n− ۱ : n ∈ N} و A۱ := {۲n : n ∈ N} کنید فرض .۶ مثال

باشد شده تعریف زیر

Tx = ۳x+ ۱, ∀x ∈ A۱ ∪ A۲.

است. T به نسبت N دوری نمایش ͷی N = A۱ ∪ A۲ صورت این در

صورت، به را X از بسته و ناتهͬ مجموعه�های زیر است. معمولͬ متر با همراه X = R کنید فرض .٧ مثال

Y = ∪۶
i=۱Ai = با A۶ = [۱,۲] و A۵ = [۱, ۵

۳ ] ،A۴ = [۱, ۴
۳ ] ،A۳ = [۲۳ ,۱] ،A۲ = [۱۳ ,۱] ،A۱ = [۰,۲]

باشد شده تعریف زیر صورت به T : Y → Y کنید فرض بͽیرید. نظر در [۰,۲]

T (A۱) =

{
۱
۲ , ۰ ≤ x < ۱

۳
۱, این�صورت غیر در T (A۲) =

{
۵
۶ ,

۱
۳ ≤ x < ۲

۳
۱, این�صورت غیر در

T (A۳) =

{
۷
۶ ,

۲
۳ ≤ x < ۵

۶
۱, این�صورت غیر در T (A۴) =

{
۳
۲ , ۱ ≤ x < ۷

۶
۱, این�صورت غیر در

T (A۵) =

{
۱۱
۶ ,

۴
۳ ≤ x < ۳

۲
۱, این�صورت غیر در T (A۶) =

{
۲, ۵

۳ ≤ x < ۱۱
۶

۱, این�صورت غیر در

از .T (A۶) ⊂ A۱ و T (A۵) ⊂ A۶ ،T (A۴) ⊂ A۵ ،T (A۳) ⊂ A۴ ،T (A۲) ⊂ A۳ ،T (A۱) ⊂ A۲ آن�گاه،

آن�گاه x۱ ∈ A۱ اگر دیͽر طرف

Tx۱ = x۲ =

{
۱
۲ , ۰ ≤ x۱ <

۱
۳

۱, این�صورت غیر در T (x۲) = x۳ =

{
۵
۶ , ۰ ≤ x < ۱

۳
۱, این�صورت غیر در

است. T به نسبت Y دوری نمایش ∪۶
i=۱Ai بنابراین

١٧Caristi
١٨Rus
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تک�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .١.١ ١ فصل

یͷنگاشتϕ-انقباضͬ مفهوم راس و پͺوآر١٩ ،۲۰۱۰ سال در ضعیف، نگاشتϕ-انقباضͬ مفهوم به توجه با

را یͺتا ثابت نقطه وجود و معرفͬ زیر صورت به ͷمتری فضای ͷی روی T نگاشت ͷی برای را دوری ضعیف

کردند. ثابت T برای

مجموعه�های ,A۱زیر . . . , Am مثبت، mعددیصحیح ،ͷمتری فضای (X, d) فرضکنید [۵۴] تعریف١.١.١۶.

دوری ضعیف ϕ-انقباضͬ نگاشت ͷی را T : Y → Y نگاشت است. Y = ∪m
i=۱Ai و X از بسته و ناتهͬ

اگر مͬ�نامیم

باشد؛ T به نسبت Y از دوری نمایش ͷی ∪m
i=۱Ai (١)

و ϕ(t) > ۰ ،t > ۰ هر برای که طوری به باشد موجود ϕ : [۰,+∞) → [۰,+∞) صعودی و پیوسته تابع (٢)

باشیم داشته Am+۱ = A۱ و i ∈ {۱,۲, . . . ,m} آن در که y ∈ Ai+۱ و x ∈ Ai هر برای و ϕ(۰) = ۰

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)− ϕ(d(x, y)).

و A۲ = [۰,۱] = A۴ ،A۱ = [−۱, ۰] = A۳ کنید فرض است. معمولͬ متر با X = R کنید فرض .٨ مثال

است واضح مͬ�کنیم. تعریف Tx = −x
۳ صورت به را T : Y → Y نگاشت ،x ∈ Y هر برای .Y = ∪۴

i=۱Ai

ͷی T آن�گاه ϕ(t) := t
۲ دهیم قرار اگر آن، بر علاوه است. T به نسبت Y از دوری نمایش ͷی ∪۴

i=۱Ai که

بود. خواهد دوری ضعیف ϕ-انقباضͬ نگاشت

و A۱ = A۲ = · · · = Am = [۰,۱] کنید فرض است. معمولͬ متر با X = R کنید فرض .٩ مثال

واضح مͬ�کنیم. تعریف Tx = x
۱+x

صورت به را T : Y → Y نگاشت x ∈ Y هر برای .Y = ∪m
i=۱Ai

ͷی T آن�گاه ،ϕ(t) := t۲

t+۲ دهیم قرار اگر بعلاوه، است. T به نسبت Y از دوری نمایش ͷی ∪m
i=۱Ai که است

بود. خواهد دوری ضعیف ϕ-انقباضͬ نگاشت

صحیح عدد m کامل، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض (Pacurare, Rus، [۵۴]) .١٧.١.١ قضیه

پیوسته تابع کنید فرض باشند. Y = ∪m
i=۱Ai و X از بسته و ناتهͬ مجموعه�های زیر A۱, . . . , Am مثبت،

اگر .ϕ(t) > ۰ ،t ∈ (۰,∞) هر برای و ϕ(۰) = ۰ که طوری به باشد موجود ϕ : [۰,+∞) → [۰,+∞)

١٩Pacurar

١٣



چند�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .٢.١ ١ فصل

نسبت Y دوری نمایش ͷی Y = ∪m
i=۱Ai آن در که باشد ضعیف دوری نگاشتϕ-انقباضͬ ͷی T : X → X

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T آن�گاه است، T به

انقباضͬ شرایط گرفتن نظر در با دوری نگاشت�های برای ثابت نقطه وجود بررسͬ به دیͽری متعدد مقالات

کرد. اشاره [۵۶] و [۵۵] ،[٣٨] ،[١٣] مقالات به مͬ�توان جمله از پرداخته�اند، متفاوت

چند�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای ٢.١

،ͷمتری فضای ͷی روی چندمقداری توابع برای آمده به�دست نتایج برخͬ یادآوری به داریم قصد بخش این در

برای تصویر یͺتایی شرط حذف با یͷضابطه بودن تابع مفهوم طبیعͬ تعمیم چندمقداری نگاشت مفهوم بپردازیم.

نظریه بحث در دارند، ریاضیات خود در که کاربردهایی از جدای چندمقداری نگاشت�های است. دامنه عضو هر

کاربرداند. دارای نیز ͬͺدینامی سیستم�های و بهینه کنترل بازی�ها،

تنظیم [۴٢] اساس بر که را زیر متداول نمادگذاری ،ͷمتری فضای ͷی مجموعه�های زیر بیان در سهولت منظور به

برد. خواهیم کار به نامه پایان این سرتاسر در و معرفͬ شده،

دراین�صورت: است. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .١ نمادگذاری

X؛ ناتهͬ مجموعه�های زیر تمام خانواده به اشاره برای را N (X)

X؛ بسته و ناتهͬ مجموعه�های زیر تمام خانواده به اشاره برای را C(X)

X؛ کراندار و ناتهͬ مجموعه�های زیر تمام خانواده به اشاره برای را B(X)

X؛ فشرده و ناتهͬ مجموعه�های زیر تمام خانواده به اشاره برای را K(X)

� مͬ�بریم. کار به X کراندار و بسته ، ناتهͬ مجموعه�های زیر تمام خانواده به اشاره برای را CB(X)

مͬ�پردازیم. آن خواص از پاره�ای و ٢٠ هاسدورف ͷمتری معرفͬ به ابتدا بخش این در
٢٠Hausdorff metric

١۴



چند�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .٢.١ ١ فصل

به ) ͬͽهمسای-εͷی از منظور صورت این در است. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض تعریف١.٢.١.

است: زیر مجموعه مͬ�دهیم، نشان N(ε, A) نماد با که A ∈ CB(X) ͷی برای ( ε > ۰ هر ازای

N(ε, A) = {x ∈ X| d(x, a) < ε, a ∈ A ͷی حداقل .{برای

مͬ�شود تعریف زیر صورت به که را R به CB(X)× CB(X) از H تابع [۴٨] تعریف٢.٢.١.

H(A,B) = inf{ε|A ⊂ N(ε, B) , B ⊂ N(ε, A)}, ∀A,B ∈ CB(X). (١.٢.١)

نامند. CB(X) برای هاسدورف ͷمتری

معمولا˟ جدیدتر منابع در که دارد وجود هاسدورف ͷمتری برای زیر صورت به نیز دیͽری معادل تعریف البته

مͬ�شود. استفاده آن از

مͬ�دهیم قرار A,B ∈ CB(X) هر برای [۴٢] تعریف٣.٢.١.

H(A,B) = max

{
sup
x∈B

D(x,A), sup
y∈A

D(y,B)

}
(٢.٢.١)

نامند. d توسط شده القا هاسدورف ͷمتری را H تابع است. D(x,A) = infy∈A d(x, y) آن در که

است. CB(X) روی متر ͷی (٣.٢.١) تعریف در شده تعریف H تابع .۴.٢.١ گزاره

معاد���ل�اند. هاسدورف ͷمتری برای شده ارائه (٣.٢.١) و (٢.٢.١) تعاریف ([۵] ،[٣۵]) .۵.٢.١ گزاره

R∪{−∞,+∞} یعنͬ ) R توسیع R∗ آن در که است تابع ͷی f : (X, d) → R∗ فرضکنید تعریف٢.١.۶.

{xn} مانند دنباله هر ازای به اگروتنهااگر است پایینͬ] پیوسته [نیم- بالایی نیم-پیوسته x۰ ∈ X در f مͬ�باشد. (

باشیم داشته xn → x۰ که X در

lim sup
n

f(xn) ≤ f(x۰) [f(x۰) ≤ lim inf
n

f(xn)].

ͷی از منظور باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) و ͷتوپولوژی فضای ͷی T کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

تمام گردایه ١ نمادگذاری مطابق N (X) آن در که است F : T → N (X) چون نگاشتͬ چندمقداری، نگاشت

است. X ناتهͬ مجموعه�های زیر

١۵



چند�مقداری توابع برای ثابت نقطه قضایای .٢.١ ١ فصل

١ نمادگذاری در شده ارائه نمادهای صورت به تابع برد دادن نشان با را چندمقداری نگاشت پایان�نامه این در

نموده�ایم. ابراز

چندمقداری نگاشت ͷی همواره f معکوس است. تک�مقداری نگاشتͬ f : X۱ → X۲ کنید فرض .١٠ مثال

است:

F (y) := f−۱(y) = {x ∈ X۱|f(x) = y}.

یاد به پایه ریاضیات از است. تک�مقداری نگاشتͬ (X۲ = R یا C) f : X۱ → X۲ کنید فرض .١١ مثال

مͬ�توان اینک دارند. اختلاف هم با ثابت ͷی در که است توابع از ای مجموعه ،f نامعین انتگرال که داریم

کرد: تعریف را نامعین انتگرال چندمقداری نگاشت

F (x) :=

∫
f(x)dx = {h(x)|h′(x) = f(x)}.

با و چندمقداری نگاشت�های برای انقباضͬ نگاشت ͷی مفهوم سازی مدل از پس ٢١ نادلر ،١٩۶٩ سال در

کرد. اثبات چندمقداری انقباض�های برای را قضیه�ای باناخ، انقباض اصل اثبات با مشابه روشͬ از استفاده

ͷی M : X → CB(X) و کامل ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض (Nadler ،[۴٨]) .٨.٢.١ قضیه

مͬ�کند صدق زیر انقباضͬ شرایط در x, y ∈ X هر برای که باشد چندمقداری نگاشت

H(Mx,My) ≤ αd(x, y), α ∈ (۰,۱),

داشت. خواهد ثابت Mنقطه صورت این در

موضعͬ نوعͬ ، [٢۵] ٢٢ ادلشتاین توسط شده ارائه مفاهیم سازی مدل با شده گفته قضیه ارائه از پس نادلر

کرد. ارائه چندمقداری نگاشت�های برای انقباضͬ شرط از سازی

را M : X → CB(X) چندمقداری نگاشت است. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .٩.٢.١ تعریف

x, y ∈ X هر برای هرگاه ،( ε > ۰, ۰ ≤ λ < ۱ آن در (که گوییم ٢٣ انقباضͬ موضعاً یͺنواخت طور ,ε)-به λ)

باشیم داشته d(x, y) < ε که

H(Mx,My) ≤ λd(x, y).

٢١Nadler
٢٢Edelstein
٢٣(ε, λ)-uniformly locally contractive

١۶


