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චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
رحیمͬ، اصغر دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه
آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که دارابی بیاض دکتر آقای جناب از
جناب از دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی

کنم. مͬ تشͺر فرمودند تقبل را رساله این داوری� زحمت که پیری دکتر آقای
و مهربانم همسرم عزیزم، مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در و
بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از بعد

باقرنژاد منصور
١٣٩٢ اردیبهشت



منصور نام: باقرنژاد خانوادگͬ: نام

هیلبرت فضاهای در یافته تعمیم قاب�های ضربͽرهای پایان�نامه: عنوان

بیاضدارابی دکتر مشاور: استاد رحیمͬ اصغر دکتر راهنما: استاد

ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع
ریاضͬ آنالیز گرایش: محض ریاضͬ رشته:

پایه علوم دانشͺده: مراغه دانشͽاه:
١٣٨ صفحه: تعداد ١٣٩٢ اردیبهشت فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

یͺه، متعامد g−پایه ریس، g−پایه g−بسل، g−قاب، قاب�ها، واژه�ها: کلید
تلفیقͬ. قاب ضربͽر،

چͺیده
از تعمیمͬ که را یافته تعمیم بسل ضربͽرهای مفهوم پایان�نامه، این در
قرار مطالعه مورد هستند، یافته تعمیم بسل دنباله�های برای بسل، ضربͽرهای
ℓ∞ و ℓp ،ℓ١ از عضوی m شاخص که وقتͬ را عملͽرها این خواص دهیم. مͬ
پارامترهای که وقتͬ را عملͽرها این رفتار همچنین کنیم. مͬ بررسͬ باشد، مͬ

دهیم. مͬ قرار بررسͬ مورد کند، مͬ تغییر آنها



مطالب فهرست

ج مطالب فهرست
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۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شاتن p−کلاس عملͽرهای ٣.٣
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چ مطالب فهرست
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١١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تلفیقͬ قاب�های ضربͽرهای ۴.۴

١٢٣ مراجع

١٢۶ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

١٢٨ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه



١ فصل

مقدمات و تعاریف

١ عملͽرها ١.١

قرار استفاده مورد آتͬ فصل�های در که نمادهایی از بعضͬ و مقدماتͬ قضایای و تعاریف فصل این در

در قاب�ها به مربوط عملͽرهای و آنها ویژگͬ�های و ٢ قاب�ها معرفͬ به سپس و کرده معرفͬ را مͬ�گیرند

هستند. هیلبرت فضاهای K و H پایان�نامه این سرتاسر در مͬ�پردازیم. ٣ هیلبرت فضاهای

X روی نرم ͷي ∥ · ∥: X → [٠,+∞] تابع باشد مختلط برداری فضای ͷي X كنيد فرض .١.١.١ تعریف

باشند: برقرار زير شرايط اگر مͬ�شود ناميده

،x = ٠ اگر تنها و اگر ،∥ x ∥= ٠ الف)

،∥ αx ∥= |α| ∥ x ∥ ،α ∈ C هر و x ∈ X هر ازای به ب)

. ∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ ،x, y ∈ X هر ازای به پ)

x, y, z ∈ H هر برای اگر مͬ�شود ناميده داخلͬ ضرب يͷفضای H مختلط برداری فضای تعریف٢.١.١.

:α ∈ C هر و
١Operators
٢Frames
٣Hilbert Spaces

١



٢ مقدمات و تعاریف .١ فصل

،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (١

،⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ (٢

،⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ (٣

،⟨x, x⟩ ≥ ٠ (۴

.x = ٠ اگر تنها و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ (۵

است. نرم ͷی ∥ x ∥=
√

⟨x, x⟩ ،x ∈ H هر و H داخلͬ ضرب فضای برای .٣.١.١ تعریف

تام متری فضای اين هرگاه مͬ�شود تبديل متری فضای ͷي به H بالا نرم از حاصل متر با .۴.١.١ تعریف

مͬ�نامند. هيلبرت فضای را H باشد، همͽرا آن در كشͬ دنباله هر يعنͬ باشد

باشد داشته وجود p ∈ P ،x ̸= ٠ ازای به اگر گوييم ۴ جداپذير را توابع از P خانواده ͷي .۵.١.١ تعریف

.p(x) ̸= ٠ که طوری

{xn} توسط شده توليد خطͬ زيرفضای باشد H اعضای از دنباله�ای {xn} كنيم فرض .۶.١.١ تعریف

ديͽر: عبارت به ها. xn از متناهͬ خطͬ تركيبات همه مجموعه از عبارتست

span(xn) = {
N∑

k=−N
ckxk;N > ٠, ck ∈ C}.

باشد: H اعضای از دنباله�ای {xn} كنيم فرض .٧.١.١ تعریف

:m,n ∈ Z هر ازای به اگر است ۵ متعامد دنباله {xn} دنباله (١

⟨xm, xn⟩ = δm,n =

{
١ اگر m = n

٠ اگر m ̸= n.

۴Separable
۵Orthonormal Sequence



٣ مقدمات و تعاریف .١ فصل

باشيم: داشته m ∈ Z هر ازای به ضمن در و بوده متعامد اولا اگر است يͺه متعامد {xn} دنباله (٢

∥ xm ∥= ١.

یͺه متعامد مجموعه را E باشد H هيلبرت فضای از مجموعه�ای زير E ̸= ٠ كنيد فرض .٨.١.١ تعریف

باشيم: داشته e, f ∈ E هر ازای به اگر گوييم

،e ⊥ f (١

. ∥ e ∥= ١ (٢

مͬ�نامند. (ONB) يͺه متعامد پايه را ماكسيمال یͺه متعامد مجموعه

ͷي T : X → Y نگاشت باشند C روی ͷتوپولوژي برداری فضای دو X,Y کنید فرض .٩.١.١ تعریف

باشيم: داشته α, β ∈ C هر و x, y ∈ X هر ازای به اگر است خطͬ عملͽر

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

مͬ�دهيم. نشان B(X,Y ) با را Y به X از پيوسته خطͬ عملͽرهای همه مجموعه

گوييم كراندار را T : X → Y خطͬ نگاشت باشند دار نرم فضای دو Y و X فرضکنید .١٠.١.١ تعریف

باشيم: داشته x ∈ X هر ازای به طوريͺه به M ∈ R+ باشد داشته وجود اگر

∥ Tx ∥Y≤M ∥ x ∥X .

در باشد كراندار عملͽر ͷي T : X → Y و باشند دار نرم فضاهای Y و X كنيد فرض .١١.١.١ تعریف

هر ازای به طوريͺه به T ∗ : Y ∗ → X∗ از عبارتست و داده نشان T ∗ با را T الحاقͬ عملͽر صورت اين



۴ مقدمات و تعاریف .١ فصل

،x ∈ X و f ∈ Y ∗

⟨x, T ∗f⟩ = ⟨Tx, f⟩.

داريم: T ∈ B(X,Y ) هر برای

NT = kerT = {x : Tx = ٠},

RT = rangT = {Tx : x ∈ X}.

:T ∈ B(H) اگر .١٢.١.١ تعریف

.T ∗ = T−١ یا TT ∗ = T ∗T = ١ اگر گوييم ۶ يͺانͬ را T عملͽر (١

.T ∗T = TT ∗ اگر گوييم ٧ نرمال را T عملͽر (٢

گوييم فشرده را T : X → Y خطͬ عملͽر باشند ٨ باناخ فضاهای Y و X كنيم فرض .١٣.١.١ تعریف

طوريͺه: به باشد فشرده Y در TB١ اگر

B١ = {x ∈ X :∥ x ∥≤ ١}.

نماد با آنرا باشد X = Y اگر و مͬ�دهيم نشان K(X,Y ) نماد با را Y به X از فشرده عملͽرهای مجموعه

مͬ�دهيم. نمايش K(X)

اگر گوييم معكوس�پذير را T ∈ B(X) عملͽر باشد باناخ فضای ͷي X كنيم فرض .١۴.١.١ تعریف

.S = T−١ مͬ�نويسيم و ST = TS = I طوريͺه به S ∈ B(X) عملͽر باشد داشته وجود
۶Unitary
٧Normal
٨Banach spaces



۵ مقدمات و تعاریف .١ فصل

داريم: باشد خطͬ عملͽر ͷي T : X → Y اگر .١۵.١.١ تعریف

∥ T ∥ = sup
{
∥T (h)∥ :∥ h ∥= ١

}

= sup
{∥Th∥
∥ h ∥

: h ∈ H,h ̸= ٠
}

= inf
{
k > ٠, ∥T (h)∥ ≤ k ∥ h ∥: h ∈ H

}
.

ناميده X تصوير P : X → X خطͬ عملͽر باشد برداری فضای ͷي X كنيم فرض .١۶.١.١ تعریف

را P آنگاه ،R(P ) = N(P )⊥ اگر .P٢x = P (P (x)) = Px باشيم داشته x ∈ X هر ازای به اگر مͬ�شود

گوئیم. متعامد تصویر

و H = K اگر گويند ٩ خودالحاق را T صورت اين در باشد T ∈ B(H,K) كنيد فرض .١٧.١.١ تعریف

.T = T ∗

داريم T ∈ B(H,K) خودالحاق عملͽر هر برای

∥ T ∥op= sup
∥f∥≤١

|⟨Tf, f⟩|.

دهد نتيجه xn → x٠ اگر گويند پيوسته x٠ ∈ H١ در را T : H١ → H٢ عملͽر .١٨.١.١ تعریف

δ > ٠ باشد داشته وجود ϵ > ٠ هر برای اگر وتنها اگر است پيوسته x٠ در T ديͽر عبارت به .Txn → Tx٠

.∥Tx− Tx٠∥ < ϵ آنگاه ∥x− x٠∥ < δ اگر طوريͺه به

معادل�اند: زير گزاره�های صورت اين در باشد خطͬ يͷعملͽر T : H١ → H٢ فرضكنيد .١٩.١.١ قضیه

است، پيوسته نقطه�ای هر در T (١
٩Self-Adjoint



۶ مقدمات و تعاریف .١ فصل

است، يͺنواخت پيوسته H١ روی T (٢

است. كراندار T (٣

� شود. رجوع ١.٣ قضیه [٢٣] مرجع به برهان.

به باشد متناهͬ بعد دارای T برد اگر گوييم متناهͬ رتبه با را T ∈ B(H١,H٢) عملͽر .٢٠.١.١ تعریف

.dimT (H١) <∞ ديͽر عبارت

صورت اين در f ∈ H∗ و باشد هيلبرت فضای ͷي H فرضكنيد ريس): نمايش قضيه ) .٢١.١.١ قضیه

،h ∈ H هر برای طوريͺه به دارد وجود k٠ ∈ H فرد به منحصر بردار

f(h) = ⟨h, k٠⟩.

� شود. رجوع ٢.۵ قضیه [٢٣] مرجع به برهان.

بردارهای و H١ در V١, ..., Vn بردارهای باشد n متناهͬ رتبه Kبا ∈ B(H١,H٢) فرضكنيد .٢٢.١.١ قضیه

،x ∈ H١ هر برای طوريͺه به دارد وجود H٢ در φ١, ..., φn

Kx =

n∑
i=١

⟨x, Vi⟩φi.

باشند. ImK برای يͺه متعامد پايه است ممͺن φ١, ..., φn بردارهای

داريم: x ∈ H١ هر برای صورت اين در باشند ImK برای يͺه متعامد پايه ͷي φ١, ..., φn فرضكنيد برهان.

Kx =

n∑
i=١

⟨Kx,φi⟩φi (١.١)



٧ مقدمات و تعاریف .١ فصل

نمايش قضيه طبق بنابراين مͬ�باشد H١ روی كراندار خطͬ تابعک ͷي fi(x) = ⟨Kx,φi⟩ ،i هر برای حال

x ∈ H١ هر برای طوريͺه به ،Vi ∈ H١ دارد وجود ريس

⟨Kx,φi⟩ = fi(x) = ⟨x, Vi⟩, ١ ≤ i ≤ n

داريم: (١.١) رابطه از بنابراين

Kx =

n∑
i=١

⟨x, Vi⟩φi.

�

آنگاه: T, S ∈ B(H١,H٢) اگر .٢٣.١.١ قضیه

.(T + S)∗ = T ∗ + S∗ (١

.(αT )∗ = αT ∗ ،α ∈ C هر برای (٢

.T ∗∗ = T (٣

.(UT )∗ = T ∗U∗ آنگاه، U ∈ B(H٢,H٣) و باشد هيلبرت فضای H٣ اگر (۴

� شود. رجوع ٣.١١ قضیه [٢٣] مرجع به برهان.

باشد. فشرده T ∗ اگر تنها و اگر است فشرده T عملͽر ،T ∈ B(H) اگر .٢۴.١.١ قضیه

� شود. رجوع ٢.١۶ قضیه [٢٣] مرجع به برهان.

برد و D(T ) ⊆ H١ دامنه با T عملͽر باشند هيلبرت فضاهای H٢ و H١ كنيد فرض .٢۵.١.١ تعریف

در دنباله�ای {xn} وقت هر كه باشد خاصيت اين دارای اگر گويند بسته عملͽر ͷي را Rang(T ) ⊆ H٢



٨ مقدمات و تعاریف .١ فصل

.Tx = y ،x ∈ D(T ) ازای به آنگاه H٢ در Txn → y و H١ در xn → x كه باشد D(T )

است. بسته هيلبرت فضای روی كراندار خطͬ عملͽر ͷي واضح طور به

است. بسته عملͽر ͷي T صورت اين در باشد وارون�پذير T ∈ B(H١,H٢) كنيد فرض .٢۶.١.١ قضیه

داريم: پس است كراندار H٢ روی T−١ چون Txn → y و xn → x(xn ∈ D(T )) كنيد فرض برهان.

xn = T−١Txn = T−١y ⇒ x = T−١y ∈ D(T ), Tx = TT−١y = y.

�

،u ∈ D(S) هر برای و D(S) ⊆ D(T ) طوريͺه به باشند Y به X از عملͽر دو T و S اگر .٢٧.١.١ تعریف

مͬ�نويسيم: و مͬ�نامند T تحديد را S و S توسيع را T صورت اين در Su = Tu

S ⊂ T یا T ⊃ S.

است. شده تعريف چͽال طور به T گوييم باشد چͽال X در D(T ) اگر

.T ⊂ T ∗ و باشد شده تعريف چͽال طور به T اگر گوييم متقارن را T ∈ B(H) عملͽر .٢٨.١.١ تعریف

H١ از M بسته خطͬ زيرفضای اگر نامند ١٠ جزئͬ ايزومتری را T ∈ B(H١, H٢) عملͽر تعریف٢٩.١.١.

،x ∈M ازای به طوريͺه باشد داشته وجود

∥ Tx ∥=∥ x ∥,

.Tx = ٠ ،x ∈M⊥ هر برای جائيͺه
١٠Partial Isometry



٩ مقدمات و تعاریف .١ فصل

گوييم. T ١٢ نهايی مجموعه را M ′ = TM و ١١ آغازين مجموعه را M

،T ∈ B(H) و باشد. H هيلبرت فضای برای يͺه متعامد پايه ͷي {φi}∞i=١ كنيد فرض .٣٠.١.١ تعریف

مͬ�شود تعريف زير صورت به {φi}∞i=١ و T با متناظر (aij) ماتريس

aij = ⟨Tφi, φj⟩.

باشد: زير صورت به Sr ∈ L(ℓ٢) كنيد فرض .٣١.١.١ مثال

Sr(α١, α٢, ...) = (٠, α١, α٢, ...).

داريم: صورت اين در باشد ℓ٢ برای استاندارد يͺه متعامد پايه ͷي {ei}∞i=١ اگر

⟨Srej , ei⟩ = ⟨ej+١, ei⟩ = δj+١,i.

مͬ�باشد: زير ماتريس {ei}∞i=١ و S١ نمايش ماتريس بنابراين

٠ ٠ ٠ · · ·
١ ٠ ٠ · · ·
٠ ١ ٠ · · ·
... ... ... . . .

 .

(بردار x بردار باشد داشته وجود اگر نامند A ماتريس از ويژه مقدار را λ مختلط عدد .٣٢.١.١ تعریف

كه، طوری به ويژه)

Ax = λx.

١١Initial Set
١٢Finally Set



١٠ مقدمات و تعاریف .١ فصل

١٣ معكوس شبه عملͽرهای ١.١.١

كراندار عملͽر صورت اين در باشد بسته برد با A ∈ B(H١,H٢) كنيد فرض .٣٣.١.١ لم

،f ∈ RA ازای به كه طوری به دارد وجود A† : H٢ → H١

AA†f = f.

� شود. رجوع ۴۵.۴.A لم [٣] مرجع به برهان.

آنگاه: باشد وارون�پذير A اگر مͬ�نامند. Aمعكوس شبه عملͽر قبل لم در را A† .٣۴.١.١ تعریف

.A† = A−١

داريم: صورت اين در باشند وارون�پذير V و U اگر

(UAV )† = V −١A†U−١.

باشند). متناهͬ بعد با فضاها اگر حتͬ ) (A ◦B)† ̸= B† ◦A† كلͬ حالت در اما

صورت: اين در باشد بسته برد با T ∈ B(H١,H٢) كنيد فرض .٣۵.١.١ لم

مͬ�باشد. RT روی به H١ از متعامد تصوير TT † (١

مͬ�باشد. RT † روی به H٢ از متعامد تصوير T †T (٢

.(T ∗)† = (T †)∗ و مͬ�باشد بسته برد دارای T ∗ (٣

مͬ�شود: تعريف زير صورت به RT روی T † عملͽر (۴

T † = T ∗(TT ∗)−١.
١٣Pseudo-inverse operator



١١ مقدمات و تعاریف .١ فصل

� شود. رجوع ٢.۵.٢ لم [١٣] مرجع به برهان.

اين در y ∈ H كنيد فرض باشد پوشا و كراندار عملͽر ͷي U : K → H كنيد فرض .٣۶.١.١ قضیه

است. نرم کمترین دارای که دارد x = U †y شͺل به فردی به منحصر جواب Ux = y معادله صورت

� شود. رجوع ٣.۵.٢ قضیه [١٣] مرجع به برهان.

بسته بردهای با كراندار خطͬ عملͽرهای U : H٢ → H١ و T : H١ → H٢ كنيد فرض .٣٧.١.١ گزاره

اگر: تنها و اگر (U ◦ V )† = V †U † صورت اين در باشند

باشد، بسته برد دارای (U ◦ V ) (١

باشد، پايا V V ∗ تحت RU∗ (٢

باشد. پايا U∗U تحت RU∗ ∩ ker(V ∗) (٣

� شود. رجوع ۴٨.۴.A گزاره [٣] مرجع به برهان.

صورت: اين در باشد بسته برد با كراندار خطͬ عملͽر ͷي T : H١ → H٢ كنيد فرض .٣٨.١.١ نتیجه

.(U∗U)† = U †U∗†

� شود. رجوع ۴٩.۴.A نتیجه [٣] مرجع به برهان.



١٢ مقدمات و تعاریف .١ فصل

عملͽر ͷي ١۴ طيف ٢.١.١

منظم نقطه ͷي را λ باشد، وارون�پذير λI −T اگر .λ ∈ C و باشد T ∈ B(H) فرضكنيد تعریف٣٩.١.١.

نامند. مͬ T ١۶ حلال مجموعه را منظم نقاط همه از متشͺل ρ(T ) مجموعه نامند. مͬ T (عادی) ١۵

مجموعه صورت اين در باشد دلخواه ماتريس ͷي A اگر (١ .۴٠.١.١ تعریف

σ(A) = {λ|A ویژه {λمقدار

گويند. Aطيف را

گويند. ١٧ A طيفͬ شعاع را ρ(A) = max{|λ| : λ ∈ σ(A)} عدد

مͬ�باشد. ρ(T ) متمم T از σ(T ) طيف

١٨ منفرد مقادير ٣.١.١

باشيم: داشته h ∈ H هر ازای به هرگاه گوييم مثبت را T ∈ B(H) عملͽر .۴١.١.١ تعریف

⟨Th, h⟩ ≥ ٠.

مͬ�دهيم. نمايش T ≥ ٠ با آنرا و

عملͽر باشد فشرده يͷعملͽر T ∈ B(H١,H٢) و باشند هيلبرت فضاهای H٢ و H١ اگر تعریف۴٢.١.١.

داريم: زيرا است مثبت و فشرده T ∗T

⟨T ∗Tx, x⟩ =∥ Tx ∥٢≥ ٠. (٢.١)
١۴Spectrum
١۵Regular points
١۶Resolvent set
١٧Spectrum radius
١٨Singular values



١٣ مقدمات و تعاریف .١ فصل

مͬ�باشد. λ١(T ∗T ) ≥ λ٢(T ∗T ) ≥ · · · > ٠ ويژه مقادير از پايه دستگاه ͷي دارای بنابراين

به و داده نمايش Sj(T ) با را T منفرد مقادير حال هستند. متناهͬ φ١, φ٢, ... ويژه بردارهای حالت اين در

مͬ�کنيم: تعريف زير صورت

Sj(T ) = [λj(T
∗T )]

١
٢ .

.Sj(T ) → ٠ و Sj(T ) ≥ Sj+١(T ) ،j = ١,٢, ... ازای به که طوری به

يعنͬ: نوشت ها fk از خطͬ تركيب شͺل به را f بتوان اگر f ∈ span{fk}∞k=١ گوييم .۴٣.١.١ تعریف

f =

∞∑
k=١

Ckfk.

برای پايه ͷي X به متعلق {ek}∞k=١ بردارهای از دنباله ͷي باشد باناخ فضای ͷي X اگر تعریف١.١.۴۴.

طوريͺه: به باشد موجود اسͺالر از {ck(f)}∞k=١ دنباله f ∈ X هر برای اگر است X

f =
∞∑
k=١

ck(f)ek.

در T ∈ B(H) و باشد H هيلبرت فضای برای يͺه متعامد پايه ͷي {ek}∞k=١ كنيد فرض .۴۵.١.١ تعریف

مͬ�کنيم: تعريف زير صورت به و داده نمايش tr(T ) يا trac(T ) با را T ١٩ اثر صورت اين

trac(T ) =

∞∑
k=١

⟨Tek, ek⟩.

است. مستقل يͺه متعامد پايه انتخاب از T اثر

ازای به صورت اين در باشد داخلͬ ضرب فضای يك H اگر كوشͬ-شوارتز) نامساوی ) .۴۶.١.١ قضیه
١٩Trace


