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قدردانی

است رسیده اتمام به نامه پایان این نگارش متعال، خداوند لطف به که اینک
ای5ن رس5ان5دن پ5ای5ان ب5ه و ان5ج5ام در ک5ه ب5زرگ5واران5ی از ت5ا م5یدان5م لازم خ5ود ب5ر

نمایم. را قدردانی و تشکر کمال نمودهاند یاری مرا نامه پایان

ه5م5واره م5دت ای5ن ط5ول در ک5ه م5ح5دث دک5ت5ر آق5ای ج5ن5اب ب5زرگ5وارم، اس5ت5اد از
تشکر کمال دادهاند قرار خویش عنایت و لطف مورد مرا و بوده بنده مشوق
هندسه شیرین علم ارزنده مباحث بر علاوه ارجمندم استاد این از دارم. را
و موارد این خاطر به و گرفتهام یاد نیز مدیریت الفبای و اخلاق محاسباتی،

سپاسگذارم. صمیمانه است کرده ایجاد برایم زندگی در که فرصتهایی تمام

داوران محترم اعضای و خسروی رامتین دکتر آقای جناب مشاورم استاد از

ن5وذری، دک5ت5ر ش5ف5ی5ع5ی، دک5ت5ر رزازی، دک5ت5ر ک5اش5ان5ی، ح5ج5ت پ5روف5س5ور آق5ای5ان
دف5اع5ی5ه ج5ل5س5ه در ن5م5وده، زح5م5ت ق5ب5ول ک5ه ب5زرگ5واران س5ای5ر و دی5دهور دک5ت5ر
ن5ی5ز ن5م5ودهان5د ب5رخ5وردار ب5زرگ5واران5هاش5ان راه5ن5م5ای5ی5ه5ای از م5را و ک5رده ش5رک5ت

متشکرم.
دک5ت5ر خ5ان5م س5رک5ار و اس5ک5ن5دری دک5ت5ر خ5ان5م س5رک5ار گ5رام5ی5م ه5م5ک5لاس5یه5ای از
ت5ش5ک5ر راه5ن5م5ای5یه5ای5ش5ان ن5ی5ز و ع5ل5م5ی ه5م5ف5ک5ریه5ای خ5اط5ر ب5ه ن5ی5ز ن5ی5ل5ف5روش5ان
علمی گروه محترم اعضای تمام از که میدانم لازم خود بر همچنین میکنم.
به که صمیمی علمی فضای دلیل به دانشگاه محاسباتی هندسه و الگوریتم

گ5روه ای5ن از ع5ض5وی ه5م5واره آرزوم5ن5دم و ک5ن5م س5پ5اس5گ5ذاری آوردهان5د وج5ود
ای5ران در م5رت5ب5ط س5م5ی5ن5اره5ای ب5ان5ی و ن5وی5ن ع5ل5م ای5ن رس5م5ی ج5ام5ع5ه اول5ی5ن ک5ه

بمانم. باقی هست
که امیرکبیر صنعتی دانشگاه کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده پرسنل کلیه از
دادهاند قرار خویش لطف مورد مرا نامه پایان این تهیه در نوعی به کدام هر

متشکرم. نیز



و دور قطب با زاویه به حساس ورونوی نمودارهای ساخت
نزدیک

چکیده

روش چند به ورونوی نمودار مساله بررسی از پس نامه پایان این در
آن ک5ارب5رده5ای و م5س5ال5ه ای5ن دوگ5ان م5ع5رف5ی ب5ه ه5م5چ5ن5ی5ن و م5س5ال5ه ای5ن ح5ل
آن از مختلفی تعمیمهای ارایه به ورونوی نمودار معرفی از پس میپردازیم.
پی ورونوی نمودار خاص تعمیمهای بر تکیه با را بحث و میشود پرداخته

دارد. نقش تعمیمها این در زاویه که میگیریم

ادامه در را آنها که است شده مطالعه قبلا مذکور رابطه در تعمیم نوع دو

با آنها از یکی کامل و دقیق بررسی به میان این از و میکنیم بررسی رساله
که است ورونوی نمودار همان نمودار نوع این میپردازیم. قطبی نمودار نام

داشتن ملاک و است شده جایگزین زاویه معیار با فاصله اقلیدسی متر آن در
است. نمودار شکل کننده تعیین قطبی زاویه کمترین

کاربردهای و رسم الگوریتم ارایه و قطبی نمودار کامل مطالعه از پس

ح5اص5ل ک5ه م5یپ5ردازی5م راب5ط5ه ای5ن در ج5دی5د م5س5ای5ل ب5ررس5ی و م5ع5رف5ی ب5ه آن
ای5ن در ک5ه ج5دی5دی ن5ت5ای5ج ه5س5ت5ن5د. دک5ت5ری رس5ال5ه ای5ن اص5ل5ی ن5ت5ای5ج و م5ط5ال5ع5ه

هستند. زیر صورت به میشوند معرفی و آمده بدست رساسله
از خاصی حالت سپس و میشود تعریف قطبی نمودار دوگان ابتدا در
الگوریتمی ارایه با سپس میگردد. معرفی شده منقبض دوگان نام با دوگان
ای5ن از م5یگ5ی5ری5م. پ5ی را ک5ار ق5ط5ب5ی ن5م5ودار ش5ده م5ن5ق5ب5ض دوگ5ان رس5م ب5رای

مساله به که میکنیم استفاده بعدی بخش در آن با مرتبط الگوریتم و مفهوم

پ5س ج5دی5د م5س5ال5ه ای5ن در ک5ه آن5ج5ای5ی از اس5ت. م5ع5روف پ5وی5ا ق5ط5ب5ی ن5م5ودار
ح5ذف آن از ی5ا و اض5اف5ه آن ب5ه ج5دی5دی س5ای5ت5ه5ای اول5ی5ه ق5ط5ب5ی ن5م5ودار رس5م از
در (ی5ا ل5ح5ظ5های ق5ط5ب5ی ن5م5ودار م5س5ال5ه را م5س5ال5ه ای5ن م5یت5وان ب5ن5اب5رای5ن م5یش5د
آن، ح5ل م5خ5ت5ل5ف راهه5ای ب5ررس5ی ض5م5ن م5س5ال5ه م5ع5رف5ی از پ5س ن5ام5ی5د. ل5ح5ظ5ه)

میکنیم. ارایه پویا قطبی نمودار مساله برای قبولی قابل الگوریتم



هشت مطالب فهرستِ

میشود ارایه قطبی نمودار مفهوم به تعمیمی رساله این بعدی فصل در

ک5ه ک5ن5ی5م ت5ع5ری5ف ک5ل5یت5ر ص5ورت5ی ب5ه را ق5ط5ب5ی ن5م5ودار م5یک5ن5ی5م س5ع5ی آن در و

قطبی نمودار در است. آن از خاصی حالت شد مطرح قبلا که قطبی نمودار
که قبلی محدودیت باشد. داشته قرار میتواند موقعیتی هر در قطب جدید
در م5یش5ود. ح5ذف دارد ق5رار −∞ در و س5ای5ت5ه5ا چ5پ س5م5ت در ق5ط5ب آن در
الگوریتمی سپس و شود می تعریف نزدیک قطب با قطبی نمودار رساله این
قسمت در میکنیم. ارایه صفحه در نقاط برای نمودار این رسم برای بهینه
عمدتا کاربردها این میپردازیم. نمودار این مهم کاربرد چند معرفی به دیگر
ت5زی5ی5ن5ی اش5ک5ال ب5رخ5ی ت5ول5ی5د و پ5ذی5ری روی5ت ب5ی5ن5ای5ی، در م5خ5ت5ل5ف5ی م5س5ای5ل ب5ه
نمودار نوع این از استفاده با محدب پوسته مساله حل نحوه میشود. مربوط

دیگری بهینه روش را آن میتوان که میشود مطرح رساله این در نیز قطبی
دانست. محدب پوسته مساله حل برای

با قطبی نمودار برای را شده منقبض دوگان و دوگان موضوع ادامه در
رسم الگوریتمهای مسایل، این تعریف ضمن و میکنیم تکرار نزدیک قطب

قطب با قطبی نمودار مساله رساله نهایی قسمت در مینماییم. ارایه نیز را آنها
ض5ل5ع5یه5ای چ5ن5د پ5ارهخ5ط5ه5ا، م5ان5ن5د ه5ن5دس5ی م5ه5م اش5ی5ا ب5رخ5ی م5ورد در ن5زدی5ک

میشود. بررسی دایرهها و ساده



مقدمه

از خود ملموس و پراهمیت کاربردهای بدلیل ورونوی نمودار مسئله
آن کاربردهای افزایش جهت در و است بوده پژوهندگان توجه مورد دیرباز
در است. شده ارایه ورونوی نمودار تعمیمهای صورت به دیگری تعاریف
پرداخته مساله این از خاصی تعمیمهای معرفی به میشود سعی رساله این

آن در ب55ه55ب55وده55ای55ی ه55م55چ55ن55ی55ن اس55ت. آن م55ع55ی55ار ت55ری55ن اص55ل55ی زاوی55ه ک55ه ش55ود
است. رساله این اصلی اهداف از آنها از جدیدی نوع معرفی زمینههاو

اُسوین توسط میلادی ۱۹۹۷ سالهای حدود در زمینه این در مطالعاتی
سال در ابتدا ایشان پژوهش نتیجه که گرفت صورت همکارانش و آیچولزر۱
ورون5وی «ن5م5ودار ن5ام ب5ا م5ح5اس5ب5ات5ی ه5ن5دس5ه ک5ن5ف5ران5س س5ی5زده5م5ی5ن در ۱۹۹۷
ب5ا ش5دن ن5ه5ای5ی از پ5س ک5ار ای5ن و ش5د ارائ5ه ج5ه5ت» ب5ه ح5س5اس ف5واص5ل ب5رای
آن در رس5ی5د[۸]. چ5اپ ب5ه ۱۹۹۹ س5ال در ک5ج۲» ورون5وی «ن5م5وداره5ای ع5ن5وان
از ن5ق5ط5ه ه5ر اس5ت. ش5ده ب5ح5ث ش5ی5ب5دار ص5ف5ح5های در ورون5وی ن5م5ودار م5ق5ال5ه
متر از استفاده با نقاط بین فواصل و است خود خاص ارتفاع دارای صفحه

زاویه آن در که ورونوی نمودار از دیگری تعمیم نمیآید. بدست اقلیدسی

و اُرت5گ5ا۴ ل5ی5دی5ا اس5ت. ش5ده ارائ5ه ق5ط5ب5ی۳ ن5م5ودار ن5ام ب5ا داش5ت اس5اس5ی ن5ق5ش
م5س5ال5ه ب5ی5ان و س5خ5ن5ران5ی چ5ن5د ارائ5ه ب5ه اول5ی5ه م5ط5ال5ع5ات از پ5س ه5م5ک5اران5ش5ان
و اس5پ5ان5ی5ا در آن5ه5ا از ب5رخ5ی ک5ه پ5رداخ5ت5ن5د ک5ن5ف5ران5س چ5ن5د در آن وک5ارب5رده5ای

1Oswin Aichholzer
2Skew Voronoi diagram
3Polar Diagram
4Lidia Ortega

نه



ده مقدمه

ک5ش5ف ع5ن5وان ب5ا م5ق5ال5های در ۲۰۰۵ س5ال در س5پ5س اس5ت. اس5پ5ان5ی5ای5ی زب5ان ب5ه
ارایه مساله، تشریح به کامل طور به ۵ قطبی نمودار از استفاده با برخوردها

پرداختند[۹]. آن از کاربردهایی و آن حل برای (O(nlogn)) بهینه الگوریتمی
بحث نیز چندضلعیها و پارهخطها قطبی نمودار مورد در مقاله این در آنها
n ب5رای م5ح5دب پ5وس5ت5ه ی5اف5ت5ن ن5ظ5ی5ر دی5گ5ری ک5ارب5رده5ای گ5روه ای5ن ک5ردن5د.
سال در دیگری مقاله در را بینائی مسائل برخی و صفحه در شده داده نقطه
زاویه: به مربوط مسایل برای بعدی دو جدید کاشیکاری یک عنوان با ۲۰۰۶

کردند[۱۰]. ارائه ۶ قطبی نمودار
برآن را ما مخابرات و رادار به مربوط مسائل در مساله این کاربردهای
و خرابی به توجه با کنیم. معرفی و طرح واقعیتری مساله صورت که داشت

ناگهانی ظهور یا و رادارها یا و مخابراتی آنتنهای برخی یکباره افتادن کار از
س5ع5ی رس5ال5ه ای5ن در ک5ه م5یک5ن5د ط5راح5ی را م5س5ال5های آن ح5ذف ی5ا و ش5ی ی5ک
قطبی نمودار مساله ما نظر مورد مساله برداریم. آن طرف به گامی میکنیم
ک5ه ن5ام5ی5د ن5ی5ز ل5ح5ظ5های۷ ق5ط5ب5ی ن5م5ودار م5س5ال5ه م5یت5وان را م5س5ال5ه ای5ن پ5وی5اس5ت.
و میشود حذف آن از یا و شده اضافه آن به جدید سایت یک لحظه هر در
مساله این از ما منظور میکند. جلوه اولیه قطبی نمودار رسم از پس بیشتر
شدن حذف از پس را موجود قطبی نمودار یک میتوان چگونه که است این
س5ازی ب5ه5ن5گ5ام ک5وت5اه5ی زم5ان در ج5دی5د، س5ای5ت5ی ش5دن اض5اف5ه ی5ا و س5ای5ت ی5ک
چ5ن5دی5ن ح5ال5ت5ی5ک5ه در ای5ن5ج5ا در ش5ده ارائ5ه روش ک5ه ب5اش5ی5د داش5ت5ه ت5وج5ه ک5رد؟
این شرایطی، چنین در و نمیکند کار مستقیما شوند حذف یا اضافه سایت

شود. اجرا سایتها روی جداگانه بار چندین باید روش
[۱۰] از ولی ندارد وجود قبلی مطالعات سایت یک حذف حالت برای
ج5دی5د س5ای5ت ی5ک ش5دن اض5اف5ه ح5ال5ت ب5ه ک5ه ک5رد اس5ت5ن5ت5اج را روش5ی م5یت5وان
ق5ط5ب5ی ن5م5ودار ش5ده م5ن5ق5ب5ض دوگ5ان از خ5ود ج5دی5د روش در م5ا ده5د. پ5اس5خ
ت5ع5ری5ف گ5راف ن5ظ5ری5ه م5ب5اح5ث ب5ا م5ش5اب5ه م5ف5ه5وم ای5ن ک5رد. خ5واه5ی5م اس5ت5ف5اده
پ55وی55ا ق55ط55ب55ی ن55م55ودار م55س55ال55ه ب55ه پ55رداخ55ت55ن از ق55ب55ل رس55ال55ه ای55ن در م55ا م55یش55ود.

5Collision Detection Using Polar Diagrams
6A new 2D tesselation for angle Problems: The Polar Diagram
7On time
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میکنیم. ارایه قطبی نمودار شده منقبض دوگان رسم برای بهینه الگوریتمی
ن5م5ودار ش5ده م5ن5ق5ب5ض دوگ5ان ت5رس5ی5م ال5گ5وری5ت5م ارای5ه و ت5ع5ری5ف از پ5س

زم5ان در را م5س5ال5ه ای5ن و ب5رآم5دی5م پ5وی5ا ق5ط5ب5ی ن5م5ودار م5س5ال5ه ح5ل پ5ی در ق5ط5ب5ی
ب55ا ج55دی55د روش و [۱۰] از م55ن55ت55ج روش م55ورد در ک55ردی55م. ح55ل ق55ب55ول55ی ق55اب55ل
نظرات اعمال و نظرات دریافت از پس شد. مکاتبه [۱۰] مقاله نویسندگان
از ک5م5ت5ر ج5دی5د ال5گ5وری5ت5م زم5ان5ی پ5ی5چ5ی5دگ5ی ش5د. ن5ه5ای5ی ال5گ5وری5ت5م ای5ن آن5ه5ا

است. قبلی روشهای
س5م5ت در و (−∞ (در دور ب5س5ی5ار ن5ق5ط5های در ق5ط5ب ق5ط5ب5ی، ن5م5ودار در
و مساله همان در کوچک تغییر یک با و سادگی به دارد. قرار صفحه چپ
راست، سمت در قطب که کرد حل طوری را مساله میتوان آن حل روش
این شد خواهد ملاحظه که همانطور باشد. دیگر جهت هر یا و پائین بالا،
حالات تمام در اما میکند. کمک قطبی نمودار کاربردهای یافتن در موضوع
ج5واب م5ذک5ور روش ت5ا ب5اش5د ب5ی5ن5ه5ای5ت) (در دور ب5س5ی5ار ب5ای5د ق5ط5ب م5ذک5ور،
ال5گ5وری5ت5م، در م5ذک5ور اف5ق5ی خ5ط5وط ن5ب5اش5د −∞ در ق5ط5ب اگ5ر ک5ه چ5را ده5د.
قطبی نمودار کلیتر تعریف به رساله ادامه در بود. نخواهد نمودار از قسمتی
بود. خواهد آن از خاصی حالت [۱۰] در مذکور قطبی نمودار که میپردازیم

میکنیم. بحث آن مورد در و پرداخته آن حل الگوریتم ارائه به سپس
این کاربردهای در است. سایتها نزدیک در قطب کلیتر حالت این در
از بدون اینجا در اما گرفت خواهیم نظر در سایتها لابلای در را قطب مساله
در باشد. سایتها چپ سمت در قطب میکنیم فرض مساله کلیت دادن دست
خواهد پیچیده نمودار ،p قطب به نسبت سایتها از مجموعهای قطبی نمودار
راست خط لزوما ناحیه دو بین مرز و شد خواهند غیرهبند قطبی نواحی بود
در آن5را و ب5اش5ی5م داش5ت5ه پ5ی5ش5رف5ت5ی م5ورد ای5ن در ن5ت5وان5س5ت5های5م ک5ن5ون ت5ا ن5ی5س5ت.

آن به دیگر فرض یک مساله شدن سادهتر برای کنیم. حل چندجملهای زمان
غ5ی5رواق5ع5یت5ر وج5ود ب5ا و م5یک5ن5د س5ادهت5ر را م5س5ال5ه ف5رض ای5ن م5یک5ن5ی5م. اض5اف5ه

میافزاید. آن به دیگری کاربردهای موارد برخی در مساله، شدن
دیگر سایتهای دید مانع قطب تا سایت هر از مستقیم پارهخط فرض:

است.
n ق5ط5ب5ی ن5م5ودار م5یت5وان م5س5ال5ه ص5ورت ب5ه ف5رض ای5ن ک5ردن اض5اف5ه ب5ا
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این در که کرد رسم Θ(nlogn) زمان در p قطب به نسبت را صفحه در سایت
حل پویا روشی با را مساله این ادامه در میپردازیم. روش این ارائه به رساله

ن5ی5مخ5ط ی5ک روش ای5ن در م5یک5ن5ی5م. ب5ح5ث آن زم5ان5ی پ5ی5چ5ی5دگ5ی م5ورد در و
جهت در است شده رسم (شمال) صفحه بالای سمت به قطب از که (اشعه)
در میکند. پیمایش را صفحه مرور به و چرخیده ساعت عقربههای حرکت
رسم میرسد) آن به اشعه که جدید سایت (برای جدیدی ناحیه مرحله هر
خ5واه5د ب5ح5ث ال5گ5وری5ت5م پ5ی5چ5ی5دگ5ی م5ورد در ال5گ5وری5ت5م ارای5ه از پ5س م5یش5ود.

شد.
گ5س5ت5رش ح5ال5ت5ی ب5ه را ن5زدی5ک ق5ط5ب ب5ا ق5ط5ب5ی ن5م5ودار م5ف5ه5وم ادام5ه، در
ص5ف5ح5ه روی ه5ن5دس5ی اش5ک5ال از م5ج5م5وع5های ب5ص5ورت س5ای5ت5ه5ا ک5ه م5یده5ی5م
دای5ره و س5اده چ5ن5دض5ل5ع5یه5ای پ5ارهخ5ط5ه5ا، خ5ص5وص در را ک5ار ای5ن ه5س5ت5ن5د.
م5ورد م5یت5وان ب5ع5دی م5ط5ال5ع5ات در را پ5ی5چ5ی5دهت5ر اش5ک5ال داد. خ5واه5ی5م ان5ج5ام
زمان این شد بحث هم نقاط مورد در که همانطور داد. قرار بررسی و بحث
پ5ارهخ5ط5ه5ا، ن5ت5ی5ج5ه در (و ن5ق5اط م5ورد در را م5س5ال5ه ای5ن ن5م5یت5وان و اس5ت ب5ه5ی5ن5ه
بهینه زمان این بنابراین کرد. حل کمتری زمان در دایرهها) و چندضلعیها

است.
نمودارهای مورد در دوگان موضوع بسط ضمن رساله نهایی قسمت در

برای آنرا مذکور مباحث در تغییراتی با میشود سعی نزدیک قطب با قطبی
کنیم. بیان NPPD

م5ن5ق5ب5ض دوگ5ان و ق5ط5ب5ی ن5م5ودار دوگ5ان ب5ا ت5ف5اوت5ی ق5س5م5ت ای5ن ت5ع5اری5ف
م5یب5اش5د آن ش5ده م5ن5ق5ب5ض دوگ5ان رس5م ال5گ5وری5ت5م در ت5ف5اوت5ه5ا و ن5دارد آن ش5ده

پرداخت. خواهیم الگوریتم این بیان به که

میتوان آنها چپ سمت در p قطب و صفحه در شده داده سایت n برای
بدست Θ(nlogn) بهینه زمان در را p قطب با قطبی نمودار شده منقبض دوگان
کاهش Θ(n) بهینه زمان به زمان این باشد شده داده NPPD گاه هر و آورد

مییابد.
ب5ه ه5ن5دس5ی اش5ی5اء ب5رای NPPD ش5ده م5ن5ق5ب5ض دوگ5ان و دوگ5ان م5ح5اس5ب5ه
ب5ه و ن5ش5دهای5م ک5ار ای5ن ب5ه م5وف5ق ت5ح5ق5ی5ق ای5ن5ج5ای ت5ا و ن5م5یش5ود م5ی5س5ر س5ادگ5ی
اشیاء برای مساله این از جالبی کاربردهای اما است. مطرح باز مساله عنوان
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و پرداخته آنها به مربوطه فصلهای در میشود سعی که است موجود هندسی
شوند. معرفی

اول ف5ص5ل در اس5ت. اص5ل5ی ف5ص5ل ۵ ش5ام5ل رس5ال5ه ای5ن خ5لاص5ه ب5ط5ور
بیان آن مختلف تعمیمهای از کلیاتی و شدهاند معرفی ورونوی نمودارهای
نمودار نام به ورونوی نمودارهای از خاصی تعمیم دوم فصل در است. شده
کار این در که جدیدی کارهای بعدی فصل دو در و است شده معرفی قطبی
پویا قطبی نمودارهای سوم فصل در میگردند. ارایه آمدهاند بدست تحقیقی
هر در شدهاند. معرفی نزدیک قطب با قطبی نمودارهای چهارم فصل در و

ص5ح5ت و پ5ی5چ5ی5دگ5ی خ5ص5وص در و ش5ده ب5ی5ان ن5ی5ز آن رس5م ال5گ5وری5ت5م م5ورد

پیشنهادهایی و آمده بدست نتایج پنجم فصل در است. شده بحث الگوریتم

است. شده ارایه آینده کارهای برای
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۱ فصلِ

ورونوی نمودار

نمودار مساله محاسباتی هندسه مسائل پرکاربردترین و مشهورترین از یکی
ساده مثال یک با کنیم معرفی را مساله این بتوانیم راحتتر اینکه برای است. ورونوی
ن5ق5ط5ه چ5ن5د در ک5ه ب5گ5ی5ری5د ن5ظ5ر در را ص5ف5ح5ه) از (ن5اح5ی5های ش5ه5ری م5یک5ن5ی5م. ش5روع

ب5ی5ن ف5اص5ل5ه ح5ال5ت س5ادهت5ری5ن در ب5اش5د. گ5رف5ت5ه ق5رار (س5ای5ت) آت5شن5ش5ان5ی م5راک5ز آن
ک5ن5ی5د ف5رض و ب5گ5ی5ری5د ن5ظ5ر در اق5ل5ی5دس5ی ف5اص5ل5ه ه5م5ان را ص5ف5ح5ه ای5ن از ن5ق5ط5ه دو ه5ر
مراکز این باشد!! نداشته وجود شهر در مانعی و بلندی و پستی و ترافیکی هیچ که

سایت که داریم توجه و مینامیم سایت را دیگر امدادرسانی مرکز هر یا آتشنشانی
ب5ه س5روی5س5ده5ی م5ن5ظ5ور ب5ه ک5ه ص5ف5ح5ه در م5وق5ع5ی5ت ه5ر واق5ع در دارد. ت5ف5اوت ن5ق5ط5ه ب5ا
نقطه از منظور که چرا میشود. نامیده سایت باشد شده انتخاب دیگر دلخواه نقاط
صفحه این هستیم صدد در میباشد. (... و مسکونی (خانههای صفحه از محلی هر

صفحه نقاط اگر شود. مشخص آتشنشانی هر وظیفه حیطه که کنیم افراز طوری را
ملاک اینصورت در دهیم نشان s1, s2, ..., sn با را صفحه در موجود سایت n و p با را
si سایت ناحیه به متعلق صفحه از p نقطه هر که است صورت این به بندی تقسیم
sj; j �= i هر تا p اقلیدسی فاصله از کمتر si و p اقلیدسی فاصله اگر فقط و اگر است

دید. ۱.۱ شکل در میتوان را بندی تقسیم نوع این از نمونهای باشد.
ف5اص5ل5ه دان5ی5د م5ی ک5ه ه5م5ان5ط5ور ب5گ5ی5ری5د. ن5ظ5ر در ص5ف5ح5ه در را q و p ن5ق5ط5ه دو

شود. می تعریف زیر صورت به نقطه دو این اقلیدسی

d(p, q) =
√

(xp − xq)2 + (yp − yq)2

نقاط مجموعه اکنون داریم. کار و سر آن با که هست متری فاصله همان فاصله این

P = {p1, p2, . . . , pn}

۱
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ورونوی نمودار از نمونهای :۱.۱ شکلِ

گ5ف5ت. خ5واه5ی5م س5ای5ت ن5ق5اط ای5ن ب5ه ب5ح5ث ادام5ه در ب5گ5ی5ری5د. ن5ظ5ر در را ص5ف5ح5ه در

م5راک5ز آت5شن5ش5ان5ی، م5راک5ز م5ان5ن5د را ن5ق5اط ای5ن اس5ت ب5ه5ت5ر م5ط5ل5ب، راح5ت5ت5ر درک ج5ه5ت
ک5ار ک5ه چ5را ب5گ5ی5ری5د ن5ظ5ر در س5روی5سده5ن5دهه5ا س5ای5ر ی5ا و م5خ5اب5رات دک5ل5ه5ای پ5ل5ی5س،

بود. خواهد مراکز این مشابه سایتها این نهائی
ای5ن ب5ط5وری5ک5ه اس5ت ص5ف5ح5ه از اف5رازی ورون5وی ن5م5ودار ،P ش5ده داده س5ای5ت n ب5رای
خ5واه5د را خ5ود ب5ه م5ن5ح5ص5ر س5ل5ول ی5ک س5ای5ت ه5ر ب5ود. خ5واه5د س5ل5ول n ش5ام5ل اف5راز
است pi سایت سلول به متعلق صفحه از q دلخواه نقطه که خاصیت این با داشت
نشان V(pi) با را pi سایت با متناظر سلول . d(pi, q) ≤ d(pj , q);∀j �= i اگر تنها و اگر
توسط که صفحه از افرازی همچنین میگوییم. pi ورونوی ناحیه آن به و میدهیم
نشان V(P) با و است P با متناظر ورونوی افراز شود می ایجاد P مجموعه سایتهای
دو ت5ا آن5ه5ا ف5اص5ل5ه ک5ه دارن5د وج5ود ص5ف5ح5ه از ن5ق5اط5ی ک5ه اس5ت ب5دی5ه5ی م5یش5ود. داده
س5ل5ول5ه5ا ب5ی5ن م5رز ه5م5ان ن5ق5اط ای5ن ه5ن5دس5ی م5ک5ان اس5ت. م5س5اوی ب5ی5ش5ت5ر) ی5ا (و س5ای5ت
ی5ال آن5ه5ا ب5ه ک5ه ه5س5ت5ن5د ص5ف5ح5ه در پ5ارهخ5طه5ای5ی ب5ص5ورت م5رزه5ا ای5ن و ش5د خ5واه5د
میشود. نامیده ورونوی راس ورونوی، یالهای برخورد محل و میگوییم ورونوی
ورون5وی ن5م5ودار آن ب5ه ک5ه م5یآورن5د پ5دی5د ص5ف5ح5ه در ش5ک5ل5ی خ5ط5وط ای5ن م5ج5م5وع5ه
میتوان خلاصه طور به را pi سایت به مربوط ورونوی ناحیه میگوئیم. P با متناظر

کرد: تعریف زیر بصورت

V(pi) = {x|d(pi, x) ≤ d(pj, x) : ∀j �= i}

Sadeghi
Stamp
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سایت دو به مربوط ورونوی نمودار :۲.۱ شکلِ

ب55اش55ن55د. ص55ف55ح55ه در p و q س55ای55ت دو ف55ق55ط ک55ه ب55گ55ی55ری55د ن55ظ55ر در را خ55اص55ی ح55ال55ت
خ55واه55د pq پ55ارهخ55ط م55ن55ص55ف ع55م55ود ه55م55ان س55ای55ت دو ای55ن ن55م55ودار ای55ن55ص55ورت در

بود(شکل۲.۱).
از یکی که میکند تقسیم نیمصفحه دو به را صفحه pq پارهخط منصف عمود
است p سایت شامل که نیمصفحهای است. q شامل دیگری و p شامل نیمصفحهها
میتوان نمادها این با میشود. داده نمایش h(q, p) با q شامل نیمصفحه و h(p, q) با

رسید. زیر لمس قابل نکته به
میشود. مشخص زیر بصورت مربوطه ورونوی ناحیه ،pi سایت برای نکته:

V(pi) =
⋂

i≤j≤n,j �=i

h(pi, pj)

نیمصفحه n− 1 اشتراک pi سایت به مربوط ورونوی ناحیه که میکند بیان نکته این
م5ح5دب س5ای5ت ه5ر ورون5وی ن5اح5ی5ه ک5ه اس5ت ذک5ر ب5ه لازم اس5ت. pi ش5ام5ل آم5ده پ5دی5د
ن5ی5مص5ف5ح5هه5ا اش5ت5راک ک5ه چ5را اس5ت اس5ت5ن5ت5اج ق5اب5ل اخ5ی5ر ن5ک5ت5ه از م5ط5ل5ب ای5ن و اس5ت

است. محدب
ن5ب5اش5ن5د، راس5ت) خ5ط ی5ک روی ه5م5گ5ی س5ای5ت5ه5ا (ی5ع5ن5ی ه5مراس5ت5ا س5ای5ت5ه5ا ک5ه ح5ال5ت5ی در
حالت دو از یکی به و بود نخواهند کامل خط ورونوی نمودار خطوط از هیچکدام
میکنیم. بیان زیر قضیه در را موضوع این .(۳.۱ میآیند(شکل در نیمخط یا خط پاره

نقاط تمام اگر باشد. صفحه در سایت n از مجموعهای P کنید فرض ۱.۰.۱ قضیه
V(P) اینصورت غیر در است. موازی خط n − 1 شامل V(P) آنگاه باشند خط هم

است. نیمخط یک یا پارهخط یک آن قطعه هر که است متصلی بهم قطعات شامل

Sadeghi
Stamp
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همخط غیر سایتهای ورونوی نمودار :۳.۱ شکلِ

سایتها تمام که کنیم فرض کافیست بنابراین و است واضح قضیه اول بخش برهان.
همگی دارند وجود ورونوی نمودار در که خطوطی که میدانیم نیستند. همخط P
یال که کنید فرض خلف، فرض عنوان به حال هستند. منصفها عمود از قسمتی
مرز همان e کنید فرض است. کامل خط یک که دارد وجود ورونوی نمودار از e

pj و pi با که باشد سایتی pk ∈ P کنید فرض نیز و باشد ، V(p2) و V(p1) سلول دو
آن جایی در نتیجه در و بود نخواهد موازی e با pjpk منصف عمود نیست همخط
نمیتواند دارد قرار h(pk, pj) داخل در که e از قسمتی کرد. خواهد خواهد قطع را
نتیجه در و pj به تا است نزدیکتر pk به قسمت این زیرا گیرد قرار V(pj) مرز روی

باشد. کامل خط یک تواند نمی e که میگیریم نتیجه و میرسیم تناقض یک به
گفت میتوان نباشد اینگونه اگر است. همبند V(P) که دهیم نشان کافیست اکنون
نواحی چون میکند. تقسیم مجزا قسمت به را صفحه V(pi) مانند سلولها از یکی که
کامل خط دو بین باید V(pi) به مربوط سلول اینصورت در هستند، محدب ورونوی
کامل خط وجود که دادیم نشان قبل قسمت در ولی گیرد قرار ورونوی نمودار در
� است. منتفی دیاگرامی چنین در
زیادی پیچیدگی شود می تولید سایت n ورونوی نمودار بعنوان نهایتاً که شود.شکلی می ایجاد ورونوی یال O(n) و راس O(n) شده، داده نقطه O(n) برای و ندارد

میکنیم. بیان زیر قضیه در دقیقتر طور به را مطلب این

صفحه در شده داده نقطه n ورونوی نمودار رئوس تعداد ،n ≥ 3 برای ۲.۰.۱ قضیه
است. 3n− 6 حداکثر ورونوی یالهای تعداد و 2n − 5 حداکثر

ن5م5ودار ب5ا ن5زدی5ک5ی ارت5ب5اط دای5ره ای5ن ک5ه م5یپ5ردازی5م دای5ره ن5وع5ی ت5ع5ری5ف ب5ه ادام5ه در
ت5ه5ی دای5ره ب5زرگ5ت5ری5ن ،P م5ج5م5وع5ه ن5ق5اط از q ن5ق5ط5ه ی5ک ب5رای دارد. ن5ق5اط ورون5وی
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۵ ورونوی نمودار .۱ فصلِ

تهی دایره بزرگترین :۴.۱ شکلِ

که است q مرکز به دایره بزرگترین دایره این میدهیم. نشان CP(�) با را q با متناظر
این ارتباط مورد در بیشتری موارد زیر قضیه نباشد. P از دیگری سایت هیچ شامل

میکند. مشخص ورونوی نمودار و دایره

ص5ح5ی5ح زی5ر م5وارد P ن5ق5اط م5ج5م5وع5ه V(P) ورون5وی ن5م5ودار ی5ک در ۳.۰.۱ قضیه
هستند:

شامل CP (q) آن تهی دایره بزرگترین اگر فقط و اگر است V(P) راس یک q نقطه :I
باشد. خود مرز روی بیشتر یا نقطه ۳

و اگر است V(P) ورونوی نمودار یال یک pj ، pi بین منصف عمود از قطعهای :II
شامل هم و pi شامل هم CP (q) که باشد طوری منصف عمود روی q نقطه اگر فقط

(شکل۴.۱) نشود. دیگری سایت هیچ شامل نیز و شود خود کران روی pj

طور به و پردازیم می ورونوی نمودار مهم خاصیت چند جمعبندی به اکنون
میکنیم. بیان را خلاصهآنها

ورونوی نمودار و دلونی مثلثبندی ۱.۱

پ5ارهخ5طه5ای ت5م5ام ه5رگ5اه اس5ت. ش5ده داده ص5ف5ح5ه در S ن5ق5اط م5ج5م5وع5ه ک5ن5ی5د ف5رض
ب5ج5ز را ه5م5دی5گ5ر پ5ارهخ5ط5ی دو ه5ی5چ ک5ه ک5ن5ی5م رس5م ط5وری را ن5ق5اط ای5ن ب5ی5ن م5م5ک5ن
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