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چ΋یده

استاندارد غیر اختیار�معاملات ارزش�گذاری برای ساده، ͳه�ای΋شب ͳمعرف به پژوهش، این

شب΋ه�ی م�ͳپردازد.سپس (FFT) سری΄” فوریه�ی ”تبدیل از استفاده با لوی، فرآیند تحت

متغیر�های با دادن وفق منظور به ،(FSG) پیشرو” ͳپرتاب ”شب΋ه�ی Έنی΋ت توسط ͳاصل

فرآیندهای تمام برای مشخصه، تاب΄ بسته�ی فرم که ͳآنجای از گسترشم�ͳیابد. ”مسیر-وابسته”

با اجراست. قابل لوی مدل�های همه�ی برای ارزش�گذاری شب΋ه�ی این دارد، وجود لوی

به نسبت ͳاضافه�ای ͳمحاسبات بار پیشنهادی، شب΋ه�ی ،FFT ͳمحاسبات قدرت از استفاده

شب΋ه�ی روش به شبیه بسیار نیز، ارزش�گذاری شیوه�ی داراست. ͳدوجمله�ای درخت روش

و مان΄ اختیار�معاملات ͳای΋آمری نوع بر که عددی مثال�های است. (Lattice) ͳمعمول

دارد. مذکور شب΋ه�ی ͳکارای و دقت از ͳحاک است، شده انجام گذشته�نΎر

استاندارد اختیار�معاملاتغیر لوی، شب΋ه�یFFT،فرآیند ،ͳای΋آمری اختیار�معاملات �واژه: کلید

٧



مقدمه

فرآیند تحت غیراستاندارد ͳای΋آمری اختیار�معاملات ارزش�گذاری به اساساً پژوهش این

معامله مورد ١ فرابورس در عموماً که استاندارد غیر اختیار�معاملات دارد. توجه لوی

به نسبت پیچیده�تری ͳجبران ساختار و مؤلفه�ها که هستند ͳمال مشتقات م�ͳگیرند، قرار

ارزش که هستند ͳقرارداد�های مسیر-وابسته اختیار�معاملات آن΋ه حال دارند، استاندارد نوع

اختیار�معاملات از است. وابسته گذشته) در ͳدارای (قیمت ͳدارای ͳارزشتاریخ به آنها اجرای

همتای و گذشته�نΎر �معامله�ی اختیار مان΄، معامله�ی اختیار به: م�ͳتوان مشهور مسیر-وابسته�ی

توسط که است ͳه�ای΋شب دید، خواهید ادامه در که ͳمدل کرد. اشاره آنها از Έی هر ͳای΋آمری

کرد. خواهیم ارزش�گذاری را ͳای΋آمری نوع از مسیر-وابسته لوی اختیار�معاملات آن

مدل توسط استاندارد غیر اختیارمعاملات ارزش�گذاری در بسیاری عددی مطالعات تاکنون

معروف روش بهترین شاید که است، گرفته صورت آن گسسته�ی تقریب�های یا بلΈ-شولز

معامله�ی اختیار برای مؤثر محاسبه�ی و آسان پیاده�سازی با ٢CRR ͳدو�جمله�ای درخت آن

ͳبازده نرخ برای که است دیΎری معروف روش ،ͳسه�جمله�ای درخت م�ͳباشد. ͳای΋آمری

و ”باراکوند” و (١٩٩٣) ”وایت”٣ و ”هال” م�ͳگیرد. قرار استفاده مورد نرمال توزی΄ با

مسیر-وابسته معاملات مش΋ل بر برآمدن برای را ͳه�ای΋شب روش این (١٩٩۶) ”پودت”۴

١Over the counter
٢Cox-Ross-Rubinstein
٣Hull and White
۴Barraqund and Pudet

٨



مقدمه

دادند. تعمیم ،۵FSG Έنی΋ت توسط

برای لوی مدل�های م�ͳکند، رد را بلΈ-شولز مدل قویاً ،ͳتجرب مطالعات که ͳآن�جای از

لوی معامله�ی اختیار ارزش�گذاری مدل اولین م�ͳشوند. توصیه ͳدارای توزی΄ بهتر توصیف

ارزش�گذاری بسته�ی فرم Έی آن، برای که است ”مرتون”٧ به متعلق ۶”ͳجهش ”انتشار مدل

دست به مرکب پواسون فرآیند از آن گسسته�ی ارزش نیز و آورده، دست به را معامله اختیار

م�ͳآید.
”مادان”٨ و ”کار” م�ͳکند. آسان را لوی معاملات اختیار ارزش�گذاری فوریه، تحلیل

فوریه، تبدیل از استفاده با ͳاروپای معامله�ی اختیار ارزش برای را ساده�ای عبارت (١٩٩٩)
سری΄”٩ فوریه�ی ”تبدیل از سپس آوردند. به�دست بود انقضاء قیمت لΎاریتم پایه�ی بر که
فوریه”١٠ تبدیل ”مع΋وس توسط هم آن که معامله، اختیار عددی ارزش آوردن به�دست برای

تبدیل ”روش و فوریه تحلیل لوی، فرآیندهای خود از گذشته کردند. استفاده م�ͳآید، به�دست

تلاطم مدل�های و ͳبازگشت میانΎین های مدل مثل پویا، های ͳدارای سایر برای سری΄” فوریه

هستند. کاربردی ،ͳتصادف

لوی معاملات گذاری ارزش برای را خود پیشنهادی روش (٢٠٠٩) ١١”Ίوان” و ”لام”

ͳعمل سازی پیاده Έی آوردن به�دست برای تلاش راه در دادند. تعمیم فوریه تبدیل توسط

که ،ͳه�ای΋شب روش Έی (٢٠٠۵) ”شوارتز”١٢ و ”هیلارد” ͳجهش انتشار مدل�های برای

به مربوط دیΎری و انتشار بخش به مربوط ͳ΋ی که مستقل، جمله�ای دو درخت دو از مرکب

به�سرعت زمان افزایش با درخت این حال هر به دادند. توسعه را است مرکب پواسون فرآیند

۵Forward Shooting Grid
۶Jump Diffusion
٧Merton
٨Carr and Madan
٩Fast Fourier Transform

١٠Inversion Fourier Transform
١١Lam and Wong
١٢Hillard and Schwards
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نیست. ”ͳنامتناه ”فعالیت لوی فرآیندهای برای اجرا قابل ͳول م�ͳیابد گسترش

ͳمال علوم در ”پوشش”١٣ مسائل و ͳای΋آمری معاملات اختیار� ارزش�گذاری که ͳآن�جای از

معاملات اختیار عددی ارزش�گذاری برای کارا، اما ساده ͳمدل پژوهش این هستند، مطرح

”احتمالات از ͳه�ای΋شب مدل، این دهد. ͳم ارائه لوی فرآیند تحت وابسته” ”مسیر- ͳای΋آمری

محاسبه�ی . م�ͳشود محاسبه بنیادین، ͳدارای مشخصه�ی تاب΄ توسط مستقیماً که است انتقال”

از پس است. ساخته کارآمد را مدل سری΄” فوریه�ی ”تبدیل توسط انتقال” ”احتمالات

مسیر، به وابسته خصوصیت بدون ͳای΋آمری معاملات اختیار برای پایه مدل Έی ساخت

دامنه چون م�ͳشود. ͳمعرف مسیر به وابسته متغیرهای ذخیره�ی برای ١۴FSG Έنی΋ت Έی

مذکور شب΋ه�ی زمان گذشت با هستند، ثابت زمان، از مرحله هر در شب΋ه گره�های تعداد و

شبیه بسیار (٢٠٠١)١۵ ”سیموناتو” و ”داون” به متعلق مارکف تقریب نم�ͳیابد. گسترش

محاسبه برای FFT قدرت به آنها که تفاوت این با است. پژوهش این پیشنهادی روش به

ن΋ردند. ͳتوجه احتمال ͳالΎچ تاب΄

سپس پرداخته، فوریه تبدیل ͳمعرف به اول فصل در است: صورت این به پژوهش این ساختار

پیشنهادی مدل دوم فصل در م�ͳپردازیم. فرآیند این از مدل دو به و کرده ͳمعرف را لوی فرآیند

را آن و سازیم ͳم را پایه FFT شب΋ه�ی سوم فصل در و م�ͳشود، ͳمعرف CM ”کار-مادان”

را ͳاصل شب΋ه چهارم فصل در آنΎاه . م�ͳکنیم مهیا ͳای΋آمری فروش و خرید اختیار برای

مثال�های م�ͳکنیم. مجهز وابسته مسیر- معاملات اختیار ارزش�گذاری برای FSGΈنی΋بات

م�ͳشوند. ارائه شب΋ه ͳکارآی ͳمعرف برای پنجم فصل در عددی

١٣Hedging
١۴Forward Shooting Grid
١۵Duan and Simonato

١٠



١ فصل

پیش�نیازها و ͳمقدمات مفاهیم

زمینه به ادامه در است. یافته اختصاص ͳتصادف فرآیند�های اولیه�ی مفاهیم ارائه به فصل این

کرد. خواهیم ͳمعرف را آن از مدل دو و پرداخته لوی فرآیند�های نظری

ͳتصادف فرآیند�های بر مروری ١.١

،P و Ω مجموعه�های زیر از σ-جبر Έی F و بوده دلخواه مجموعه Έی Ω کنید فرض

در گاه هر گویند احتمال اندازه�ی Έی را P صورت این در باشد. R به F از نΎاشت Έی

[٢٣] باشد: صادق زیر شرایط

P(Ω) = 1 -١

0 ≤ P(A) ≤ 1 و P(∅) = 0 -٢

:ͳیعن باشند هم از جدا ͳمجموعه�های Anها و n = 1 . . . برای An ∈ F اگر -٣

P
(∪∞

n=1(An) =
∑∞

n=1P(An)
)
آنΎاه ،(n ̸= m برای An ∩ Am = ∅)

گوییم. احتمال فضای Έی را (Ω,F ,P) ͳسه�تای

١١



پیش�نیازها و ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل

ͳتصادف فرآیند ١.١.١

دلخواه مجموعه�ی Έی I و احتمال فضای Έی (Ω,F ,P) کنید فرض تعریف١.١.١.

را است ͳتصادف متغیر Έی Xt هر آن در که {Xt}t∈I خانواده�ی صورت این در است.

زیر σ-جبر ͳیعن) F = B(Rn) و Ω = Rn پژوهش این در م�ͳنامند. ͳتصادف فرآیند Έی

م�ͳشود. گرفته نظر در (Rn از بورل مجموعه�های

(شارشاطلاعات) فیلتراسیون ٢.١.١

،∀t ⩾ s ⩾ 0: طوری΋ه به ،(Ft)t∈[0,∞) σ-جبر از یΈخانواده�یصعودی تعریف٢.١.١.

Ft م�ͳتوانیم ما است. (Ω,F ,P) روی اطلاعات جریان یا فیلتراسیون Έی Fs ⊆ Ft ⊆ F

م�ͳکند.[٢٣] رشد زمان گذشت با Ft کنیم. تفسیر t زمان در معلوم اطلاعات عنوان به را

(Ft)t∈[0,T ] فیلتراسیون به نسبت را {Xt; 0 ≤ t ≤ T} ͳتصادف یΈفرآیند تعریف٣.١.١.

معلوم t ∈ [0, T ] برای t زمان در Xt مقدار اگر گوییم سازگار - Ft یا ͳبین پیش قابل غیر

t ∈ [0, 1] هر برای اگر است، سازگار فرآیند Έی {Xt; 0 ≤ t ≤ T} دیΎر عبارت به باشد.

باشد:[٢٣] صادق زیر شرایط در

X(t−) = lims→t,s<tX(s) باشد داشته وجود فرآیند چپ حد -١

X(t+) = lims→t,s>tX(s)باشد داشته وجود فرآیند راست حد -٢

X(t) = X(t+) -٣

مارتینΎل ٣.١.١

ͳکل مفهوم

را ͳتصادف فرآیند Έی م�ͳگیریم. نظر در را ͳتصادف فرآیند Έی به متعلق ͳزمان سری�های

روند Έی با فرآیند Έی باشد. ”روند” بدون زمان�ͳاش سری�های اگر گوییم، ”مارتینΎل”

گوییم.[٢٣] مارتینΎل” ”فوق را ͳکاهش روند با فرآیندی و مارتینΎل” ”زیر را ͳافزایش
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Έی است. دست در Ft فیلتراسیون Έی با (Ω,F ,P) احتمال فضای .۴.١.١ تعریف

فیلتراسیون به نسبت را {Xt; t ∈ [0, T ]} چپ) راستودارایحد از کادلاگ(پیوسته فرآیند

گوییم: مارتینΎل ،P احتمال اندازه�ی و Ft

باشد. سازگار - Ft ،X اگر -١

باشد. ͳمتناه t ∈ [0, T ] برای E[|X|] -٢

E[Xs|Ft] = Xt باشیم: داشته s > t هر برای -٣

ͳوقت بالا است.تعریف آن ͳفعل مقدار مارتینΎل، آینده�ی مقدار Έی از ͳپیش�بین بهترین

(Ft)t∈[0,T ] شارشاطلاعات(فیلتراسیون) و احتمال اندازه�ی تنها که م�ͳدهد نتیجه را مارتینΎل

باشد. معلوم

اطلاعات جریان توسط آینده تغییرات که است آن مارتینΎل فرآیند Έی بنیادین خاصیت

باشد:[٢٣] ͳپیش�بین قابل غیر کاملا̈ Ft

∀u > 0 ; E[Xt+u −Xt|Ft] = E[Xt+u|Ft]− [Xt|Ft] = Xt −Xt = 0

معادل مارتینΎل اندازه�ی ۴.١.١

برای فیلتراسیون Έی (Ft)t∈[0,T ] احتمال، یΈفضای (Ω,F ,P) گیریم تعریف١.١.۵.

اندازه�ی Έی را Q صورت این در باشد. (Ω,F) روی دیΎری احتمال اندازه�ی Q و آن

اگر: گوییم معادل �مارتینΎل

داشته ی΋سان پوچ مجموعه�های دو هر که ͳمعن این به باشد، P (هم�ارز) معادل Q - ١

Q اندازه�ی و P اندازه�ی تحت که است ͳپیشامد�های پوچ، مجموعه�های از باشند.(منظور

بیفتند.) اتفاق نم�ͳتوانند

P ≪ Q ,Q ≪ P

باشد. مارتینΎل Έی ،Q اندازه�ی تحت ،{e−rtSt}t≥0 سهام قیمت یافته�ی تنزیل� فرآیند - ٢

مفهوم به آن ͳتای΋ی و برم�ͳگردد آربیتراژ مفهوم به معادل، مارتینΎل اندازه�ی Έی وجود
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این منظورمان اغلب کنیم، کار Q اندازه�ی با اگر سخن، دیΎر به است. وابسته کامل بازار

برابر سهام انتظار مورد ͳبازده ͳیعن هستیم. ”ͳخنث-Έریس ” فضای Έی در که است

EQ[St|F0] = ertS0 کم�خطر:[٢٨] ͳدارای Έی Έریس بدون ͳبازده با است

لوی فرآیند ۵.١.١

سازگار کادلاگو خاصیت دارای که {Xt}0≤t<∞ مثل ͳحقیق مقدار با ͳتصادف یΈفرآیند

هرگاه م�ͳنامند، لوی فرآیند Έی را باشد، (Ω,F ,P) احتمال فضای روی Ft فیلتراسیون با

کند: صدق زیر شرایط در

Ft از Xuمستقل − Xt که معنا این به باشد. گذشته از مستقل فرآیند، این نمو�های -١

باشد: 0 ≤ t < u <∞

P(Xu −Xt|Ft) = P(Xu −Xt)

توزی΄ سخن دیΎر به است. Xh توزی΄ همان Xt+h −Xt توزی΄ ͳیعن باشد، مانا نمو�ها -٢

است) همΎن (توزی΄ ندارد. ͳΎبست t به نمو�ها

.X0 = 0 مطمئن طور به تقریباً -٣

: که معنا این به باشد، پیوسته احتمال در Xt -۴

∀ϵ > 0 , limh→0 P(|Xt+h −Xt| ≥ ϵ) = 0

نمو�های با فرآیندهای کنند، ͳم صدق (٣) و (٢) و (١) های شرط� در که ͳفرآیند�های

باشد. برقرار (٣ ) تا (١) شرایط که است صادق ͳوقت (۴) شرط دارند. نام مانا مستقل

لوی، فرآیندهای بیشتر حقیقت در نیست. نمونه مسیرهای ͳΎپیوست معنای به (۴) شرط

شرط است). ͳبراون حرکت هم آن و ͳ΋ی جز هستند(به ناپیوسته نمونه�ی مسیرهای دارای

زیرا است. صفر ،t زمان در جهش احتمال tباشیم زمان در ما اگر که است معنا این به (۴)

در جهش�ها واق΄ در مشخصاست). چیز ندارد(همه وجود حال زمان در ͳنامعلوم چیز Ϳهی

پیوسته و چپ دارای ͳتصادف فرآیند Έی ما اطلاعات طبق م�ͳدهند. رخ ͳتصادف زمان�های

نیز و است ͳبین پیش قابل غیر ͳتصادف فرآیند Έی فرانسه)، زبان در (کادلاگ راست از
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م�ͳدهد.[٢٣] نتیجه را ͳبین پیش قابل غیر فرآیند مفهوم همان سازگار ͳتصادف فرآیند Έی

سازگار - Ft فرآیند�های امˈا است سازگار - Ft باشد، پیوسته مسیر�های دارای که فرآیندی

t زمان در X جهش باشد. انفصال نقطه�ی Έی t کنید فرض باشند. ناپیوسته توانند ͳم

با: است برابر

∆X(t) = X(t)−X(t−)

و بزرگ جهش�های ͳمتناه تعداد تواند ͳم {Xt; 0 ≤ t ≤ T} مثل Ft-سازگار فرآیند Έی

سهام قیمت عنوان به را X(t) اکنون باشد. داشته Έکوچ جهش�های پذیر شمارش تعداد

لحظه Έی در سهام قیمت X(t+) و قبل لحظه Έی در سهام قیمت X(t−) بΎیرید. نظر در

Ft-سازگار فرآیند Έی صورت به ͳبایست X سهام قیمت فرآیند کاربرد�ها در است. بعد

آینده مقدار آن به (که کنیم. ͳبین پیش را X(t) توانیم ͳنم t− لحظه در زیرا شود. مدل

ͳم هم گذشته مقدار آن به (که شناسیم ͳم را X(t) قبل از t+ لحظه در اما شود) ͳم گفته

گویند).[٢٣]

ب�ͳنهایت خاصیت تعریف قسمت این در آوردیم. قبل در را لوی فرآیند Έی تعریف

به را ما خاصیت این دهیم. ͳم ارائه را توزی΄ Έی از بخش�پذیر) ͳنامتناه) بخش�پذیر

بخش�پذیر، ͳنامتناه های توزی΄ توسط را لوی فرآیند Έی توان ͳنم که رساند ͳم نتیجه این

م�ͳشود. تولید بخش�پذیر ͳنامتناه های توزی΄ توسط خود لوی فرآیند زیرا کنیم. Έی΋تف

متغیر دو توسط بتواند اگر گوییم، بخش�پذیر را Y ͳتصادف متغیر Έی .۶.١.١ تعریف

شود:[٢٣] داده نمایش ی΋سان توزی΄ با مستقل ͳتصادف

Y = Y1 + Y2

توسط بتواند اگر گوییم، بخش�پذیر ͳنامتناه را Y ͳتصادف متغیر Έی .٧.١.١ تعریف

شود:[٢٣] داده نمایش ،n ⩾ 2 هر برای ی΋سان توزی΄ با مستقل ͳتصادف متغیر n مجموع

Y = Y1 + . . .+ Yn

ϕn(z) و Y ͳتصادف متغیر پذیر بخش ͳنامتناه توزی΄ مشخصه�ی تاب΄ ϕ(z) کنید فرض

است: صورت این به ϕn(z) و ϕ(z) رابطه�ی باشد. بالا جم΄�وند n توزی΄ مشخصه�ی تاب΄
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Φ(z) = Φn(z)
n و Φn(z) = (Φ(z)1/n)

و α-پایدار توزی΄ گاما، نرمال،توزی΄ توزی΄ پذیر، بخش ͳنامتناه توزی΄�های از ͳمثال�های

است. پواسون توزی΄

تاب΄ ، Y ∼ N (µ, σ2) که طوری به باشد نرمال ͳتصادف متغیر Έی Y اگر .١.١.١ مثال

صورت: به آن مشخصه

Φ(z) =

∫ +∞

−∞
eizyP(Y )dx = exp(iµz − σ2z2

2
) (١.١)

رابطه�ی از استفاده با تواند ͳم Y همΎن وند جم΄ n توزی΄ مشخصه�ی تاب΄ لذا م�ͳباشد،

شود: محاسبه صورت این به (١.١)

Φn(z) = {Φ(z)} 1
n = {exp(iµz − σ2z2

2
)} 1

n = exp{i(µ
n
)z − (σ

2

n
)z2

2
}

(زیرا است. σ2
n
واریانس و µ

n
میانΎین با نرمال نیز Y همΎن وند جم΄ n توزی΄ تاب΄ بنابراین

م�ͳکند) مشخص را احتمال توزی΄ Έی ی΋تا طور به مشخصه تاب΄ Έی

Y =
∑n−1

k=0 Yk Yk ∼ i.i.d.N (µ
n
, σ

2

n
)

داراست صورت این به را بخش�پذیر ͳنامتناه خاصیت {Xt; t ≥ 0}، لوی فرآیند Έی

دارد. را بخش�پذیر ͳنامتناه یΈتوزی΄ ،Xt+h−Xt لوی فرآیند Έی نمو�های ،t هر برای که

{Xt; t ≥ 0} لوی فرآیند Έی آنΎاه باشد، بخش�پذیر ͳنامتناه توزی΄ Έی P اگر ع΋س بر

است، مهم بسیار لم این شود. ͳم تعیین P توسط ، Xt+h −Xt نمو توزی΄ که دارد وجود

پواسون) و نرمال،α-پایدار (گاما، بخش�پذیر ͳنامتناه های توزی΄ که معناست آن به زیرا

بالع΋س.[٢٣] و شوند تولید لوی فرآیند توسط م�ͳتوانند

لوی یΈفرآیند مشخصه�ی تاب΄ ۶.١.١

که ψ : Rd 7→ R پیوسته�ی تاب΄ Έی باشد. لوی فرآیند Έی (Xt)t≥0 کنید فرض

به�طوری΋ه: دارد وجود م�ͳشود، خوانده X ”ͳنمای ”مشخصه�ی

E[eizXt ] = etψ(z) z ∈ Rd (٢.١)
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نمو Έی مشخصه�ی تاب΄ توسط کاملا̈، را Xt ͳتصادف فرآیند ͳتوزیع خواص م�ͳتوانیم ما

دهیم. ΀توضی Xt −Xs آن،

با: بود خواهد برابر Xt مشخصه�ی تاب΄ نمو�ها، ͳمانای خاصیت طبق

ΦX
t (z) = E(eizXt) = E[eiz(Xt+s−Xs)] ∀s ≥ 0 i =

√
−1 (٣.١)

فرمول در است، شده ͳمعرف بالا در که ψ(u) = log Φ(u) ͳنمای مشخصه�ی .١.١.١ قضیه

م�ͳکند: ”لوی-خینچین”صدق

ΦX(z) = E[eizXt ]

= exp
(
aitz − σ2

2
tz2 +

∫
R∖{0}

(eizx − 1− izx1|x|≤1)w(dx)
)

(۴.١)

= exp(tψX(z))

∫
R min(1, x2)w(dx) < و است، R∖{0}لوی”١روی ”اندازه�ی w و σ2 ≥ 0 و a ∈ R که

.∞

[١١] اثبات١.١.١.

نیست، احتمال اندازه�ی Έی امˈا است R روی مثبت اندازه�ی Έی لوی اندازه�ی .١ ن΋ته

∫زیرا:
w(dx) ̸= 1

تولید پیوسته�ی لوی فرآیند تنها استاندارد: ͳبراون حرکت ٧.١.١

نرمال توزی΄ توسط شده

کنند. ͳم تفسیر پیوسته غیر فرآیندهای صورت به اشتباه به را لوی فرآیندهای افراد بسیاری

باشیم، داشته لوی فرآیند تعریف به دقیق ͳاهΎن اگر است. غلط محض مفهوم در این

نیست. لوی فرآیند نمونه مسیرهای ͳΎناپیوست شرایط، از Έی Ϳهی لازمه�ی که دید خواهیم

١Levy Measure
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فرآیند آن نمونه�ی تنها که باشد، داشته پیوسته نمونه�ی مسیر Έی تواند ͳم لوی فرآیند Έی

است.[٢٣] استاندارد ͳبراون حرکت

مقدار ͳحقیق لوی فرآیند Έی {Bt; t ⩾ 0} استاندارد ͳبراون یΈحرکت تعریف٨.١.١.

داراست:[٢٣] را زیر شرایط که است (Ω,F ,P) احتمال فضای Έی روی شده تعریف

.X0 = 0 مطمئن طور به تقریباً -١

باشد. مانا و مستقل نمو�های دارای X -٢

باشد: σ واریانس و صفر میانΎین با نرمال توزی΄ دارای Xt+s −Xt -٣

Xt+s −Xt ∼ N (0, s)

برای t در Xt(ω) که معناست آن به این و ،P(Ω0) = 1 که دارد وجود Ω0 ∈ F Έی -۴

است) نمونه”٢ ”مسیر Έی Ω0).است پیوسته ω ∈ Ω0 هر

کرده�ایم. تعریف فیلتراسیون Έی به مراجعه بدون را ͳبراون حرکت فرآیند بالا تعریف طبق

به مربوط (Ft)0≤t≤T ͳطبیع فیلتراسیون Έی با همیشه ما م�ͳآید، ادامه در که آنچه طبق

حرکت فرآیند بنابراین باشد. نظرمان مدّ دیΎری چیز آن΋ه مΎر م�ͳکنیم، کار ͳبراون حرکت

است. Ft از مستقل Xt+s −Xt نمو و است سازگار ͳطبیع فیلتراسیون Έی با ͳبراون

عنوان به و گرفته قرار ͳوسیع مطالعه�ی مورد کنون تا که است ͳتصادف فرآیند ،ͳبراون حرکت

با ͳعمیق پیوند ،ͳمال مدل�سازی و ͳبراون حرکت م�ͳشود. ͳتلق ٣ مدرن ͳتصادف تحلیل مادر

ͳدارای قیمت برای را ͳمدل باچلیر۴” ”لوئیس که است ͳزمان همان از واین دارند ی΋دیΎر

داد:[١١] ارائه پاریس بورس در

St = S0 + σBt (۵.١)

قیمت لΎاریتم آن در که شد ”بلΈ-شولز” مدل ارائه�ی به منجر باچلیر مدل ͳضرب نسخه�ی

م�ͳکند: پیروی ͳبراون حرکت فرآیند Έی از lnSt ͳدارای

St = S0 exp[µt+ σBt] (۶.١)

٢Sample Path
٣ The Modern Stochastic Analysis
۴Louis Bachelier

١٨



پیش�نیازها و ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل

خاص�تر: ͳکم فرم در یا و
dSt
St

= σdBt + (µ+
σ2

2
dt) (٧.١)

مدل همچنین م�ͳشود. نامیده ”ͳهندس ͳبراون حرکت ”فرآیند ،S فرآیند حالت این در که

است: توصیف قابل نیز ”ͳنمای لوی ”فرآیند منظر از ”بلΈ-شولز”

است:[٢٣] زیر فرم به ͳنمای لوی مدل Έی بلΈ-شولز مدل

St = S0e
Lt

است: زیر صورت به ͳهندس ͳبراون حرکت فرآیند Έی Lt آن در که

Lt = (µ− 1

2
σ2)t+ σBt

است، شده مدل ͳنمای لوی فرآیند Έی صورت به ،St بورس ارزش حرکت که حقیقت این

م�ͳشود: مدل لوی فرآیند Έی فرم به ln St

S0
آن ͳبازده لΎاریتم که، معناست این به

ln(
St
S0

) = Lt = (µ− 1

2
σ2)t+ σBt

فرآیند تنها ͳبراون حرکت فرآیند زیرا است. پیوسته ”ͳنمای لوی ”مدل تنها بلΈ-شولز، مدل

م�ͳباشد. جهش) (بدون پیوسته، لوی

گاما فرآیند ٨.١.١

در مستقل نمو�های با است فرآیندی ،ν واریانس و µ میانΎین با γ(t;µ; ν) گامای فرآیند

به مربوط fh(g) ͳالΎچ اشتراک�اند. بدون بازه�ها این که ،(t, t + h) صورت به ͳبازه�های

بدست νh واریانس و µh میانΎین با گاما ͳالΎچ تاب΄ توسط ،g = γ(t + h;µ, ν) نمو

:ͳیعن م�ͳآید،[٢٨]
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, g > 0 (٨.١)

دارد[٢٨]: زیر فرم به ͳمشخصه�ای تاب΄ گاما، توزی΄ ست. گاما تاب΄ Γ(x) آن در که
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