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قدردانͬ

ریاضͬ و آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم سپاسخداوندگار

که بͽیرد فاصله فانͬ دنیای این از کمͬ آدمͬ عقل شاید تا آفرید را

عاਖॿیدیࢂ঻ඟبایدساࣾتوزৗوآدਗی آدਗیభعاॿم਩༙یਖ৶ی�آیدଘد॥ت
صدر سعه�ی کمال در که طاهری�فر علͬ دکتر آقای جناب شایسته؛ و کمالات با استاد از

عهده بر را رساله این راهنمایͬ زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از

گرفتند...

در را رساله این مشاوره�ی زحمت که بازیار محمد دکتر آقای جناب مهربان؛ و صبور استاد از

نمͬ�رسید... مطلوب نتیجه به پایان�نامه این ایشان، مساعدت بدون که شدند متقبل حالͬ

زحمت که ویسͬ امیر دکتر و ممتحن احسان دکتر آقایان جناب دلسوز؛ و فرزانه اساتید از و

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال شدند، متقبل را رساله این داوری

همچنین و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

و کوتاهͬ بر همواره که را، مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از بعد نازنینم. خواهران

عرصه�های تمام در و گذشته�اند غفلت�هایم کنار از کریمانه و کشیده عفو قلم من، درشتͬ

بوده�اند. من برای داشت بͬ�چشم یاوری و یار زندگͬ،

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین این که باشد

محمدآباد حسینͬ مریم سیده

١٣٩٣ تابستان



چͺیده

فضای M و R جابجایͬ حلقه�ی در صفر مقسوم�علیه عناصر مجموعه� Z(R) مͬ�کنیم فرض

را R حلقه�ی از I ایدآل باشد. ͬͺزاریس توپولوژی با R حلقه�ی در مینیمال اول ایدآل�های

ایدآل هیچ در مشمول و I ⊆ Z(R) هرگاه گوییم، sd−ایدآل خلاصه طوری به یا قویاًچͽال

باشد فشرده M در D(a) = M\V (a) که را a ∈ R همه�ی مجموعه�ی نباشد. مینیمال اول

است فشرده M و (A) خاصیت دارای R که مͬ�دهیم نشان مͬ�دهیم. نمایش RK(M) با را

اگر است اساسͬ RK(M) که مͬ�کنیم ثابت باشد. نداشته sd−ایدآلͬ هیچ R اگر تنها و اگر

sd−ایدآل ،RK(M) که مͬ�کنیم ثابت همچنین باشد. موضعͬ فشرده�ی Mتقریباً اگر تنها و

مینیمال اول ایدآل�های اشتراک باشد. نافشرده و موضعͬ فشرده�ی M اگر تنها و اگر است

اشتراک که مͬ�کنیم ثابت نیست. اساسͬ ایدآل ͷی لزوماً ،R کاهش�یافته�ی حلقه�ی در اساسͬ

که مͬ�دهیم نشان آخر در و است CF (X) با برابر C(X) در اساسͬ مینیمال اول ایدآل�های

است. خالص ایدآل ͷی CK(X) و I(X) = XL اگر تنها و اگر است شبه�گسسته X فضای
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١ فصل

مقدمه

در و است یͺدار تعویض�پذیر حلقه�ی� منظور آید میان به حلقه� از سخن جا هر پایان�نامه این در

شود. گفته آن خلاف که آن مͽر است. هاسدورف و کاملا́منظم Xیͷفضای ،C(X)حلقه�ی

جبر در مباحثͬ ١�١

R گوییم باشد. X روی رابطه�ای R و ناتهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض .١�١�١ تعریف

هرگاه: است جزئͬ ترتیب X روی

انعͺاسͬ) (خاصیت .xRx ،x ∈ X هر برای .١

پادتقارنͬ) (خاصیت .x = y شود نتیجه yRx و xRy که x, y ∈ X هر برای .٢

تعدی) (خاصیت .xRz شود نتیجه ،yRz و xRy که x, y, z ∈ X هر برای .٣

است. جزئͬ ترتیب ،R روی ⩽ رابطه�ی .٢�١�١ مثال

هر که طوری به باشد غیرتهͬ جزئͬ مرتب مجموعه�ی ͷی (X,R) کنیم فرض .٣�١�١ لم

عضو ͷی حداقل R به نسبت X صورت این در باشد. داشته X در بالایͬ کران X در زنجیر



٢ مقدمه .١

است. معروف ١ تسورن لم به لم این دارد، ماکسیمال

R حلقه�ی از ٢ ایدآل ͷی را I آن�گاه .∅ ̸= I ⊆ R و حلقه ͷی R اگر .۴�١�١ تعریف

هرگاه: گوییم

. x− y ∈ I ، x, y ∈ I هر ازای به (١

. rx ∈ I ،r ∈ R و x ∈ I هر ازای به (٢

.n ∈ Z که هستند nZ فرم به Z صحیح عدد�های حلقه�ی ایدآل�های .۵�١�١ مثال

٣ اول را P ایدآل آن�گاه باشد، R حلقه�ی در ایدآلͬ P و حلقه ͷی R اگر .۶�١�١ تعریف

هرگاه: گوییم

باشد. سره P (١

. B ⊆ P یا A ⊆ P آن�گاه AB ⊆ P اگر ،R در B و A دلخواه ایدآل دو هر برای (٢

ͷی p ∈ Z که هستند pZ فرم به Z صحیح عدد�های حلقه�ی اول ایدآل�های .٧�١�١ مثال

است. اول عدد

هر ازای به و I ̸= ۰ هرگاه گوییم ۴ مینیمال ایدآل را R حلقه�ی در I ایدآل .٨�١�١ تعریف

.J = ۰ یا J = I آن�گاه J ⊆ I که ،R از J ایدآل

ندارد. مینیمال سره�ی ایدآل F میدان هر .٩�١�١ مثال

هرگاه: گوییم، ۵ ماکسیمال ایدآل را R حلقه�ی از I ایدآل .١٠�١�١ تعریف

باشد. سره I .١

.J = R یا I = J آن�گاه ،I ⊆ J ⊆ R که R از J ایدآل هر ازای به .٢

است. ماکسیمال {۰} ایدآل میدانͬ، هر در .١١�١�١ مثال

Zorn’s lemma١

Ideal٢

Prime ideal٣

Minimal ideal۴

Maximal ideal۵



٣ مقدمه .١

اول ایدآل ͷی ماکسیمال، ایدآل هر آن�گاه باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١٢�١�١ قضیه

است.

گوییم، ۶ صفر مقسوم�علیه را x ∈ R باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١٣�١�١ تعریف

عناصر تمام مجموعه�ی . xy = ۰ که طوری به باشد داشته وجود ۰ ̸= y ∈ R هرگاه

مͬ�دهیم. نمایش Z(R) با را R حلقه�ی صفر مقسوم�علیه

.Z(Z۶) = {۰,٢,٣} داریم Z۶ حلقه�ی در .١۴�١�١ مثال

غیرصفر صفر مقسوم�علیه هرگاه گوییم، ٧ صحیح دامنه�ی را R حلقه�ی .١۵�١�١ تعریف

باشد. نداشته

است. متناهͬ صحیح دامنه�ی ͷی Z٢ و نامتناهͬ صحیح دامنه�ی ͷی Z .١۶�١�١ مثال

n ∈ N هرگاه گوییم، ٨ پوچ�توان را x ∈ R باشد. حلقه ͷی R فرضکنیم .١٧�١�تعریف١

نمایش N(R) با را R پوچ�توان عناصر تمام مجموعه�ی . xn = ۰ که طوری به� باشد موجود

مͬ�دهیم.

است. پوچ�توان عضو ͷی x = ۶ عنصر Z١٢ حلقه�ی در .١٨�١�١ مثال

نداشته غیرصفر پوچ�توان عضو هرگاه گوییم، ٩ کاهش�یافته را R حلقه�ی .١٩�١�١ تعریف

باشد.

هستند. کاهش�یافته حلقه�های ،Z۶ و R صحیح دامنه�ی هر .٢٠�١�١ مثال

هرگاه گوییم، ١٠ خودتوان را x ∈ R باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢١�١�١ تعریف

.x۲ = x

Zero divisor۶

Integral domain٧

Nilpotent٨

Reduced٩

Idempotent١٠



۴ مقدمه .١

از عبارتند حلقه این خودتوان عضوهای مͬ�گیریم، نظر در را Z۶ حلقه�ی .٢٢�١�١ مثال

.۴ و ٣،١،۰

باشد. خودتوان آن عضو هر هرگاه گوییم، ١١ بولͬ حلقه�ی را R حلقه�ی .٢٣�١�١ تعریف

است. بولͬ حلقه�ی ͷی Z٢ حلقه�ی .٢۴�١�١ مثال

صورت: این در باشد. R حلقه�ی در ایدآلͬ I کنیم فرض .٢۵�١�١ تعریف
√
I = {r ∈ R | rn ∈ I که باشد داشته وجود N به متعلق {nای

دارد. نام I رادیͺال و مͬ�شود شامل را I که است R از ایدآلͬ

١٢ ضربͬ�بسته را S مجموعه�ی باشد. S ⊆ R و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢۶�١�١ تعریف

هرگاه: گوییم

۰ /∈ S .١

١ ∈ S .٢

.xy ∈ S باشیم داشته x, y ∈ S هر برای .٣

S = {١, x, x۲, x۳, مجموعه�ی{... .x ∈ R و باشد Rیͷحلقه فرضکنیم .٢٧�١�مثال١

است. بسته ضربͬ مجموعه�ی ͷی

اگر است اول ایدآل P آن�گاه باشد، R از ایدآل ͷی I و حلقه ͷی R اگر .٢٨�١�١ قضیه

باشد. بسته ضربͬ مجموعه�ی ͷی R\P اگر تنها و

١٣ کوهن قضیه�ی .٢٩�١�١ قضیه

،I ∩ S = ∅ و باشد R از بسته ضربͬ مجموعه�ی ͷی S و ایدآل ͷی P و حلقه ͷی R اگر

.P ∩ S = ∅ و I ⊆ P که طوری به دارد وجود R در P اول ایدآل آن�گاه

وارون�پذیر عضو aصورت این در .a ∈ R و باشد حلقه ͷی R فرضکنیم .٣٠�١�١ قضیه

.a /∈ M باشیم داشته R از M ماکسیمال ایدآل هر ازای به اگر تنها و اگر است R

Boolean ring١١

Multiplicatively closed١٢

Cohen theorem١٣



۵ مقدمه .١

تعریف زیر شͺل به را R در x پوچ�ساز آن�گاه ،x ∈ R و باشد حلقه R اگر .٣١�١�تعریف١

مͬ�کنیم:

Ann(x) = {r ∈ R | rx = ۰}.

.Ann(٢) = {۰,۴} صورت این در مͬ�گیریم. نظر در را Z٨ حلقه�ی .٣٢�١�١ مثال

،x ∈ R هر ازای به هرگاه گوییم، ١۴ منظّم حلقه�ی ͷی را R حلقه�ی .٣٣�١�١ تعریف

.x = x٢y که طوری به باشد موجود y ∈ R

بخشͬ حلقه�ی ͷی R اگر زیرا، است؛ منظّم حلقه�ی ͷی بخشͬ حلقه�ی هر .٣۴�١�١ مثال

آن�گاه ،x ̸= ۰ اگر و x = x٢x آن�گاه ،x = ۰ اگر صورت این در .x ∈ R و باشد

پس ،xx-١ = ١

x = x٢x-١ = xxx-١

است. منظّم حلقه�ی ͷی R بنابراین

حلقه�ی عضو هر اینͺه دلیل به است؛ منظّم حلقه�ی ͷی بولͬ حلقه�ی هر .٣۵�١�١ مثال

.x = x٢x داریم است خودتوان بولͬ

T(R) صورت این در باشد. S = R\Z(R) و حلقه ͷی R کنیم فرض .٣۶�١�١ تعریف

.T(R) = S-١R داریم و گوییم R ١۵ کامل خارج�قسمتͬ حلقه�ی را

.T(R) = Q صورت این در مͬ�گیریم. نظر در را R = Z حلقه�ی .٣٧�١�١ مثال

ͷی را M مجموعه�ی صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٨�١�١ تعریف

هرگاه: گوییم ١۶ راست R−مدول

باشد. آبلͬ گروه (M,+) (١

و r١, r۲, r ∈ R ازای به که باشد موجود چنان λ : M × R −→ M اسͺالر ضرب (٢

باشد: زیر خواص دارای m۱,m٢,m ∈ M

Regular ring١۴

Total quotient ring١۵

Right module١۶



۶ مقدمه .١

m(r١ + r٢) = mr١ +mr٢ آ)

m(r١r٢) = (mr١)r٢ ب)

(m١ +m٢)r = m١r +m٢r ج)

m · ١ = m د)

گوییم ١٧ چپ R−مدول ͷی را M مجموعه�ی مشابه طور به مͬ�شود. داده نمایش MR با و

هرگاه:

باشد. آبلͬ گروه (M,+) (١

و r١, r٢, r ∈ R ازای به که باشد موجود چنان λ : R × M −→ M اسͺالر ضرب (٢

باشد: زیر خواص دارای m١,m٢,m ∈ M

(r١ + r٢)m = r١m+ r٢m آ)

(r١r٢)m = r١(r٢m) ب)

r(m١ +m٢) = rm١ + rm٢ ج)

١ ·m = m د)

چپ R−مدول هم و راست R−مدول هم که را M مجموعه�ی مͬ�دهیم. نمایش RM با و

گوییم. R−مدول ͷی را باشد

خود آبلͬ گروه هر همچنین و است R−مدول ͷی خودش روی حلقه هر .٣٩�١�١ مثال

است. Z−مدول ͷی نیز

M زیرمدول ͷی را N ⊆ M آن�گاه باشد. MیRͷ−مدول کنیم فرض .۴٠�١�١ تعریف

هرگاه: گوییم

(N,+) ⩽ (M,+) (١

.rn ∈ N ،r ∈ R هر ازای به و n ∈ N هر ازای به (٢

هستند. R حلقه�ی های ایدآل همان R−مدول، عنوان به R زیرمدول�های .۴١�١�١ مثال

R−مدول در N غیرصفر زیرمدول باشد. R−مدول ͷی M کنیم فرض .۴٢�١�١ تعریف

.N ∩K ̸= ۰ ،M در Kغیرصفر زیرمدول هر ازای به هرگاه گوییم، ١٨ اساسͬ را M

Left module١٧

Essential١٨



٧ مقدمه .١

،N∩K = ۰ Mکه Kاز زیرمدول ازای به هرگاه گوییم، Mاساسͬ در را N دیͽر عبارت به

مͬ�دهیم. نمایش N ⩽e M با را M از N اساسͬ زیرمدول .K = ۰ دهد نتیجه

،۰ ̸= n ∈ Z هر ازای به آن�گاه بͽیریم نظر در Z−مدول عنوان به را Z اگر .۴٣�١�١ مثال

است. Z در اساسͬ زیرمدول nZ

معادلند: زیر موارد آن�گاه .N ⩽ M و باشد R−مدول ͷی M کنیم فرض .۴۴�١�١ لم

.N ⩽e M (١

.۰ ̸= rm ∈ N �که طوری به دارد وجود r ∈ R ͷی آن�گاه ،۰ ̸= m ∈ M اگر (٢

تفاوت این با بود. خواهد برقرار نیز فوق لم آن�گاه باشد، چپ یا راست R−مدول ،M اگر

بود: خواهد زیر فرم به فوق لم صورت این در باشد، راست R−مدول ͷی M اگر که

معادلند: زیر موارد آن�گاه باشد. N ⩽ M و راست R−مدول ͷی M اگر

.N ⩽e M (١

.۰ ̸= mr ∈ N �که طوری به دارد وجود r ∈ R ͷی آن�گاه ،۰ ̸= m ∈ M اگر (٢

،A ⩽ B ⩽ M و A ⩽e M همچنین باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .۴۵�١�١ قضیه

.B ⩽e M آن�گاه

وجود T۰ ⩽ M آن�گاه ،N ⩽ M و باشد R−مدول ͷی M کنیم فرض .۴۶�١�١ قضیه

.N
⊕

T۰ ⩽e M که طوری به� دارد

مͬ�دهیم: قرار برهان.

X = {T ⩽ M | N ∩ T = ۰}

دارد. وجود T = ۰ حداقل زیرا است؛ ناتهͬ و جزئͬ مرتب X که است واضح

زیرا؛ است X از عضوی
∪

α Tα مͬ�گیریم. نظر در X در زنجیری را {Tα}α

به دارند وجود α١, α٢ صورت این در ،x, y ∈
∪

α Tα اگر که دلیل این به ؛
∪

α Tα ⩽ R آ)

پس ،Tα١ ⊆ Tα٢ مͬ�گیریم ،{Tα}α بودن زنجیر دلیل به حال .x ∈ Tα١ , y ∈ Tα٢ که گونه�ای

.x+ y ∈
∪

α Tα نتیجه در ،x+ y ∈ Tα٢ بنابراین است، زیرمدول Tα۲ چون ،x, y ∈ Tα٢



٨ مقدمه .١

نتیجه در ،rx ∈ Tα٢ داشت خواهیم ،Tα٢ بودن زیرمدول دلیل به ،r ∈ R مͬ�کنیم فرض حال

.rx ∈
∪

α Tα

.(
∪

α Tα) ∩N =
∪

α(Tα ∩N) = ۰ ب)

T۰ �گیریم دارد. ماکسیمال عضو ͷی حداقل X پس است، برقرار تسورن لم شرایط بنابراین

مͬ�کنیم ادعا باشد، X ماکسیمال عضو

N
⊕

T۰ ⩽e R

که دارد وجود M در K زیرمدول پس نباشد، اساسͬ N
⊕

T۰ مͬ�کنیم فرض

(N
⊕

T۰) ∩K = ۰ (١)

بنابراین

N ∩ (T۰ +K) = ۰ (٢)

(١) طبق .n − t۰ ∈ N
⊕

T۰ و k ∈ K که ،n − t۰ = k داریم ،n = t۰ + k اگر زیرا

،N ∩ T۰ = ۰ طرفͬ از .n = t۰ نتیجه در ،n − t۰ = ۰ پس ،k = ۰ داشت خواهیم

اگر زیرا، T۰؛ ⫋ T۰+K و T۰+K ∈ X نتیجه در است برقرار (٢) پس .n = ۰ بنابراین

،T۰ ⫋ T۰ +K چون حال است. تناقض در (١) با که ،K ⊆ T۰ آن�گاه ،T۰ = T۰ +K

درست ادعا پس دارد، تناقض T۰ بودن ماکسیمال با که است ماکسیمال X در T۰+K پس

■ است.

Mباشند زیرمدول�های N و K ،H و باشد R−مدول ͷی M کنیم فرض .۴٧�١�١ قضیه

برقرارند: زیر گزاره�های آن�گاه .K ⩽ N ⩽ M که طوری به

تعدی) (خاصیت .N ⩽e M و K ⩽e N اگر وتنها اگر K ⩽e M الف.

.H ⩽e M و K ⩽e M اگر وتنها اگر H ∩K ⩽e M ب.

مͬ�دانیم .K ∩ T = ۰ که T ⩽ M و N ⩽e M و K ⩽e N کنیم فرض (الف) برهان.

چون اما T ∩ N = ۰ پس ،K ∩ (T ∩ N) = ۰ طرفͬ از ،K ⩽e N و T ∩ N ⩽ N که

.T = ۰ بنابراین N ⩽e M و T ⩽ M

.T ⩽ M پس N ⩽ M چون .K ∩ T = ۰ که T ⩽ N و K ⩽e M کنیم فرض به�عͺس،

.K ⩽e N یعنͬ T = ۰ بنابراین K ⩽e M طرفͬ از



٩ مقدمه .١

K∩T = ۰ K∩Tبنابراین ⩽ N∩T چون .N∩T = ۰ ،T ⩽ M برای فرضمͬ�کنیم حال

.N ⩽e M یعنͬ این و T = ۰ ،M در K بودن اساسͬ دلیل به نتیجه در و

.(H∩K)∩T = ۰ و مͬ�گیریم دلخواه را T ⩽ M .K ⩽e M Hو ⩽e M فرضکنیم (ب)

بنابراین K ⩽e M طرفͬ از K ∩T = پس۰ H ⩽e M چون و H ∩ (K ∩T ) = ۰ بنابراین

.T = ۰
K ∩ (H ∩ T ) = پس۰ ،H ∩ T = ۰ که T ⩽ M و H ∩K ⩽e M کنیم فرض به�عͺس،

مشابه طور به .T = ۰ مͬ�شود نتیجه H ∩K ⩽e M چون و (K ∩ H) ∩ T = ۰ بنابراین

■ مͬ�شود. Kثابت ⩽e M

M از زیرمدول�هایͬ C و B و A و باشد R−مدول ͷی M کنیم فرض .۴٨�١�١ قضیه

.A
⊕

C ⩽e B
⊕

C آن�گاه ،A ⩽e B که طوری به باشند

آن�گاه ،K ⩽e N اگر .N ⩽ M و باشد R−مدول ͷی M کنیم فرض .۴٩�١�١ قضیه

.K = T ∩N که طوری به T ⩽e M دارد وجود

طوری به دارد وجود M از T۰ زیرمدول بنابراین .K ⩽e N و N ⩽ M کنیم فرض برهان.

طبق بنابراین ،K
⊕

T۰ ⩽e N
⊕

T۰ پس K ⩽e N چون حال .N
⊕

T۰ ⩽e M که

.K
⊕

T۰ ⩽e M تعدی خاصیت

.K = T ∩N مͬ�دهیم نشان ،T = K
⊕

T۰ مͬ�دهیم قرار

k + t۰ = n مͬ�کنیم فرض حال .K ⊆ N ∩ T پس ،K ⊆ T و K ⊆ N که است واضح

داریم و n = k نتیجه در ،t۰ = ۰ بنابراین N ∩ T۰ = ۰ چون حال .t۰ = n − k پس

■ .N ∩ T ⊆ K

زیرمدول صفر و خودش جز Mبه هرگاه گوییم، ١٩ ساده Mرا R−مدول .۵٠�١�تعریف١

باشد. نداشته دیͽری

ساده زیرمدول�های از خانواده�ای هرگاه گوییم، ٢٠ نیم�ساده Mرا R−مدول .۵١�١�تعریف١

که طوری به باشد، داشته وجود است) اندیس�گذار مجموعه�ی ͷی A){Sα}α∈A Mمانند از

Simple١٩

Semi simple٢٠



١٠ مقدمه .١

ساده�اش زیرمدول�های از خانواده�ای مجموع با برابر M دیͽر عبارت به .M =
∑

α∈A Sα

باشد.

است. نیم�ساده ولͬ نیست ساده صفر مدول .۵٢�١�١ مثال

جمعوندی M زیرمدول هر آن�گاه باشد. دلخواه مدول ͷی M کنیم فرض .۵٣�١�١ قضیه

باشد. نیم�ساده M اگر تنها و اگر است M از ٢١

ندارد اساسͬ زیرمدول M آن�گاه باشد. دلخواه مدول ͷی M کنیم فرض .۵۴�١�١ قضیه

باشد. نیم�ساده M اگر وتنها اگر

بنابراین مͬ�کنیم، فرض نیم�ساده را M باشد. دلخواه N و N ⩽ M کنیم فرض برهان.

طوری به دارد وجود T۰ ⩽ M ͷی بنابراین است. M از جمعوندی N ،(۵١-١-٣) طبق

نیست. اساسͬ N که مͬ�دهد نتیجه N ∩ T۰ = ۰ لذا ،N
⊕

T۰ = M که

این به باشد. نداشته دیͽری اساسͬ زیرمدول خودش جز به M مͬ�کنیم فرض به�عͺس،

N
⊕

T۰ که طوری به T۰ ≤ M دارد وجود (۴۶-١-١) طبق پس N ⩽ M که دلیل

بنابراین ندارد، دیͽری اساسͬ زیرمدول خودش جز به M چون حال است. اساسͬ M در

،(۵١-١-٣) طبق بود، دلخواه N چون و است M از جمعوندی N پس N
⊕

T۰ = M

■ است. Mنیم�ساده

نمایش Soc(M) نماد با Mرا ساکل باشد. MیRͷ−مدول فرضکنیم .۵۵�١�تعریف١

است. M ساده�ی زیرمدول�های همه�ی خانواده��ی مجموع که مͬ�دهیم

Soc(Z۶)؛ = Z۶ صورت این در مͬ�گیریم. نظر در Z−مدول عنوان به را Z۶ .۵۶�١�١ مثال

زیرمدول دو این مجموع بنابراین هستند، Z۶ ساده�ی زیرمدول�های {۰,٢,۴} و {۰,٣} زیرا،
مͬ�باشد. Z۶ خود با برابر

.Soc(M) =
∩

N⩽eM
N آن�گاه باشد، دلخواه مدول ͷی M کنیم فرض .۵٧�١�١ قضیه

N∩S ̸= ۰ که است واضح .N ⩽e M و Mباشد از ساده�ای زیرمدول S فرضکنیم برهان.

حال .S ⊆ N یعنͬ این و N∩S = S که مͬ�شود نتیجه S بودن ساده دلیل به ،N∩S ⩽ S و

Direct summand٢١



١١ مقدمه .١

هر درون ساده�ها جمع بنابراین است، گرفته قرار اساسͬ مدول هر در ساده�ای مدول هر چون

پس مͬ�گیرد، قرار
∩

N⩽eM
N درون نتیجه در و اساسͬ

Soc(M) ⊆
∩

N⩽eM
N . (١)

اساسͬ زیر�مدول (۴١-١-٩) طبق رو این از .A ⩽e X ⩽ M و X =
∩

N⩽eM
N مͬ��گیریم

و A = X پس .B ∩X = X طرفͬ از ،A = B ∩X که طوری به دارد، وجود M در B

Xنیم�ساده ،(۵۴-١-١) طبق رو این از مͬ�باشد، X خود X در اساسͬ زیرمدول تنها بنابراین

یعنͬ ،X ⊆ Soc(M) نتیجه در و ∩است
N⩽eM

N ⊆ Soc(M) . (٢)

داشت خواهیم (٢) و (١) از بنابراین

■ Soc(M) =
∩

N⩽eM
N .

توپولوژی در مباحثͬ ٢�١

زیرمجموعه�های همه�ی خانواده�ی P(X) و مجموعه� ͷی Xمͬ�کنیم فرض .١�٢�١ تعریف

شرایط هرگاه مͬ�گوییم؛ X روی ٢٢ توپولوژی ͷی را T ⊆ P(X) صورت این در باشد، X

باشند: برقرار زیر

باشند. T در X و ∅ .١

باشد. T به متعلق T عنصر دو هر اشتراک .٢

باشد. T به متعلق T عناصر از تعداد هر اجتماع .٣

توپولوژی فضای ͷی را است شده تعریف آن روی که T توپولوژی با همراه X مجموعه�ی

یعنͬ است فضا ͷی X بͽوییم اختصار به هرگاه مͬ�دهیم. نمایش (X, T ) با اغلب و گوییم

در باز مجموعه�های را T عناصر است. شده تعریف پیش از آن روی توپولوژی ͷی که این

مͬ�شود. نامیده بسته باشد، T به متعلق آن متمم که X از زیرمجموعه�ای و مͬ�نامیم X

که: دید مͬ�توان سادگͬ به ،X = {a, b, c, d} مͬ�کنیم فرض .٢�٢�١ مثال

Topology٢٢


