
عددی) (آنالیز ارشد کارشناسͬ پایان�نامه

عنوان:

مثلثͬ متعامد توابع از استفاده با تغییرات حساب مسائل عددی حل

دانشجو:

رشیدی وریا

راهنما: استاد

علͬ�پناه امجد دکتر

مشاور: استاد

ساعد�پناه فردین دکتر

١٣٨٩ اسفند



چͺیده

معروف توابع از که را مثلثͬ متعامد توابع نام به پیوسته قطعه�ای توابع از جدید مجموعه�ی ͷی پایان�نامه، این

ماتریس�های همچنین مͬ�پردازد، خواصآن�ها مقایسه و بررسͬ به و نموده معرفͬ مͬ�آیند، به�دست بلاک-پالس

حساب مسائل مستقیم حل به مثلثͬ متعامد توابع از استفاده با سپس و تولید را توابع این انتگرال عملیاتͬ

حساب مسائل در موجود انتگرال�های محاسبه برای که شد خواهند تولید را فرمول�هایی و مͬ�پردازد تغییرات

معادلات دستگاه ͷی به تغییراتͬ حساب مسئله روابط این ͷکم با مͬ�توان رو این از مͬ�روند. به�کار تغییراتͬ

مثال چند انتها در مͬ�کنند. تبدیل جبری معادله ͷی به را مسائل این کرد. تبدیل خطͬ) غیر یا (خطͬ جبری

در را روش این دقت و کارایی که کرده، حل شده معرفͬ توسط را آن�ها و آورده را تغییرات حساب مسائل از

مͬ�دهد. نشان تغییراتͬ حساب مسائل حل

مستقیم، روش انتگرال، عملیاتͬ ماتریس�های تغییرات، حساب مسائل مثلثͬ، متعامد توابع کلیدی: کلمات

پیوسته قطعه�ای توابع
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١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

شده�اند، استفاده مقالات و رساله�ها در که است دهه نه حدود ١(PCBF) پیوسته قطعه�ای پایه�ای توابع

شد شروع هار توابع روی بر کار با ١٩١٠ سال در توابع این مورد در یافته سازمان بررسͬ�های و تحقیقات

کسینوس٢ͬ، و سینوسͬ توابع با تمایز و توابع مجموعه این بودن پیوسته قطعه�ای ماهیت و تعامد خاصیت .[١]

سال�های در توابع این به زیاد توجه و اهمیت باشند. برخوردار زیادی شهرت از توابع این که است شده باعث

کنند، تولید را هستند مشترکͬ خواص دارای که را توابع این از جدیدی انواع محققان که شد موجب اخیر

کرد اشاره هار۶ توابع و اسلانت۵ توابع والش۴، توابع بلاک-پالس٣، توابع به مͬ�توان توابع این جمله�ی از

برای کنترل، سیستم�های ساخت و آنالیز مانند: مͬ�باشند، زیادی کاربردهای دارای پیوسته قطعه�ای توابع .[٢]

مختلف های کاربرد است. شده اشاره آنها به [٨-٣] مراجع در که دیͽر کاربردهای و ،[٩]٧(PWM)تولید

به اشاره که شده�اند ١٠]معرفͬ ،١١] مراجع در دیͽران٨ و دیب توسط بلاک-پالس توابع از توجهͬ جالب و

است. داشته وجود اخیر دوره�های در آن به وابسته توابع و بلاک-پالس توابع اهمیت که دارد واقعیت این

ͷی که مͬ�پردازیم مثلثͬ متعامد توابع بلاک-پالسبه�نام توابع از مͺمل�هایی جفت تولید به نامه پایان این در

تولید میلادی ٢٠٠۶ سال در دیب توسط آن بعدی ͷی صورت بار اولین که هستند جدید متعامد توابع از دسته

کرده صرفه به مقرون و آسان را توابع این با کار دلیل همین به مͬ�باشند ساده سیستمͬ دارای توابع این شد.

١Piecewise continuse basis function
بودند کسینوسͬ و سینوسͬ توابع شده شناخته توابع مهمترین از ͬͺی زمان آن ٢در

٣Block-pulse functions
۴Walsh function
۵Slant function
۶Har function
٧Pulse-width modulated
٨Deb et al
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مͬ�گویند. مثلثͬ توابع را آن�ها بودن، مثلثͬ یعنͬ؛ دارند که خاصͬ هندسͬ شͺل علت به توابع این است.

مقدماتͬ تعاریف ١.١

x, y ∈ هر برای نقطه�ای) حاصل�ضرب (یا داخلͬ حاصل�ضرب باشد، برداری فضای ͷی V هرگاه تعریف١.

مͬ�کند: صدق زیر خواص در که R به V × V از است تابعͬ و مͬ�دهیم نمایش ⟨y, x⟩ نماد با را V

.⟨x, x⟩ > ٠،x ∈ V هر ازای به .١

.x = ٠ اگر تنها و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ .٢

.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ، x, y ∈ V هر ازای به .٣

.⟨x + y, z⟩ = ⟨x, z⟩ + ⟨y, z⟩ و ⟨x, y + z⟩ = ⟨x, y⟩ + ⟨x, z⟩ ،x, y, z ∈ V هر ازای به .۴

مͬ�گویند. فضایحاصل�ضربداخلͬ باشد، تعریفشده یͷحاصل�ضربداخلͬ آن روی که برداری فضای هر

به�صورت است تابعͬ نرم ͷی باشد، F میدان روی برداری فضای ͷی V کنیم فرض .٢ تعریف

باشد: زیر شرایط دارای به�طوریͺه ∥.∥ : V −→ [٠,∞)

.∥x∥ > ٠ ،x ∈ V هر برای .١

.x = ٠ اگر نتها و اگر ∥x∥ = ٠ .٢

.∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ F و x ∈ V هر برای .٣

.∥x + y∥ 6 ∥x∥ + ∥y∥ ،x, y ∈ V هر برای .۴

مͬ�گویند. نرم شبه ͷی نرم به نباشد برقرار دوم شرط اگر .٣ توجه

فضای آنگاه باشد، V روی دلخواه نرم ͷی هم ∥.∥ و F میدان روی برداری فضای ͷی V اگر .۴ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش (V, ∥.∥) با آن�را و گویند نرم�دار فضای ͷی را V برداری

تعریف زیر به�صورت [a, b] w(x)روی > ٠ وزن تابع به نسبت را توابع فضای روی داخلͬ ضرب تعریف۵.

مͬ�کنیم:

⟨f, g⟩ =

∫ b

a

f(x)g(x)w(x)dx. (١.١)

گویند. تعامد بازه را انتگرالͽیری بازه و هستند عمود هم بر f, g آنگاه شود، صفر حاصلضرب این اگر

٢



متعامد [a, b] بازه روی w(t) منفͬ غیر وزن تابع به نسبت را {ϕi(x)}n
i=٠ توابع از مجموعه ͷی .۶ تعریف

باشیم: داشته i, j = ٠,١, · · ·n هر برای هرگاه گویند،

∫ b

a

w(t)ϕi(t)ϕj(t)dt =

 ٠, i ̸= j,

γj, j = i,

مͬ�باشد. ∥ϕm(x)∥٢ = γm آن در که

را A مجموعه باشد. X از مجموعه�ای زیر A و باشد داخلͬ ضرب فضای ͷی X کنیم فرض .٧ تعریف

آنگاه باشد، برقرار ⟨x, y⟩ = ٠ رابطه�ی x ∈ A هر برای اگر و باشد داشته وجود y ∈ X هرگاه گوییم، کامل

دیͽر عبارت به یا .y = ٠X که دهد نتیجه

{
y ∈ X|∀x ∈ A,< x, y >= ٠

}
= {٠}. (٢.١)

توابعͬ مجموعه فضای L٢[a, b) و مͬ�دهیم نشان C[a, b] با را [a, b] بر پیوسته توابع همه فضای .٨ تعریف

یعنͬ: باشد موجود [a, b) در آن�ها دوم توان انتگرال که که است

L٢[a, b) =

{
f : [a, b) → R

∣∣∣ ∫ b

a

f٢(x)dx < ∞
}

. (٣.١)

نامیده تابعک ͷی زیر، رابطه آنگاه باشند توابع فضای Ω و حقیقͬ اعداد مجموعه R کنید فرض .٩ تعریف

مͬ�شود:

I : Ω −→ R.

مͬ�دهند. تشͺیل حقیقͬ اعداد را آن�ها برد و توابع فضای را آن�ها دامنه که هستند توابعͬ مجموعه تابعک�ها پس

سه در که است d : X ×X → R مانند تابعͬ X ناتهͬ مجموعه روی فاصله) (یا ͷمتری ͷی .١٠ تعریف

کند: صدق زیر ویژگͬ

.x = y اگر تنها و اگر d(x, y) = ٠ و d(x, y) > ٠ باشیم: داشته x, y ∈ X ازای به .١

.d(x, y) = d(y, x) ،x, y ∈ X هر ازای به .٢

مثلثͬ). (نابرابری d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) ،x, y, z ∈ X هر ازای به .٣

٣



مͬ�نامند. ͷمتری فضای ͷی را (X, d) مرتب جفت

تقریب بهترین

اثبات و بیشتر اطلاعات مͬ�کنیم. بیان دار نرم فضای در را تقریب بهترین نظریه�ی اجمالͬ به�طور قسمت این در

است. شده آورده [٣٣ ،٣۴] مراجع در قسمت این قضایای

هر برای تقریب بهترین باشد، V فضای زیر ͷی W و ͷمتری فضای ͷی (V, d) که کنیم فرض .١١ تعریف

آن در که مͬ�باشد y∗ ∈ W مانند عنصری ،x ∈ V عنصر

d(x, y∗) = inf{d(x, y) : y ∈ W} = dist(x,W ),

مͬ�گویند. نیز W مجموعه به نقطه نزدیͺترین را x و W مجموعه از x فاصله یعنͬ ،dist(x,W ) که

y٠ این�صورت در dist(x, W ) = ∥x − y٠∥ به�طوریͺه باشد داشته وجود y٠ مانند W از عضوی چنان�چه

گویند. W به نسبت x تقریب بهترین را

آیا؛ که دارد وجود اساسͬ سوال سه تقریب بهترین بحث مورد در

است؟. تقریبچͽونه بهترین آوردن به�دست نحوه یͺتاست؟، صورتوجود در دارد؟، تقریبوجود بهترین این

y∗ ∈ W آنگاه باشد. x ∈ V و V دار نرم فضای از متناهͬ بعد با فضایی زیر ͷیW فرضکنید .١.١ قضیه

به�طوریͺه دارد وجود یͺتا) لزوماً (نه

∥x − y∗∥ = min
y∈W

∥x − y∥

دارد. وجود W به نسبت ،x تقریب بهترین یعنͬ

x ̸= y ∈ W هر برای هرگاه گوییم، محدب اکیداً V برداری فضای روی (W,d) نرم�دار فضای تعریف١٢.

.∥λx + (١− λ)y∥ < r باشیم: داشته ٠ < λ < ١ هر برای و ∥y∥ 6 r و ∥x∥ 6 r شرایط با

بهترین این�صورت در باشد، آن از فضای زیر W و محدب اکیداً دار نرم فضای ͷی (V, d) اگر .٢.١ قضیه

است. ͬͺی حداکثر W به نسبت x ∈ V تقریب

W آنگاه باشد، V از متعامد مجموعه زیر ͷیW و باشد داخلͬ ضرب فضای ͷی V اگر (پایه) تعریف١٣.

هرگاه مͬ�گوییم، متعامد پایه ͷی را

∀y ∈ V, y =
∑
x∈W

⟨x, y⟩x.

۴



: پایه انواع

دقت دارای پایه�ها این گویند. پیوسته پایه�هایی باشند پیوسته آن اعضای که پیوسته:پایه�هایی پایه�های .١

چندجمله�ایهای مانند: دارند مختلفͬ وانواع مͬ�شوند برده به�کار پیوسته توابع تقریب برای بیشتر و بالا

غیره. و اسپلاین�ها مثلثاتͬ، توابع متعامد،

مسائل: تقریب برای بیشتر پیوسته قطعه�ای متعامد پایه�های کلͬ به�طور پیوسته: قطعه�ای پایه�های .٢

مسائل معمولͬ، دیفرانسیل معادله جزیی، مشتقات با معادلات تغییرات، حساب دیفرانسیل، حساب

مͬ�شوند، استفاده مͬ�باشند ناپیوستگͬ دارای که غیره و بهینه کنترل انتگرال، معادلات مرزی، مقدار

دارند معایبی و مزایا توابع این مͬ�شود. استفاده نیز پیوسته مسائل تقریب برای پایه�ها این از چند هر

: از عبارتند پایه�ها این مزایای که

است، ساده آن�ها کردن ماشینͬ •

دارد، پایینͬ کردن گرد خطای •

است. مناسب بسیار ناپیوسته مسائل برای •

است: زیر به�صورت نیز آن�ها معایب و

نمͬ�باشند، مناسب زیاد پیوسته مسائل تقریب برای •

ندارد. بالایی دقت •

غیره. و مثلثͬ والش، هار، پالس، بلاک مانند: دارد، مختلفͬ انواع پایه�ها این

مͬ�باشد. ناپیوسته قطعه�ای و پیوسته پایه�های از ترکیبی پایه�ها این ترکیبی: پایه�های .٣

تانسوری) ضرب کرونکر(یا ضرب ،B ∈ Rr×s و A ∈ Rm×n کنیم فرض کرونکر٩) (ضرب .١۴ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت B و A

A ⊗ B =


a١١B · · · a١nB

... . . . ...

am١B · · · amnB

 ∈ Rmr×ns.

مͬ�شود. تعریف صورت همین به نیز مختلط ماتریس�های برای کرونکر ضرب

٩Kronecker products

۵



کرونکر: خواصضرب

داریم آنگاه باشد، D ∈ Rs×t و C ∈ Rn×p ،B ∈ Rr×s، A ∈ Rm×n اگر •

(A ⊗ B) (C ⊗ D) = AC ⊗ BD(∈ Rmr×pt).

داریم: B و A هر برای •

(A ⊗ B)T = AT ⊗ BT .

است. متقارن نیز A ⊗ B ماتریس آنگاه باشند، متقارن B ∈ Rm×m و A ∈ Rn×n اگر •

آنگاه باشد نامنفرد B و A اگر •

(A ⊗ B)−١ = A−١ ⊗ B−١.

است. نرمال نیز A ⊗ B ماتریس آنگاه باشند، نرمال B ∈ Rm×m و A ∈ Rn×n اگر •

تجزیه ͷی دارای B ∈ Rp×q و UAΣAVA بفرد منحصر تجزیه دارای A ∈ Rn×m کنیم فرض •

آنگاه باشد UBΣBVB بفرد منحصر

(UA ⊗ UB) (ΣA ⊗ ΣB) (VA ⊗ VB) ,

است. A ⊗ B ماتریس بفرد منحصر تجزیه ͷی

B ∈ Rm×m و باشد، i ∈ {١,٢, · · · , n} برای µi ویژه مقادیر دارای A ∈ Rn×n کنیم فرض •

A ⊗ B ماتریس ویژه مقدار mn آنگاه باشد. j ∈ {١,٢, · · · ,m} برای λj ویژه مقدار دارای

از: عبارتند

λ١µ١, · · · , λ١µm, λ٢µ١, · · · , λ٢µm, · · · , λnµ١, · · · , λnµm

B و A تانسوری) جمع (یا کرونکر١٠ جمع ،B ∈ Rm×m و A ∈ Rn×n کنیم فرض .١۵ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت که است mn × mn بعد با ماتریس ͷی

A ⊕ B = (Im ⊗ A) + (B ⊗ In). (۴.١)

.[٣٢] A ⊕ B ̸= B ⊕ A کلͬ حالت در که کنید توجه

١٠Kronecker sum

۶



تغییرات حساب با مختصر آشنایی ٢.١

مقدمه ١.٢.١

از بسیاری در آن نتایج و است سازی بهینه مسائل با ارتباط در که است ریاضیات از شاخه�ای تغییرات حساب

مسائل این ͷسیستماتی مطالعه مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد مهندسͬ و ͷفیزی کاربردی، ریاضیات بخش�های

حساب مسائل .[١٣] �شد شروع (١٧٣-١٨١٣۶ ) لاگرانژ و (١٧٧٠-١٧٩٣ ) اویلر کار با هیجدهم قرن به

برای مختلفͬ روش�های که کرد تبدیل اویلر-لاگرانژ) (معادله دیفرانسیل معادله ͷی به مͬ�توان را تغییرات

مستقیم غیر روش�های مͬ�کنند، حل را اویلر-لاگرانژ دیفرانسیل معادله که روش�های است. شده ارائه آن حل

از بسیاری در مستقیم١١مͬ�گویند. روش�های مͬ�کنند حل را تغییرات حساب اصلͬ مسئله که روش�های و

نیافتنͬ دست مواقع بعضͬ در و مشͺل مسئله به مربوط دیفرانسیل معادله تحلیلͬ حل تغییرات حساب مسائل

حل تقریبی روش�های با را آنها واکثراً مͬ�شود، استفاده مستقیم روش از مسائل گونه این در بنابراین است،

که است غیره و خمینه�ها خم�ها، مسیرها، از مجموعه�ای یافتن جستجوی در تغییرات حساب .[٢۶] مͬ�کنند

و کمینه عنوان به آن از ͬͺفیزی مسائل در (اغلب هستند اکسترمم دارای مشتق�پذیر و پیوسته توابعͬ عنوان به

توسط بود، تغییراتͬ حساب مسائل اولین از ͬͺی که زمانͬ خم کوتاهترین مسئله�ی مͬ�شود). یاد نیز بیشینه

لایب�نیتز، نیوتن، قبیل: از اروپا، مشهور ریاضیدانان ذهن زمان آن در شد، مطرح ١۶٩۶ سال در برنولͬ یوهان

دستگاه عنوان به تغییرات حساب بعد به زمان آن از کرد. مشغول خود به را غیره و فاتیو هود، برنولͬ، یاکوب

نیازهای مͬ�توان را تغییرات حساب گسترش و ابداع انگیزه�های عمده�ترین است. یافته توسعه خاصͬ ریاضͬ

حوزه به دیفرانسیل معادلات حل و مشتقها حوزه از مشͺلاتمحاسباتͬ فرافکنͬ به ͷکلاسیͷانیͺم تدریجͬ

وسیله�ی به کارتاگ شهر اینکه بر مبنͬ دارد وجود قدیمͬ افسانه ͷی .[١٢] نمود ذکر بهینه�سازی و انتگرالها

وسیله�ی به میلاد از قبل ٨١۴ سال در شهر این که �صورت �این به است، شده تعیین برابر-محیطͬ مسئله حل

در خود تصرف به را زمین حداکثر گاو ͷی پوست وسیله�ی به شاهزاده که شد نهاده بنیان دیدو١٢ شاهزاده

به نوارها این کردن متصل با سپس و برید تسمه�های شͺل به را گاو پوست خود ابتکار قوه�ی با شاهزاده آورد.

مثال چند بررسͬ با داد. جایی دایره این درون را زمین بیشترین نتیجه در و آورد در دایره شͺل به را آن�ها هم

که سوالاتͬ انواع برای را زمینه مسائل این که به�صورتͬ مͬ�کنیم شروع را مطلب تغییرات مسائل با ارتباط در

مͬ�کند. فراهم داریم، نظر در

مسیر کوتاهترین مساله�ی .١.١ مثال

١١Direct methods
١٢Dido

٧



نقطه دو بین فاصله کوتاه�ترین مسأله�ی گرفت، قرار یونانیان توجه مورد که تغییرات مسائل قدیمͬ�ترین از ͬͺی

بود. صفحه در

به مͬ�کند وصل هم به را نقطه دو این که منحنͬ طول باشند، موجود B(b, yb) و A(a, ya) نقطه دو اگر

مͬ�آید: به�دست زیر انتگرال وسیله�ی

j(y) =

∫ b

a

√
١+ (y′)٢ dx,

(
y′ =

dy

dx

)
. (۵.١)

وابسته y = y(x) منحنͬ به j عدد که کنیم تاکید نکته این بر تا مͬ�دهیم نشان j(y) با را (۵.١) انتگرال

را j(y) که است y = y(x) منحنͬ یا تابع کردن پیدا فاصله، کوتاه�ترین مسأله ،(۵.١) عبارت در است.

وصل به را B و A نقطه دو که است مستقیمͬ خط y منحنͬ که مͬ�گوید ما هندسͬ بینش مͬ�کند. کمینه

و A اگر که کلͬ به�طور است. جواب ͷی این مͬ�شود ثابت که نیست واقعیت از دور این حال هر به مͬ�کند،

است.[١٢] ͷژئودزی ͷی منحنͬ کوتاهترین باشند سطح ͷی روی B

فاصله کوتاه�ترین خم :١.١ شͺل

سطوح کردن مینیمال مسأله�ی .٢.١ مثال

این مساحت که مͬ�آید، به�وجود سطحͬ نماید دوران xها محور حول ١.١ شͺل در y = y(x) منحنͬ اگر

مͬ�شود: محاسبه زیر انتگرال به�وسیله�ی سطح

j(y) = ٢π

∫ b

a

y
√
١+ (y′)٢ dx (۶.١)

حداقل را (۶.١) مساحت که به�طوری بیابیم، Y = y مانند منحنͬ که است این سطح، کردن کمینه مسأله

کلͬ شͺل مͬ�باشد. مسأله جواب منحنͬ این و است زنجیره١٣ ͷیͷی از کمانͬ y منحنͬ حالت این در نماید.

١٣Catenery

٨



مͬ�باشد. (١٨٠١-١٨٨٣) پلانو مسائل جزء مسائل مجموعه این و بͽیرد قرار بررسͬ مورد مͬ�تواند مسأله این

آمد. به�وجود مسئله ͬͺفیزی درک ͷی مͬ�کردند آزمایش سیم�ها روی صابون ورقه�های با فیزیͺدانان آنکه از بعد

زمان١۴ کوتاهترین خم .٣.١ مثال

صافͬ سیم ͷی شͺل کردن پیدا مسأله جا این در است. پویا مثال ͷی تغییرات حساب مسائل از مثال سومین

این پایین به بالا از ͷکوچ مهره ͷی که به�طوری مͬ�کند، وصل هم به را قائم صفحه ͷی از نقطه دو که است

و (١۶۴١-٢۵۶۴) گالیله زمان کوتاه�ترین خم مسأله همان این بپیماید. زمان کمترین در را نقطه دو بین مسیر

برابر p نقطه�ی در مهره سرعت که مͬ�بینیم ٣.١ شͺل نمودار از استفاده با مͬ�باشد. (١٧۴١-٨۶۶٧) برنولͬ

زمان کوتاه�ترین خم :٢.١ شͺل

مͬ�آید: به�دست زیر رابطه از B تا A از حرکت زمان رو این از v = ds
dt
با است

T (y) =

∫ b

x=٠

ds

v
, ds =

√
١+ (y′)٢ dx.

داریم: کند، حرکت به شروع A نقطه در سͺون حالت از ذره اگر که مͬ�دانیم مقدماتͬ، ͷانیͺم به توجه با

v٢ = ٢gy,

از: است عبارت شود، کمینه باید که انتگرالͬ بنابرین است. زمین ثقل شتاب g آن در که

T (y) =

∫ b

٠

√
١+ (y′)٢√
٢gy

dx.

١۴Brachistochrone

٩



،(١-١٧٧٢۶۴٢) نیوتن١۵ مانند: اشخاصͬ توسط که است، سیͺلوئید از کمان ͷی y یعنͬ مسأله جواب

آمده به�دست (١٧۴١-٨۶۶٧) برنول١٧ͬ جان و (١٧٠۵-١۶۵۴) برنول١۶ͬ جیمز ،(١٧١۶-١۶۴۶) لایبنیتز

است.

برابر-محیط١٨ͬ مسئله .۴.١ مثال

و است هندسͬ مسئله ͷی شد. مطرح یونانیان به�وسیله�ی که است تغییرات مسأله قدیمͬ�ترین از ͬͺی مثال این

مسئله این ساده صورت مͬ�باشد. شده داده طول با بسته منحنͬ ͷی محصور سطح حداکثر یافتن با ارتباط در

برابر-محیطͬ خم :٣.١ شͺل

در (شͺل٣.١). xها محور از فاصله�ای و y منحنͬ ͷی یافتن از بود عبارت مسئله شد. حل پاپوس به�وسیله�ی

سطح که طوری به است Y = y تابع یافتن مسئله حالت این

j(y) =

∫ b

٠
y dx

منحنͬ طول آنکه شرط با نماید، حداکثر را

k(y) =

∫ b

٠

√
١+ (y′)٢ dx, (٧.١)

[١٢]. مͬ�باشد درست دایره ͷی از کمانͬ شهودی، جواب مسئله این برای باشد. ثابت مقدار ͷی

تغییرات حساب اصلͬ مسئله ٢.٢.١

١.١ مثال�های از ͷهری اینکه به توجه با مͬ�کنیم آغاز را تغییرات مساله�ی ͷسیستماتی مطالعه قسمت این در

با ثابت نقطه دو B و A که کنیم فرض است. بحث این عمومͬ مسائل از مخصوصͬ شͺل�های ۴.١ تا

١۵Newton
١۶James Bernolli
١٧John Bernolli
١٨Isoperimetric

١٠



را B و A نقطه دو که دارد وجود y = y(x) منحنͬ�های از مجموعه ͷی باشند (b, yb) و (a, ya) مختصات

انتگرال، که است y مجموعه�ی از عضو ͷی یافتن مسئله این�صورت در مͬ�کند. وصل به�هم

J(y) =

∫ b

a

f
(
x, y(x), y′(x)

)
dx, (٨.١)

از: عبارتند f تابع فوق مثال�های برای کند. کمینه را

f =
√

(١+ y′)٢,

f = ٢πy
√
١+ (y′)٢,

f =

√
١+ (y′)٢√
٢gy

.

انتگرال بر این�ها که نباشد یا باشد مشتق�پذیر باشد، گسسته یا پیوسته است ممͺن y = y(x) منحنͬ حال

مͬ�گذارد. اثر J(y)

تغییرات حساب مسائل حل در روشعددی دو ٣.٢.١

تغییرات حساب مسائل حل برای روش ͷی اویلر١٩: روش

I(y) =

∫ xn

x٠

f(x, y, y′)dx,

مرزی شرایط با

y(x٠) = y٠, y(xn) = yn,

از آنها انتهای و ابتدا که مͬ�کنیم تقسیم بازه�هایی زیر به را انتگرالͽیری بازۀ روش این در مͬ�باشد. اویلر روش

xi = x٠ + i
xn − x٠

n
, i = ١, ..., n,

مͬ�شود تقریب�زده زیر به�صورت تابعک کنیم، معرفͬ h =
xn − x٠

n
اگر همچنین مͬ�شوند، انتخاب

I(yi) =

∫ xn

x٠

f(xi, yi, y
′
i)dx = h

n−١∑
i=٠

f
(
x٠ + ih, yi,

yi+١ − yi

h

)
.

روابط از که nمعادله�ای دستگاه حل به�وسیله yi مجهول مقادیر

∂I

∂yi

= ٠, i = ٠, ..., n,

١٩Euler’s method

١١



مͬ�آیند. به�دست مͬ�شود تشͺیل

مͬ�باشد. پایه�ای توابع خطͬ ترکیب ͷی با مجهول جواب تابع از تقریب ͷی بر مبنͬ روش این ریتز٢٠: روش

با مجهول تابع که کنید فرض

y(x) = α٠b٠(x) + α١b١(x) + ... + αnbn(x),

جانشین با مͬ�مانند. باقͬ مجهول ضرایب اما کنند صدق مرزی شرایط در باید پایه�ای توابع که شود زده تقریب

داریم: تغییرات حساب مسئله در تقریب کردن

I(y) =

∫ x١

x٠

f(x, y, y′)dx.

یعنͬ: شوند، صفر ضرایب به نسبت جزئͬ مشتق�های باید تابعک اکسترمم به رسیدن برای

∂I(y)

∂αi

= ٠, i = ٠, ..., n,

مرجع در حͺم این اثبات مͬ�دهد. به�دست را ضرایب آن جواب که شده دستگاه ͷی تشͺیل باعث اخیر روابط

در ۶ فصل به مͬ�توانید باقیمانده روش دو و روش�ها این درباره بیشتر اطلاعات برای است. موجود [٣٠]

کنید. رجوع [٢٩]

٢٠Ritz’s method

١٢



٢ فصل

بعدی ͷی قطعه�ای متعامد توابع

مقدمه

توابع از دسته ͷی بعد بخش در سپس مͬ�کنیم آغاز آن خواص و بلاک-پالس توابع تعریف با را فصل این

را آن�ها خواص و کرده معرفͬ را مͬ�شوند مشتق بلاک-پالس توابع از که مثلثͬ توابع نام با را پیوسته قطعه�ای

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد یͺدیͽر به نسبت را آن�ها معایب و مزیت�ها و مقایسه توابع این با

بعدی ͷی صورت�های منظور شده آورده مثلثͬ توابع یا بلاک-پالس توابع اسم که جا هر فصل این در قرارداد:

آن�هاست.

بلاک-پالس توابع ١.٢

زیر به�صورت [٠,١) بازه در را آن�ها معمول طور به که هستند، پله�ای توابعͬ بلاک-پالس توابع .١۶ تعریف

[١٧ ،١۶] مͬ�کنند، تعریف

ϕi(t) =

 ١,
i

m
6 t <

i + ١
m

,

٠, otherwise,
(١.٢)

[٠,١) واحد بازه (١.٢) فرمول در مͬ�باشد. مثبت صحیح عدد ͷی m و i = ٠,١,٢, ..., m−١ آن در که

واحد ارتفاع با محدود مستطیل ͷی تنها ϕi بلاک-پالس تابع امین i که مͬ�شود تقسیم مساوی بازه زیر m به

کرده�ایم. رسم m = ۵ ازای به ١.٢ شͺل� در را توابع این از تعدادی مͬ�باشد. [ i
m

, i+١
m

) بازه�ی زیر در

١٣



(i = ٠,١,٢,٣,۴ ازای به ϕi(t) (یا بلاک-پالس توابع نمودار :١.٢ شͺل

١۴


