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  چكيده
زاي ات جالـب و چـالش  هاي برآورد بيزي و احتمالي از موضوعمقايسه بين روش     

هـاي بيـز از يـك توزيـع     بيني كنندهنامه برآوردها و پيشدر اين پايان. رودعلم آمار به شمار مي
نمـايي  ي احتمالي بـرآورد ماكسـيمم درسـت   بيني كنندهترين پيشمتداول. شوندنرمال گرفته مي

اكسـيمم درسـتنمايي   توان ذكر كرد كه با جايگزيني بـرآورد م داراي يك روند دروني است، مي
نامه مشتمل بر چهار فصل اين پايان. آيددست ميبيني كننده بهبراي ميانگين جامعه، توزيع پيش

. فصل اول و فصل دوم را مفاهيم و برخي قضاياي مفيدي از نظريه تصميم را در بـردارد . است
در فصل چهـارم   ي نرمال در حالت يك متغيره وي برآورديابي ميانگين جامعهفصل سوم مسئله
  .كنيممي بررسيهاي خطي هاي نرمال چندمتغيره، تحت موضوع مدلمسئله در جامعه

  
  
  
  
  

  :هاي كليديواژه
  .برآورد بيز، چگالي پيشين جفريز، تابع زيان، برآوردگر ماكسيمم درستنمايي، تابع مخاطره

  



 

  
  پيشگفتار

گيـري را در  اصـول تصـميم   ،1ي بيستم، ابراهام والـد ي اول سدههاي آخر نيمهدر سال
ها و چهارجوبي رياضي ارائه داد و كوشيد كه مباحث گوناگون آماري، مانند برآورديابي، آزمون

در آمـار  . ي آمـار را پربـارتر سـازد   ي اطمينان را به هم پيوند دهـد و از ايـن راه، نظريـه   فاصله
توزيـع مجهـول، بـه دسـتيابي     ر يـا  ي پارامتها دربارههاي آماري و دادهكلاسيك به كمك نمونه

هـاي آمـاري و ديگـر    ي تصميم، به كمك نمونـه كنيم، اما در نظريهگيري ميپردازيم و نتيجه مي
  ).1(گيري دست يابيم كوشيم تا به بهترين تصميمجوانب، براي نمونه، سود و زيان، مي

بـع  طي بيست سال گذشته موضوع مقايسه ميان رويكردهاي بيزي و احتمالي تحت توا
زيان هموار با مقادير معلوم، مانند تابع زيان مربع خطا، توجه زيـادي را بـه خـود جلـب كـرده      

كارگيري توابع زيان متقارن، مانند زيان مربع خطا، براي بسياري از مسائل عملي مـؤثر  به. است
، 21980مطالعـات برگـر   .رونـد هايي منطقي به شمار مـي اين توابع در بيشتر موارد، گزينه. است

با اين وجود ممكن است براي برخي از . را ذكر نمود 1980 4، شينها و كيل1982 3مارتز و والر
در اين موارد مشاهده شده است كـه توابـع نامتقـارن    . بيني مناسب نباشندمسائل ارزيابي و پيش

، )1975(5تـوان از تحقيقـاتي كـه توسـط واريـان     ي بيشـتر مـي  بـراي مطالعـه  . انـد مؤثرتر بـوده 
بهـره  ، )2001(11، چانـدرا )1998( 10ويونـگ  9، اسـپرينگ )1998( 8و يـو 7، مورهـد )1986(6رزلن
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1 Abraham Wald, 1902-1950 
2   Berger 
3  Martz and Waller 
4  Shinha and Kale 
 5Varian  
6Zellner  
7Moorhead  
8Wu  
9Spiring  
10Yeung  
11Chandra  



 

ي مدارهاي چاپي را در نظر ضخامت پوشش لحيم، صفحه براي)2004(1براي مثال جوزف      
كنندگان و گيري زيان كلي براي مصرفگرفت و كشف كرد كه تابع متقارن زيان جهت اندازه

هاي بيز همواره و در هر تا به حال تصور بر اين بود كه روش. نيست كنندگان مناسبتوليد
  .كنند اما اين تصور منطقي و صحيح نيستشرايطي خوب عمل مي

خطاي مطلق، تابع زيان لينكس، تابع زيان  - را تحت تابع زيان  2بيني بيزدر اينجا پيش      
. دهيمخطاي مطلق را مورد بررسي قرار مي -ها، از زيان آنتروپي، به عنوان يك مورد خاص

لي جهت برآورد نامعلوم براي چنانچه واريانس نامعلوم باشد، از مقدار تركيبي مشترك قب
  .شودخطاي مطلق استفاده مي -هاي  زيان

ي، با تكيه بر قيد پايايي، تحت تابع زيان لينكس ، برآورد پارامتر مكان)1373(سنجري        
اي از هاي انتخابي، مجموعهي برآورد ميانگين جمعيتوي با تشريح مسئله. بررسي نمود

برآوردگرها، با استفاده از تابع زيان لينكس براي دو جمعيت نرمال پيشنهاد نمود كه همگي 
  .ي و ريسك مقايسه شدنداين برآوردگرها از نقطه نظر اريب. پايا بودند-مكان
. شودهاي لينكس جايگزين واريانس ميبه اين ترتيب كه واريانس نمونه براي زيان      

در شرايط . هاي رگرسيون، قابل گسترش استبرآوردهاي بيز نيز به تركيبات خطي ضريب
  .شوندمي) مشاهده(هاي مجانب مورد انتظار استخراج فرضي خاص در ماتريس طرح، زيان

بيني كننده بهتر ازبرآورد چنانچه مقادير پيشين مناسب باشد، ارزيابي بيز و عامل پيش  
در شرايط تابع زيان لينكس برآورد بيز با . كنندعمل مي) برآورد ماكسيمم درستنمايي(تنهايي 

با اين وجود، روشن . مقدار پيشين جفريز نسبت به برآورد ماكسيمم درستنمايي ارجحيت دارد
در . كنندبيني بهتر عمل ميكداميك از موارد بيز يا حداكثر درستنمايي در زمينه پيشنيست كه 

برخي شرايط حتي وقتي كه زيان از نوع تابع زيان حقيقي باشد ارزيابي بيز در شرايط زيان 
تجربه بيز اين نكته هشداري براي طرفداران بي. كندديگر بهتر از شرايط زيان حقيقي عمل مي

هاي ديگر عمل ي شرايط بهتر از روشهاي بيز همواره و در همهكنند روشر مياست كه تصو
  .كنندمي
  

                                        
1Joseph  
2Bayes  



 

  
  
  
  
  

  فصل اول
معرفي توابع زيان و 

  ي تصميماصطلاحات نظريه
  
  
  
  
  



 

  مقدمه 1-1

گيري؛ يعني يكي از كارهاي ي تصميمآيد، دربارهي تصميم، همانگونه كه از نام آن برمينظريه
هاي مسئول و منطقي، آنها كه داراي عقل سليم هستند، با انسان. ها استانساني ي روزانهعمده

علم و آگاهي بسنده، با در نظرگرفتن احتمال پيشامدها، با توجه به سود و زيان و يا شهرت و 
ها را به در اين فصل، برخي از اين واژه. دهندگيرند و كاري را انجام ميرسوايي، تصميم مي

  .دهيمي تصميم، شرح ميت نظريهعنوان اصطلاحا

  تابع تصميم  2- 1
اما عقل سليم به ما حكم . كنيم، تصميم گيري مياغلب بدون توجه به پارامتر مجهول، 

آگاهي  ي كند كه در صورت امكان، نخست بررسي آماري انجام داده تا بتوانيم درباره مي
  . و از اين راه تصميم گيري نماييم بيابيم
  گيريم با بردار تصادفي ي هر بررسي آماري را كه در نظز ميبه طور كلي، نتيجه     

),,,( nXXX 21X  
آگاهي  ي بستگي داشته باشد تا بتوان درباره چگالي توأم اين بردار بايد به . دهيمنشان مي

nXXXكنند فرض مي. يافت ,,, 21 توزيع استمستقل و هم.  

اين . است) فضاي كارها( Aو برد ) هافضاي يافته( nOي تابعي با دامنه). تابع تصميم(تعريف 
يعني . پردازيممي aبه يك كار  nOxنابراين، براي هر ب. دهيمنشان مي xd)(تابع را با 

  :داريم
.)( Aad x  

وزيع و پارامتر يك ت هنگامي كه . است Xd)(ي ي آمارهيافته xd)(از نظر آماررياضي، 
)(xd برآورد آن باشد، كار ،a شود گزينش مي)(xd  به عنوان برآورد.  

  انواع توابع زيان  3- 1
گيريم، ممكن است با زيان روبرو تصميم مي aبراي انجام كار  Xي هنگامي كه با مشاهده

xda)(و  اين زيان رابا يك تابع دو متغيري غيرمنفي از . شويم  چنين تابعي . شودبيان مي
  .نامندهاي گوناگون باشد، تابع زيان ميتواند به صورترا كه مي



 

ATي تغيري، كراندار و نامنفي با دامنهتابعي دوم). تابع زيان(تعريف   ) حاصلضرب دكارتي
),(است كه آن را با ) فضاي اوضاع طبيعت و فضاي كارها aL  دهندنشان مي.  

ي امري، دو تابع زيان متفاوت داشته باشند، ممكن طبيعي است كه اگر دو نفر درباره       
هر دو، خردمندانه تصميم گيري  هاي متفاوت بپردازند؛ در حالي كهگيري است به تصميم

  .كنند مي
كنيم؛ معمولاً فضاي پارامتر و فضاي كارها را مساوي هنگامي كه پارامتر مجهولي را برآورد مي

ATگزينيم؛ يعني برمي  . ،در اين موردAaرد ، به عنوان برآوT هرچه . استa  و
  به هم نزديكتر باشند، زيان ناشي از انجام كارaالبته تابع زياني مناسب . ، كمتر خواهد بود

. كنيمرا احتمال پيروزي فرض مي اي براي نمونه، در توزيع دوجمله. بايد اين امر را بنماياند
  :در اين مثال داريم

),( 10 AT  
  اينك تابع زيان 

||),( aaL   
چنين توابعي . كندآشكار است كه اين تابع، منظور ما را برآورده مي. گيريمرا در نظر مي

  .دهيمر اين پايان نامه مطرحند را ارائه مياكنون برخي از آنها را د. مانند نيستند بي

  ي دوتابع زيان درجه
  تابع زيان 

2)(),( aaL   
اين تابع براي برآورديابي، كاربرد فراوان . نامندي دوم، يا توان دوم خطا ميرا تابع زيان درجه

  .دارد، با اينكه به عنوان تابع زيان ممكن است كراندار نباشد

  خطاي مطلق - تابع زيان 
  تابع زيان 

 ||),( aaL  
تابع زيان با تابع زيان  2واضح است كه براي . نامندخطاي مطلق مي -را تابع زيان 

  .دو برابر خواهد شد درجه



 

  تابع زيان صفر و يك
},{فرض كنيد كه  10 aaA 00به عنوان مثال، براي آزمون . ، فضاي كارها باشد :H  در

11برابر  :H )},{ 10 T 0، كار .)فضاي پارامتر استa  0را پذيرفتن فرضH  و كار
Error! Objects cannot be created from editing field codes.  1را پذيرفتن فرضH گيريممي .

  :نامندبه صورت زير تعريف شده است تابع زيان صفر و يك مي 1aو  0aتابع زير را كه براي 

















0
1

1
1
0

0 1
0

1
0

),(),( aLaL  

با اين تابع اگر كار درست انجام دهيم، زيان صفر است و اگر كار نادرست انجام دهيم، زيان 
، اما در حقيقت 0يعني بپذيريم كه . را انجام دهيم 0aبراي نمونه، اگر . يك است

1آنگاه زيان يك است ، .  
  )لينكس(ن خطي نمايي تابع زيا

  :اين تابع به صورت زير است
00   cbacebaL ac ,)],([),( )(  

ي خطي و از آنجا كه در اين تابع سازه. پارامتر شكل است aپارامتر مقياس و  bكه در آن 
اين . نامندعني خطي نمايي مينمايي هر دو وجود دارند، از اين رو آن را تابع زيان لينكس به م

تر از زيان وارد با اين تابع براي بيش برآوردي محسوس. محدب اكيد است aتابع نسبت به 
شايد در برخي موارد بر تابع . كم برآوردي است، يعني تابع نسبت به اين دو امر نامتقارن است

  .اشته باشد كه هر دو متقارن هستندي دو و تابع خطاي مطلق رجحان دزيان درجه
اين تابع زيان مفيد را تابع زيان لينكس معرفي كـرد، بـا ايـن ويژگـي كـه      ) 1975(واريان        

برآمده از تابعي بود كه تقريباً در يك طرف صفر به صورت نمايي و در طرف ديگر عدد صـفر  
از توابـع زيـان ليـنكس را     نيز كاربردهاي جـالبي ) 1986(زلنر. شوندبه صورت خطي ظاهر مي

  .معرفي كرد

  تابع مخاطره   4- 1
),(و تابع زيان  dتابع تصميم  aL  اندگيريم كه هر دو از پيش مشخص شدهرا در نظر مي .

xda)(، به كار xي اگر با مشاهده  م و وضع طبيعت تصميم بگيري  باشد، مقدار زيان
),)((عدد  xdL  با تبديل . استx  بهX اين عدد به متغير تصادفي ،))(,( XdL   تبديل
بنابراين . ن متغير تصادفي استدر حقيقت پيش از انجام آزمايش، زيان به صورت اي. شودمي



 

آشكار . بايد اميدرياضي اين متغير تصادفي را محاسبه كرد، تا زيان به طور متوسط به دست آيد
چنين تابعي را تابع . است بستگي دارد، يعني تابعي از  است كه اين اميد رياضي فقط به 

  .گويندمخاطره مي ريسك و يا تابع
  )تابع مخاطره(تعريف 

و  Tي ، تابع مخاطره عبارت است تابعي نامنفي و پاياندار با دامنهdبراي هر تصميم مشخص 
  :كنندتعريف ميدهند و به صورت زير نشان مي dR)(كه آن را با  Rبرد 

))](,([)( XdLERd   
بوده كه معمولاً به  Xd)(ي و يا چگالي آماره Xچگالي مربوط به اميد بالا، چگالي بردار 

  .بستگي دارد پارامتر مجهول 
-بع زيان و تابع تصميم بستگي دارد و با تغيير هر كدام تغيير ميبه تا dR)(واضح است تابع 

  .كند

  چگالي پسين و پيشين و برآورد بيز  5- 1
- ، به نام چگالي پيشين، مي)(را به چشم متغيري تصادفي با چگالي  در اينجا پارامتر 

شود تا در چگالي پيشين تجديد نظر شده و استفاده مي )(و  Xاطلاعات نهفته در . نگرند
  .به نام چگالي پسين تعيين شود نوعي چگالي براي 

),(، چگالي پيشين  )(فرض كنيد         xf  چگالي توامX  و ،)|( xf  چگالي
X  به شرط ،)(xm  چگالي كناريX چگالي پسين . باشند بارت است از چگالي ع 
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  :آيددر حالت پيوسته از انتگرال زير به دست مي Xچگالي كناري 
.)()|(),()(  

TT

dfdfm xxx  

ضي گرفت و مقادير ديگري به توان از تابع مخاطره اميدرياحال از روي چگالي پسين، مي
  . دست آورد

  
  



 

  )مخاطره بيزي يا ريسك بيز(تعريف 
باشد، آنگاه مخاطره بيز  چگالي پيشين  )(و  dتابع مخاطره براي تصميم  dR)(اگر 

  :عبارت است از )(با چگالي پيشين  dبراي 
)].([,  dd REr  

چگالي پيشين در حالي كه باور . تابع مخاطره در يك عدد به نام مخاطره بيز فشرده شده است
ي نماياند، به خودي خود در نظريهي طبيعت ميشخصي را بر مبناي احتمال شخصي درباره

اين تابع ممكن است به برخي . آيدبع وزني براي تعيين ريسك بيز به شمار ميتصميم نوعي تا
ها وزن بيشتري دهد تا به برخي ديگر.  

اگر ميزان را بر مخاطره بيز استوار كنيم، طبيعي است هر تصميمي كه براي آن مخاطره بيز كمتر 
  :آيدنه به نظر ميبنابر اين تعريف زير بخردا. باشد، بهتر است

  )تصميم بيز(تعريف 
Ddتصميم . چگالي پيشين مشخصي باشد )(ها و ي تصميممجموعه Dفرض كنيد    را

Ddناميم، هرگاه براي هر مي )(يك تصميم بيز نسبت به   داشته باشيم:  
  ,, dd rr

b
  

  گوييم هرگاه كمترين ريسك بيز را دارا باشد، يعنيرا تصميم بيز مي bdبه عبارت ديگر، 
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يان است ممكن است پابي Dگذشته از اين، در حالتي كه . تصميم بيز ممكن است يكتا نباشد
  .تصميم بيز وجود نداشته باشد

  توزيع و توابع زيان مورد مطالعه  1-6
به مطالعه ارزيابي و در اين پايان نامه، عهده دارند، از آنجا كه توزيع نرمال نقش مهمي درآمار به

  .پردازيمآن مي پارامترهاي بينيپيش
فــرض كنيــد كــه  nn XXX ,,1 ادفي از يــك نمونــه تصــ 2 ,N  اســت و

02  شود و در نظر گرفته ميR   در اينجـا هـدف بـرآورد    . يك پارامتر نـامعلوم اسـت
ق را بـراي بـرآورد   خطـاي مطل ـ  -ابتـدا گروهـي از توابـع زيـان     . است ميانگين نامعلوم 

 nX گيريمدر نظر مي:  
1                                                                     ( ),(1L  



 

به صورت تـابع زيـان   تابع فوق  2 براي. يك مقدار ثابت معلوم و مثبت است در اينجا 
  .شود، مطابق با تابع زيان خطاي مطلق مي1و براي . شودمربع خطا مي

  .گيريماي از توابع زيان لينكس را در نظر ميحال دسته
)2                                          (      12   ceL c,  

  .يك مقدار ثابت غيرصفر است cدر اينجا 
رجوع كنيد (يكي ديگر از توابع زيان كه كاربرد فراوان دارد، تابع زيان آنتروپي است 

.)|(چنانچه )). 1997(1به روبرت f  و)|(. fهاي مرتبط با پارامترحقيقي توزيع  و
  :شودصورت زير تعريف ميي آنتروپي بهآنگاه فاصله. باشند برآورد 
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  توان نشان داد كه براي مثال در توزيع نرمال، به راحتي مي
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تابع آنتروپي به صورت تابع زيان مربع خطا در  2با تغييري جزئي و با معلوم بودن مقدار 
  . آيدمي
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كه  .گيرندي توزيع نرمال مورد مطالعه قرار ميدر اين پايان نامه سه تابع زيان در خانواده       
كه به عنوان  B̂براي مثال، برآوردگر بيزي . لاف اين تصور ظاهر شده استها برخنتايج آن

يا برآوردگر بيزي كه  n، محاسبه شده است با 2Lبرآوردگر بيز تحت تابع زيان لينكس، 

                                        
1Robert  



 

در برخي شرايط حتي . شود، حاصل شده مقايسه مي1Lق، خطاي مطل -تحت تابع زيان 
بنابراين اين نوع نتايج، . كندعمل مي nبهتر از  B̂تابع زيان حقيقي است،  1Lوقتي 

  .روندهشداري براي طرفداران بيز به شمار مي
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  مقدمه 2-1
بيني مقدار مخاطره پيش  ،مقدار مخاطره براي برآورد ماكسيمم درستنمايي  ،در اين فصل

به روش بيز را با  ، برآورد Lدر . آوريمدست ميكننده با استفاده از برآوردهاي دروني به
),( مقدار تركيبي تواماً 2 2 اين مرحله معلوم يا نامعلوم بودن. ريمآودست ميبه  را نيز در

 Lبيني بيز در شرايط بيني توزيع نرمال را نيز كه تخميني از پيشهمچنين پيش. گيريم نظر مي
- دست ميمعلوم باشد، به با مقدار تركيبي پيشين 2با شرط اينكه مقدار اختلاف است 

  .آوريم

 خطاي مطلق  -مخاطره تحت تابع زيان   2-2

******  

  برآورد حداكثر درستنمايي  1- 2-2
nXXفرض كنيد كه  ,,1 مشاهدات مستقل و يكسان از توزيع نرمال ),( 2N  با مقدار

  .هستند ،2 ،معلوم واريانس

ي نرمال، ميانگين نمونه، درستنمايي براي ميانگين جامعه ماكسيممبرآورد 
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احتمالي براي برآورد ماكسيمم درستنمايي برآوردگر ي مقدار مخاطره يبراي محاسبه. است
  .ي زير آورده شده استقضيه
  1 قضيه

  برابر است با  خطاي مطلق - تحت تابع زيان زيان ميانگين 

)5                                    (... 




 












2
12

2n

XE  

  :اثبات

 دانيم كهمي




  21

n
NX n   بنابراين است ~,



 

dyy
n

n

y

dyy
n

n

yXE

)(exp.

)(exp.

2
220

2
22

2
2

12

2
2

1























 






  

  گيريمتر تغيير متغيرهاي زير را در نظر ميي سادهدر اينجا براي انجام محاسبه
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ربوط نيستند مدرون انتگرال  كنيم و عباراتي را كه به متغيرحال مقادير مناسب را جايگزين مي
  .آوريماز انتگرال بيرون مي
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  .گرددو اثبات كامل مي

گيرد برآورد كميت پارامتر مهم ديگري كه در اكثر مباحث استنباطي مورد توجه قرار مي        
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x ننده يك بيني كيشبه توزيع پ: كنيماين موضوع را اين چنين آغاز مي. است
  .كنيمتوجه مي X*ي جديد با نماد مشاهده
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 10 تابع زيان دروني است كه در بسياري از مسائل به برآورديابييك مبناي  اين برآورد بر
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  2قضيه 
  برابر است با  از برآورد ماكسيم درستنمايي براياستفاده  در ي پيش بيني شدهمقدار مخاطره
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 كه در آن




x  و  نرمال استاندارد است توزيعتابع چگالي.  

  .اثبات اين قضيه در ضميمه ب آورده شده است

  ميانگين زبرآورد بي  2- 2-2
nXXفرض كنيد  ,,1  از توزيع نرمال  توزيعهممشاهدات مستقل و),( 2N  با مقدار

داراي   را به كار ببريم يعني ج براي وچگالي پيشين مزد ، هستند و2واريانس معلوم، 
),(يعتوز 2

00 N  كهطوريبهباشد R0  02و
0  ستند، آنگاه ه معلوم  توزيعداراي 

),( پسين 2
nnN  كه در آن است  
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