


و ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتب مادي حقوق کلیه
پایان�نامه این موضوع تحقیق از ناشی نوآوري�هاي

است. رازي دانشگاه به متعلق



پایه علوم دانشده
ͳریاض گروه

ارشد ͳکارشناس درجه اخذ جهت پایان�نامه
جبر گرایش محض ͳریاض رشته

: عنوان

ͳفاکسب رده�های روی بر دقیق صفر علیه مقسوم تأثیر

راهنما: استاد
سیروسرسول�یار دکتر

نΎارش:
سیف�پور فرناز

٩٢ اسفند



೯داو৯دا...
با که ͳصورت در چیست؟ از نΎران�ͳام پس ،ͳهست حیم و مهربان و دانا تو م�ͳدانم که این وجود با
حال این با ،ͳاندیش�ͳم مصلحت برایم حمت با و داری دوستم ͳمهربان با داری، خبر حالم از ͳدانای

ندارم... تو درگاه در ͳجای و آورده�ام شرک تو به Έش بدون باشم، نΎران هم باز اگر



චاری... ণپاس໋�

ঠࡱتاণتاد،ධෂرభسازیاد
یادبادآهଘૼنঠࡱتاণتاد...

سیروسرسول�یار، دکتر آقای جناب خوبم، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
انجام به مجموعه این ایشان، دلسوزانه راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تشر صمیمانه
از بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در نم�ͳرسید.
خواهر از م�ͳکنم تشر و بودند. من پشتیبانان بهترین که را مقدس�شان وجود م�ͳکنم ستایش خدا،
بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادر و

مینمایم. ͳقدردان و تشر صمیمانه نیشابوری پΎاه عزیزم دوست از همچنین بودندو من پشتیبان

سیف�پور فرناز
١٣٩٢ اسفند
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چیده
باس رده و (AC) اوسلندر رده ،(GC) GC-تصویری رده حلقه، Έی روی C نیم�دوگان مدول برای
که م�ͳکنیم ͳبررس بعلاوه داد خواهیم قرار مطالعه مورد دقیق صفر علیه مقسوم به نسبت را (BC)
ͳشرایط چه تحت M/xM آنΎاه باشد R روی دقیق صفر علیه مقسوم Έی x یRΈ-مدول، M اگر
نسبت FC-تصویری و PC-تصویری IC-انژکتیو، بعدهای همچنین م�ͳباشد. فوق رده�های به متعلق

م�ͳگیرد. قرار مطالعه مورد دقیق صفر علیه مقسوم به
کلماتکلیدی:

علیه مقسوم باس، رده اوسلندر، رده C-انژکتیو، C-یدست، C-تصویری، GC-تصویری، نیم�دوگان،
دقیق. صفر
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٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . AC،BC ،GC کلاس�های ١.٣

۵٣ IC،FC ،PC کلاس�های ۴

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IC،FC ،PC کلاس�های ١.۴

۶٨ مناب΄

٧٠ ͳلیسΎان به ͳفارس واژه�نامه

٧٣ ͳفارس به ͳلیسΎان واژه�نامه

آ�



پیشΎفتار

C R-مدول نمودند. تحقیق نیم�دوگان مدول�های درباره جداگانه طور به ٢ واسونسلوس و ١ ͳفاکسب

هرگاه نامیم نیم�دوگان را

باشد. ͳمتناه تولید با یRΈ-مدول C .١

باشد. یریخت χRC : R −→ HomR(C,C) ͳطبیع تجانس نΎاشت .٢

.ExtiR(C,C) = o ،i > o هر برای .٣

نمود. تعریف را دقیق صفر علیه مقسوم بار اولین برای ٣ سوتو

کلاس پایان�نامه این در که شد تعریف ͳفاکسب و ۴ آورامو بوسیله باس کلاس و اوسلندر کلاس

م�ͳشود. ͳبررس دقیق صفر علیه مقسوم به نسبت را ͳکل ͳاسانع-C کلاس و باس کلاس و اوسلندر

PC با را C-تصویری کلاس باشد نیم�دوگان یRΈ-مدول C و ͳجا�بجای یΈحلقه R فرضکنید

است.در تصویری یRΈ-مدول P آن در که C ⊗
R
P فرم به R-�مدول همه شامل که م�ͳدهیم نمایش

م�ͳشود. ͳبررس C-تصویری کلاس روی دقیق صفر علیه مقسوم تأثیر پایان�نامه این

م�ͳشود. بیان است استفاده مورد بعدی فصل�های در که را ͳمقدمات تعاریف اول، فصل در

م�ͳگیرد. قرار ͳبررس مورد نیم�دوگان مدول روی دقیق صفر علیه مقسوم تأثیر دوم، فصل در

مورد دقیق صفر علیه مقسوم به نسبت را (BC) باس کلاس ،(AC) اوسلندر کلاس سوم، فصل در

صفر علیه مقسوم Έی x اگر که م�ͳرسد اثبات به فصل این در ͳمهم قضیه نیز و م�ͳگیرد قرار مطالعه

است. AC و GC کلاس به متعلق R/xR آنΎاه باشد C و R روی دقیق

علیه مقسوم زوج Έی (x, y) اگر آیا که م�ͳدهیم جواب پایان�نامه این ͳاصل هدف به فصل این در

است؟ GC یا BC ،AC کلاس به متعلق M/xM آنΎاه باشد M و R روی دقیق صفر

ΈیM و باشد C و R روی دقیق صفر علیه مقسوم Έی x اگر که م�ͳدهیم نشان ،ͳپایان فصل در

آنΎاه باشد ͳمتناه PC − pd(M) و باشد xM ̸=M و xM ̸= o که باشد R-مدول

PC/xC − pd(M/xM) ≤ PC − pd(M)

R-مدول Έی C و نوتری و یدار ͳجابجای حلقه Έی R حلقه چهار و سه دو، فصل�های در

است. نیم�دوگان

١Foxby
٢Vasconcelos
٣Soto
۴Avramov

ب



عنوان به است. ͳفارس نΎارش شیوه به پایان�نامه در مندرج مطالب به ارجاع Έسب که کنید توجه

کرد. رجوع دوم بخش اول، فصل به باید ٣.٢.١ قضیه ملاحظه برای مثال

پ



نمادها و نشانه�ها فهرست

M R-مدول پوچ�ساز AnnR(M)

اوسلندر رده AC

باس رده BC

x همΎن عنصر درجه deg(x)

I ایده�آل به نسبت M R-مدول عمق depthR(I,M)

R حلقه بعد dimR

M R-مدول کرول بعد dimR(M)

C-یدست رده FC

GC-تصویری رده GC

M R-مدول یدست بعد fdR(M)

M R-مدول انژکتیو بعد idR(M)

C-انژکتیو رده IC

ماکسیمال ایده�آل m

M R-مدول تصویری بعد pdR(M)

C-تصویری رده PC

R حلقه روی چندجمله�ای حلقه S = R[x۱, . . . , xn]

R حلقه ͳمتعارف مدول ωR

M R-مدول صفر مقسوم�علیه�های مجموعه ZR(M)

ت



١ فصل

اولیه قضایای و مفاهیم



اولیه قضایای و مفاهیم ١.١

باشد. دلخواه یRΈ-مدول M و حلقه R کنید فرض .١.١.١ قضیه

HomR(R,M) ∼= M .١

R⊗
R
M ∼= M .٢

.[١۵] در ٢ فصل به شود رجوع برهان.

آنΎاه: باشد یRΈ-مدول M و باشد آن از ͳایده�آل�های J و I و حلقه R کنبد فرض .٢.١.١ لم

HomR(
R

I
,M) ∼= AnnM(I) .١

R

I
⊗
R
M ∼=

M

IM
.٢

[١۵] در ٢ فصل به شود رجوع برهان.

و −R)-دومدول S) ،N راست، R-مدول ،M اگر باشند. حلقه S و R کنید فرض .٣.١.١ گزاره

آنΎاه کنیم، فرض راست S-مدول را L

HomS(M ⊗
R
N,L) ∼=

Z
HomR(M,HomS(N,L)).

است. ͳریختی-R فوق، ͳریختی-Z باشد ͳجابه�جای R = S اگر علاوه به

.[١] منب΄ از ۵ فصل ٧ قضیه به شود رجوع برهان.

φ :M −→ N و باشند R-مدول دو N و M کنید فرض .(ͳریختی اول (قضیه ۴.١.١ قضیه
آنΎاه باشد ͳبروریخت-R Έی φ اگر بالاخص M

Kerφ
∼=
R

Imφ صورت این در ͳهمریخت-R Έی

. M

Kerφ
∼=
R
N

کنید فرض کوتاه١] لم [پن; .۵.١.١ لم
o //M ′ //

α
��

M //

β
��

M ′′ //

γ
��

o

o // N ′ // N // N ′′ // o

دقیق دنباله�های سطرها که طوری به باشد R-همریخت�ͳها و R-مدول�ها از ͳجابه�جای نمودار Έی

صورت این در هستند

١Five lemma

٢



است. Έی به Έی نیز β باشند Έی به Έی γ و α اگر .١

است. پوشا نیز β باشند پوشا γ و α اگر .٢

است. ͳریختی نیز β باشند ͳریختی γ و α اگر .٣

.[١] در ٢ فصل به شود رجوع برهان.

رشته دو کنید فرض .۶.١.١ قضیه

o //M
φ // N

ψ // K // o (∗)

o //M
′ φ ′

// N
′ ψ ′

// K
′ // o (∗∗)

زنجیر آنΎاه باشد دقیق (∗) زنجیر اگر صورت این در باشند یریخت R-همریخت�ͳها و R-مدولها از

بود. خواهد دقیق نیز (∗∗)

. [١۵] در ۶ فصل به شود رجوع برهان.

به o :
M
I آنΎاه باشد R از ایده�آل Έی I و انژکتیو R-مدول Έی M کنید فرض .٧.١.١ گزاره

است. انژکتیو R/I-مدول عنوان

.[١۵] به شود رجوع برهان.

یRΈ-مدول P اگر باشند. مدول یΈ(R−S)-دو S و حلقه دو S و R فرضکنید .٨.١.١ گزاره

است. تصویری S-مدول Έی P ⊗
R
S آنΎاه باشد تصویری راست

.[١] به شود رجوع برهان.

ͳهمریخت و بΎیرید نظر در را SI و SNR ،MR مدول�های .٩.١.١ لم

θMNI :M ⊗
R
HomS(N, I) −→ HomS(HomR(M,N), I)

ͳمتناه تولید با مدول Έی M اگر م�ͳشود. تعریف θMNI(m ⊗ ϕ)(φ) = ϕoφ(m) ضابطه با که

است. یریخت θMNI آنΎاه باشد تصویری

.[١٣] به شود رجوع برهان.

صورت، این در دلخواه. حلقه�ای R و باشد انژکتیو Z-مدول Έی M کنید فرض .١٠.١.١ قضیه

است. انژکتیو یRΈ-مدول HomZ(R,M)

٣



. [١] در ٩ فصل به شود رجوع برهان.

در باشند ͳمتناه تولید با R-مدول دو N Mو و باشد نوتری حلقه�ای R کنید فرض .١١.١.١ قضیه

است. ͳمتناه تولید با نیز HomR(M,N) صورت این

.[١] در ۴ فصل به شود رجوع برهان.

S⊗
R
T آنΎاه باشد حلقه�ها ͳهمریختΈی R −→ T و یدست یRΈ-مدول S اگر .١٢.١.١ گزاره

است. یدست T-مدول Έی

[١٩] به شود رجوع برهان.

هر برای و بوده یدست M هرگاه م�ͳشود نامیده وفادار١ یدست M R-مدول .١٣.١.١ تعریف

.M ⊗
R
N ̸= o ،N غیر�صفر R-مدول

هرگاه م�ͳشود، نامیده وفادار) (یدست یدست φ : R −→ S حلقه�ای ͳهمریخت تعریف١.١.١۴.

باشد. وفادار) (یدست یدست R-مدول به�عنوان S

(ZR(M) حلقه روی تأکید (برای Z(M) نماد باشد. MیRΈ-مدول فرضکنید تعریف١.١.١۵.

م�ͳشود تعریف زیر صورت به که است M به نسبت R صفر علیه�های مقسوم مجموعه دهنده نشان

ZR(M) =
{
x ∈ R|xm = o، m ∈M مانند ناصفری عنصر ازای به

}
ͳجابجای و همولوژی جبر بر مقدمه�ای ٢.١

آن از بعد فصل�های در که را همولوژی جبر در نیاز مورد قضایای و مفاهیم تعاریف، بخش این در

م�ͳکنیم. بیان اختصار به م�ͳکنیم، استفاده

از دنباله Έی R-مدول�ها، از ͳنزول بافت هم Έی همولوژی). مدول (n-اُمین تعریف١.٢.١

R-همریخت�ͳهای

C•: · · · // Cn+۱
dn+۱ // Cn

dn // Cn−۱ // . . .

هر و C• ͳنزول بافت هم هر برای .dno dn+۱ = o باشیم داشته n ∈ Z هر برای که طوری به است

م�ͳکنیم تعریف n ∈ Z

Bn(C•) := Im dn+۱ , Zn(C•) := Ker dn

١ Faithfully flat

۴



م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را C• بافت هم همولوژی مدول n-اُمین

Hn(C•) :=
Zn(C•)

Bn(C•)
.

زیر دنباله باشد، یRΈ-مدول M کنید فرض تعریف٢.٢.١.
// Pn

dn // Pn−۱
dn−۱ // · · · d۲ // P۱

d۱ // Po // o

هرگاه گوییم M برای ١ تصویری تحلیل Έی را R-همریخت�ͳها و تصویری R-مدول�های از متشل

شود دقیق زیر دنباله که باشد چنان ε : Po −→M پوشای ͳهمریخت-R

· · · // Pn
dn // Pn−۱

dn−۱ // · · · d۲ // P۱
d۱ // Po

ε //M // o

و یRΈ-مدول M کنید فرض تعریف٣.٢.١.

P•: · · · // Pn
dn // Pn−۱

dn−۱ // . . .
d۲ // P۱

d۱ // Po // o

را زیر بافت هم فوق، تحلیل بر − ⊗
R
N همورد تابعΎون اثر با باشد. M برای تصویری تحلیل Έی

داریم

P•⊗
R
N : . . . // Pn⊗

R
N

dn⊗
R
۱N
// · · · // P۱⊗

R
N

d۱⊗
R
۱N
// Po⊗

R
N // o

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را TorRi (M,N) ،i ≥ o هر برای

TorRi (M,N) := Hi(P•⊗
R
N) =

Ker(di⊗
R
۱N)

Im(di+۱⊗
R
۱N)

.

R-مدول ها، Pi فقط است، تصویری تحلیل تعریف مشابه نیز آزاد تحلیل تعریف تعریف٢.١.۴.

آزادند.

و یRΈ-مدول M کنید فرض تعریف٢.١.۵.

P•: · · · // Pn
dn // Pn−۱

dn−۱ // . . .
d۲ // P۱

d۱ // Po // o

بافت هم فوق، تحلیل بر HomR(−, N) پادورد تابعΎون اثر با باشد. M برای تصویری تحلیل Έی

داریم را زیر

HomR(P•, N) : o // HomR(Po, N)
HomR(d۱,۱N )// HomR(P۱, N)

−→ · · · HomR(di,۱N ) // HomR(Pi, N) // · · ·

١ Projective reselotion

۵



هر و i ∈ N هر برای که طوری به است di توسط ͳالقای ͳهمریخت-R ،HomR(di, ۱N) آن در که

م�ͳکند عمل زیر صورت به f ∈ HomR(Pi−۱, N)

HomR(di, ۱N) (f) = fo di

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت iبه ≥ o هر برای را ExtiR(M,N)

ExtiR(M,N) = H i(HomR(P•, N)) =
Ker(HomR(di, ۱N))
Im(HomR(di−۱, ۱N))

.

رسته از ͳجمع همورد تابعΎون Έی T کنید فرض چپ). شده مشتق (تابعΎون تعریف٢.١.۶

Έی M کنید فرض باشد. ′R-همریخت�ͳها و ′R-مدول�ها رسته به R-همریخت�ͳها و R-مدول�ها

و R-مدول

P•: · · · // Pn
dn // Pn−۱

dn−۱ // . . .
d۲ // P۱

d۱ // Po
do //M // o

داریم را زیر بافت هم فوق تحلیل بر T تابعΎون اثر با باشد. M برای تصویری تحلیل Έی

· · · // T (Pn)
T (dn)// T (Pn−۱)

T (dn−۱)// · · · T (d۲)// T (P۱)
T (d۱) // T (Po)

T (do) // T (M) // o

زیر صورت به را T ͳجمع همورد تابعΎون از ١ چپ شده مشتق تابعΎون n-اُمین ،n ≥ o هر برای

م�ͳکنیم تعریف

LnT (M) =
KerT (dn)

ImT (dn+۱)

داریم فوق رابطه از

LoT (M) =
KerT (do)

ImT (d۱)
=

T (Po)

ImT (d۱)

تابعΎون دو صورت این در باشد. راست دقیق همورد تابعΎون Έی Tکنید فرض .٧.٢.١ نته

ارزند. هم ͳطبیع طور به T و LoT (−)

ͳجمع همورد تابعΎون Έی M ⊗ − تابعΎون باشد. R-مدول Έی M کنید فرض .٨.٢.١ مثال

ͳجمع همورد نیز تابعΎون این که م�ͳباشد TorRn (M,−) آن چپ شده مشتق تابعΎون n-اُمین است،

داریم قبل نته از است راست دقیق M ⊗− تابعΎون اینه به توجه با علاوه به است

TorRo (M,−) ∼= M ⊗−

دلخواه R-مدول هر برای بطوریه باشد MیRΈ-مدول و حلقه Έی R کنید فرض .٩.٢.١ نته

است. تصویری یRΈ-مدول M اگر تنها و اگر Ext۱R(M,N) = o داریم N
١Left drived functor

۶



.[١۵] در ٧ فصل به شود رجوع برهان.

زیر شل به E R-مدول از انژکتیو تحلیل آنΎاه باشد انژکتیو R-مدول Έی E اگر .١٠.٢.١ نته

بود: خواهد

o −→ E −→ E −→ o

.ExtiR(N,E) = o داریم N R-مدول هر و i ≥ ۱ هر برای صورت این در

. [١۵] در ٧ فصل به شود رجوع

آنΎاه: باشند دلخواه R-مدول دو C و A و باشد یدست یRΈ-مدول RBS اگر .١١.٢.١ گزاره

TorSn(A⊗
R
B,C) ∼= TorRn (A,B ⊗

S
C)

.[١۵] در ١٠ فصل به شود رجوع برهان.

R-مدول هر برای و n ≥ ۱ هر برای آنΎاه باشد یدست راست یRΈ-مدول F اگر .١٢.٢.١ قضیه

.TorRn (F,M) = o داریم M چپ

است. یدست F آنΎاه TorR۱ (F,M) = o باشیم داشته M چپ R-مدول هر برای اگر

.[١۵] در ٧ فصل به شود رجوع برهان.

داده نمایش idR(M) با را M انژکتیو١ بعد باشد. یRΈ-مدول M کنید فرض تعریف١٣.٢.١.

م�ͳکنیم. تعریف زیررا صورت به و

idR(M) = min
{
n ∈ N◦|.دارد برایMوجود n طول به انژکتیو تحلیل Έی

}
.idR(M) = ∞ داریم نباشد موجود فوق min اگر و

نمایش pdR(M) با را M تصویری٢ بعد باشد. R-مدول Έی M کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف

م�ͳکنیم. تعریف زیررا صورت به و داده

pdR(M) = min
{
n ∈ N◦|.دارد برایMوجود n طول به تصویری تحلیل Έی

}
.pdR(M) = ∞ داریم نباشد موجود فوق min اگر و

١�Injective dimension
٢�Projective dimension

٧



داده نمایش fdR(M) با Mرا یدست١ بعد باشد. MیRΈ-مدول کنید فرض تعریف٢.١.١۵.

م�ͳکنیم. تعریف زیررا صورت به و

fdR(M) = min
{
n ∈ N◦|.دارد برایMوجود n طول به یدست تحلیل Έی

}
.fdR(M) = ∞ داریم نباشد موجود فوق min اگر و

زیر گزاره�های صورت این در n ∈ No و باشد راست یRΈ-مدول M کنید فرض .١۶.٢.١ قضیه

هم�ارزند:

.fdR(M) ≤ n .١

.TorRk (M,N) = o داریم: k ≥ n+ ۱ هر و N چپ R-مدول هر برای .٢

است موجود راست R-مدول�های از زیرین دقیق همبافت .٣

o // Fn
dn // · · · // F۲

d۲ // F۱
d۱ // Fo

ε //M // o

هستند. یدست ها Fi آن در که

. [١۵] به شود رجوع برهان.

نامیم ٢ گرنشتاین حلقه را R حلقه باشد نوتری و ͳموضع حلقه (R,m) کنیم فرض تعریف١٧.٢.١.

هرگاه

idR(R) = dimR

اگر است گرنشتاین R حلقه باشد. نوتری و ͳموضع حلقه R کنید فرض .١٨.٢.١ نتیجه

idR(R) <∞

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به و داده نشان dimR با را R حلقه بعد تعریف١٩.٢.١.

dimR = max
{
n ∈ N◦ : Po ⊊ P۱ ⊊ · · · ⊊ Pn , Pi ∈ Spec(R), i = o, ..., n}

.dimR = ∞ باشد نداشته وجود max اگر

ͳمتناه تولید با یRΈ-مدول M و نوتری حلقه�ای Έی R کنید فرض .( (عمق تعریف٢٠.٢.١

Mنامیده در I نمره ،I در ماکسیمال منظم M-رشته Mطول ̸= IM و باشد R از ͳایده�آل I و ناصفر

م�ͳدهیم. نشان grade(I,M) نماد با و م�ͳشود

م�ͳشود. داده نشان depthM نماد با را grade(m,M) باشد، ͳموضع حلقه فوق تعریف در اگر

١Flat dimension
٢Gorenstein

٨



ͳمتناه تولید با MیRΈ-مدول و نوتری ͳموضع حلقه Έی (R,m) کنید فرض تعریف٢١.٢.١.

هرگاه م�ͳشود نامیده ١ ͳالکوهن-م ،M R-مدول باشد ناصفر

depth(M) = dimR(M)

نامیم. ͳالکوهن-م حلقه Έی را آن آنΎاه باشد ͳالکوهن-م R-مدول عنوان به R اگر

dimM = dimR اگر نامیم ماکسیمال ͳالکوهن-م مدول را M ͳالکوهن-م مدول

است. ͳالکوهن-م حلقه Έی گرنشتاین حلقه هر .٢٢.٢.١ قضیه

.[١٩] به شود رجوع برهان.

و ناصفر R-مدول Έی M و باشد نوتری و ͳموضع حلقه (R,m, k) کنید فرض تعریف٢٣.٢.١.

م�ͳشود. نامیده M ٢ تیپ r(M) = dimk Ext
t
R(k,M) عدد .depthRM = t با ͳمتناه تولید با

ماکسیمال R-مدول باشد. ͳالکوهن-م و ͳموضع حلقه (R,m, k) کنید فرض تعریف٢.١.٢۴.

م�ͳگویند. ٣ ͳمتعارف R-مدول را ͳمتناه انژکتیو بعد با Έی تیپ از M ͳالکوهن-م

از عناصر ماکزیمال باشد. آن کسرهای میدان K و صحی حوزه R کنید فرض .٢۵.٢.١ تعریف

را M R-مدول رتبه بنابراین نامیم. M مدول ۴ رتبه را باشند ͳخط مستقل R روی که M R-مدول

گرفت. نظر در K Mروی ⊗
R
K برداری فضای بعد همان م�ͳتوان

دوگان و نیم�دوگان مدول ٣.١

صورت به را C R-مدول برای تجانس۵ ریختار باشد یRΈ-مدول C کنید فرض تعریف١.٣.١.

نΎاشت

χRC : R → HomR(C,C)

م�ͳشود. تعریف χRC(r)(c) = rc ی ضابطه با

١Cohen-Macaulay
٢Type
٣Canonical module
۴Rank
۵Homothety morphism
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