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ণپاس�ච໋اری...
سکوت، در فداکاري پاداش، بی کار همراه، بی رفتن نومیدي، در صبر شکست، در تلاش توفیق ما به خداوندا

در تنهایی هوس، بی عشق غرور، بی مناعت نمود، بی خوبی ریا، بی ایمان نان، بی خدمت نام، بی عظمت

فرما. عنایت را بداند، دوست آنکه بی داشتن دوست و جمعیت انبوه

جناب فرزانه و فرهیخته استاد از است شایسته بسی « الخالق یشکر لم المخلوق یشکر لم «من مصداق به

سراي گلشن و بخشیدند روشنی را دل سرزمین ، خورشید چون کرامتی با که علیخانی سعید دکتر آقاي

نمایم. تشکر و تقدیر ساختند، بارور سازنده و ساز کار هاي راهنمایی با را دانش و علم

راهنماییهاي دلیل به ارجمندم، مشاور استاد اصل، هوشمند محمدرضا دکتر آقاي جناب از همچنین

دارم. را قدردانی و تشکر کمال فراوانشان

گشت، میسر آن�ها فداکاري با تلاشم لحظه هر و بودند یاریگرم پیوسته که عزیزم خواهران و برادران از

می�کنم. سپاس�گزاري



چکیده
تاکنون می�شوند. داده نسبت آن�ها به که است چندجمله�اي�هایی بررسی گراف�ها مطالعه�ي راه�هاي از یکی

براي گرفته�اند. قرار مطالعه و بررسی مورد و شده�اند داده نسبت گراف�ها به گوناگونی چندجمله�اي�هاي

کرد. اشاره استقلال چندجمله�اي�هاي و غالب چندجمله�اي�هاي رنگی، چندجمله�اي�هاي به می�توان نمونه

گراف رئوس مجموعه از S مجموعه�ي زیر یک از است عبارت ،G گراف از استقلال مجموعه�ي یک

مجموعه�هاي تعداد ik و باشد ساده گراف یک G اگر نباشند. مجاور S در رأسی دو هیچ به�طوري�که ،G

با: است برابر G استقلال چندجمله�اي آن�گاه باشد، G گراف از رأسی k استقلال

I(G, x) = ١+
∑α(G)

k=١
ikx

k.

مفهوم می�شود، پرداخته آن به گراف�ها به وابسته چندجمله�اي�هاي بررسی در که مهمی مفاهیم از یکی

است. تک�مدولی

باشد، داشته وجود r اندیس هرگاه می�شود، نامیده تک�مدول cn, cn−١, ..., c١, c٠ متناهی دنباله�ي

که: c٠به�گونه�اي ≤ c١ ≤ ... ≤ cr−١ ≤ cr ≥ cr+١ ≥ ... ≥ cn.

می�شود. نامیده دنباله این مد r اندیس

تک�مدول cn, cn−١, ..., c١, c٠ ضرایب دنباله�ي هرگاه می��شود نامیده تک�مدول
n∑

i=١
cix

i چندجمله�اي

باشد.

می�گیرد. قرار مطالعه مورد گراف�ها استقلال چندجمله�اي�هاي بودن تک�مدولی پایان�نامه این در

کلیدي: کلمات

تک�مدولی. .۴ استقلال چندجمله�اي .٣ استقلال مجموعه�ي .٢ استقلال عدد .١
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پیشگفتار

و شد معرفی هراري و گوتمن توسط ١٩٨٣ سال در بار اولین براي گراف�ها استقلال �چندجمله�اي

این گرفته�اند. قرار مطالعه مورد گراف�ها طبقه�بندي و مقایسه و آنالیز �خاطر �به که است زیادي سال�هاي

داروسازها به�طورمثال دارد. کاربرد موسیقی حتی و آماري فیزیک ترکیبیاتی، شیمی در چندجمله�اي�ها

از مهمی شاخه�ي گرافیکی شکل به مربوط که شش�ضلعی زنجیرهاي استقلال چندجمله�اي به خاصی توجه

[11] مراجع به می�توانید استقلال چندجمله�اي�هاي کاربردهاي با بیشتر آشنایی براي دارند. بنزن�هاست،

مطالعه مورد گراف�ها استقلال چندجمله�اي�هاي بودن تک�مدولی پایان�نامه، این در کنید. مراجعه [19] و

می�گیرد. قرار

می�پردازد. گراف روي اعمال و گراف مفهوم از تعاریفی و مقدمات بیان به اول فصل

می�گیرد. قرار بررسی مورد بودن تک�مدولی جمله از آن�ها ویژگی�هاي و چندجمله�اي�ها دوم فصل در

است. شده استفاده [۴١, ۴٠, ٣٩, ٣٧, ٣۴, ٨] مراجع از فصل این در

و می�شود بررسی آن ویژگی�هاي و استقلال مجموعه�ي اول بخش در که است بخش دو شامل سوم فصل

زیر در می�پردازد. استقلال چندجمله�اي�هاي ویژگی�هاي بررسی به زیربخشاست 3 شامل خود که بخشدوم

زیربخش در می�پردازد، کرد محاسبه را گراف یک استقلال چندجمله�اي می�توان چگونه این�که به اول بخش

سوم بخش زیر در و می�گیرد قرار بررسی مورد غیریکریخت گراف�هاي استقلال چندجمله�اي رابطه�ي دوم

[٣٨, ٣۶, ٢١, ٢٠, ١٧, ١۶, ١٠, ٧, ۴, ٣, ١] مراجع از فصل این در می�شود. معرفی چندجمله�ايk−استقلال

است. شده استفاده

مسیرها، گراف�هاي استقلال چندجمله�اي ریشه�هاي اول بخش در که است بخش دو شامل چهارم فصل

رده�بندي دارند، متمایز ریشه�ي یک تنها که گراف�هایی همه�ي و می�گیرد قرار مطالعه مورد چرخها و دورها

از فصل این در می�شود. بررسی −١ در مختلف گراف�هاي استقلال چندجمله�اي دوم بخش در و می�شوند

است. شده استفاده [٣۵, ٢۴, ٢٣, ٢٢, ١۵, ١٣, ۵, ١] مراجع

ث



می�پردازد. مختلف گراف�هاي استقلال چندجمله�اي� بودن تک�مدولی بررسی به پایان�نامه این پنجم فصل

است. شده استفاده [۴٢, ٣٨, ٣٣, ٣٢, ٣١, ٣٠, ٢٨, ١٩, ١۴, ١١, ٩, ۴, ٢] مراجع از فصل این در

ج



1

1 فصل

پیش�نیازها و مقدمات



گراف نظریه�ي چشمگیر گسترش موجب آن کاربرد�هاي در ویژه به ریاضیات، اخیردر پیشرفت�هاي

گوناگونی زمینه�هاي در تحقیق براي مناسبی بسیار ابزار گراف نظریه�ي هم�اکنون که گونه�اي به است شده

زیست شیمی، کامپیوتر، نویسی برنامه عملیات، در تحقیق الکتریکی، شبکه�هاي کد�گذاري، نظریه�ي مانند

شاخه�اي ریاضیات در گراف �ي نظریه واقع در است. گردیده �ها زمینه سایر و اجتماعی علوم آمار، شناسی،

دارد. تنگاتنگی و مستحکم پیوند ماتریس�ها نظریه�هاي و جبر با که است، توپولوژي از

شده ذکر نمادگذاري�هاي کلیه می�پردازیم. نمادگذاري�ها و اولیه تعاریف مفاهیم، به ابتدا فصل این در

ویلسون کتاب و وست کتاب مورتی، - باندي معروف کتاب اساس بر فصل، این در گراف، نظریه به مربوط

می�باشد.

تعاریف 1.1
نظر در جهت�دار یال و چندگانه یال طوقه، فاقد گراف�هاي یعنی ساده را گراف�ها همه�ي پایان�نامه این در

و می�دهیم نشان E(G) با را G گراف یال�هاي مجموعه و V (G) با را G گراف رئوس مجموعه می�گیریم.

.G = (V (G), E(G)) می�نویسیم اختصار به

رأس می�دهد نشان� واقع در که است G گراف در v رأس درجه نشان�دهنده�ي ،deg(v) نماد .1.1.1 تعریف
نشان ∆(G) و δ(G) با ترتیب به را G رأس�هاي درجه ماکسیمم و مینیمم است. واقع یال تعداد چه بر v

می�دهیم.
از یکی که است یالی آویز یکیال یا برگ یک است. ١ درجه�ي از رأسی آویز رأس یک .2.1.1 تعریف

باشد. آویز رأس آن سر دو
و V (H) ⊂ V (G) که طوري به است H گراف یک ،Gگراف یک از �گراف زیر یک .3.1.1 تعریف
زیر�گرافی G گراف از القایی زیر�گراف یک می�دهیم. نشان H ⊂ G صورت به که E(H) ⊂ E(G)

باشد. E(H) به متعلق V (H) در مشمول G یال هر به�طوري�که است H مانند

است. V (G) رأس�هاي مجموعه�ي با زیرگرافی G از فراگیر یکزیرگراف

هر ازاي به که است vm . . . v١v٠ صورت به رئوس از دنباله�اي G گراف در گشت یک .4.1.1 تعریف
و چندگانه ساده، از اعم گراف�ها تمام براي تعریف این .vivi+١ ∈ E باشیم داشته ٠ ≤ i ≤ m − ١
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می�کنیم، تعریف vm و v٠ بین گشتی را آن که ،vm . . . v١v٠ صورت به گشت یک در است. برقرار جهت�دار

باشند. تکراري می�توانند یال�ها هم و رئوس هم

تعداد بیان�گر و −mمی�گیریم ١ با برابر را vm−١ . . . v١v٠ صورت به mرأس شامل گشت یک طول

می�پیماید. گشت این که است یال�هایی

رئوس که است v٢ و v١ بین ما گشت یک v٢v٣u٢u١u٢u١v١ دنباله ،(1.1) شکل گراف در .5.1.1 مثال
است. شده� پیموده بار ٢ ،u١u٢ یال و شده�اند تکرار آن در u٢ و u١

.v٢ و v١ رأس دو بین ما گشت یک :1.1 شکل

آن ،vm−١ = v١ . . . v٢v١ یعنی باشند، یکسان آن انتهاي و ابتدا رئوس گشت یک در اگر .6.1.1 تعریف
بازگشته�ایم. آغازین رأس به انتها در که می�باشد یال�ها روي حرکتی بیان�گر و می�نامیم بسته گشت یک را

گذر را آن باشیم نداشته تکراري یال که کنیم اضافه هم را شرط این گشت تعریف در اگر .7.1.1 تعریف
گذر پایانی و ابتدایی رئوس و گذر طول ندارد. تکراري یال که است گشتی گذر، دیگر عبارتی به می�نامیم.

می�باشد. گشت مانند نیز

یکسان آن انتهایی و ابتدایی رئوس که می�گوییم گذري به بسته، گشت مانند بسته گذر .8.1.1 تعریف
می�باشد. بسته گذر یک v١v۵v۴v١v٣v٢v١ و گذر یک v٣v٢v١ ،(2.1) شکل در مثلاً باشند.

عبارت به می�نامیم. مسیر را آن باشند تکراري غیر هم گشت یک رئوس یال�ها، بر علاوه اگر .9.1.1 تعریف
می�باشد. تکراري غیر رئوس با گذري مسیر، دیگر

یک طول می�نامیم. دور یک را آن باشد v١ = vm+١ اگر v١v٢v٣ . . . vmvm+١ مسیر در .10.1.1 تعریف
می�باشد. آن یال�هاي تعداد بیان�گر و می�گیریم m با برابر را v١v٢ . . . vmv١ صورت به رأس، m با دور

رئوس مجموعه با است ساده�اي گراف می�دهیم، نشان G یا Gc با را آن که G گراف مکمل .11.1.1 تعریف
نباشند. مجاور G در اگر فقط و اگر مجاورند G در رأس دو و V
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.v٣ و v١ رأس دو بین ما گذر یک :2.1 شکل

یک گاه هر ،(G ∼= H (می�نویسیم می�گوئیم یکریخت را H و G گراف دو کلی، طور به .12.1.1 تعریف
G از رأس دو هر که یال�هایی تعداد که طوري به باشد، داشته وجود H و G رئوس بین یک به یک تناظر

از نمونه�اي می�کند. وصل هم به را H در نظیر رئوس که باشد یال�هایی تعداد برابر می�کند وصل هم به را

می�شود. ملاحظه (3.1) شکل در یکریخت گراف دو

یکریخت. گراف دو :3.1 شکل

از: است عبارت نشانمی�دهیم NG(v) با که v ∈ V (G) رأس از باز یکهمسایگی .13.1.1 تعریف
NG(v) = {w : w ∈ V (G), vw ∈ E(G)}

از: است عبارت نشانمی�دهیم NG[v] با که v ∈ V (G) رأس از بسته یکهمسایگی
NG[v] = NG(v) ∪ {v}
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زیر�مجموعه�ي G گراف یکجورسازي از منظور است، ساده گراف یک G می�کنیم فرض .14.1.1 تعریف
جورسازي مجموعه اندازه�ي نباشند. مجاور M در موجود یال دو هیچ که گونه�اي به است E(G) از M

می�دهیم. نشان β(G) با و می�نامیم تطابق یا جورسازي عدد را گراف یک ماکسیمم

M در یال یک توسط G از رأس هر هرگاه می�نامیم تام یکجورسازي را M ⊆ E(G) جورسازي

می�دهد. نشان را تام جورسازي یک آبی یال�هاي (4.1) شکل در شود. پوشیده

تام. جورسازي :4.1 شکل

گراف�ها از مثال�هایی 2.1
می�کنیم. معرفی را مهم گراف�هاي از بعضی قسمت این در

می�نامیم. کلی ناهمبند گراف یا تهی یکگراف است تهی آن یال مجموعه�ي که را گرافی .1.2.1 تعریف
می�دهیم. نشان Nn با را رأس n با تهی گراف

گراف می�نامیم. کامل یکگراف باشد، مجاور آن متمایز رأس دو هر که را ساده گراف یک .2.2.1 تعریف
ملاحظه شکل(5.1) در کامل گراف از نمونه�هایی می�دهیم. نشان ،Kn صورت به معمولا را رأس n با کامل

است. یال n(n− ١)
٢

داراي ،Kn که دید می�توان راحتی به می�شوند.

درجه�ي اگر است. گرافمنتظم1 یک باشد، برابر هم با آن رأس�هاي تمام درجه��ي که گرافی .3.2.1 تعریف
جمله از پترسن و مکعبی گراف�هاي گوییم. r−منتظم یا r درجه�ي از منتظم را گراف باشد، r رأس هر

می�شوند. ملاحظه (6.1) شکل در منتظم گراف�هاي از نمونه�هایی هستند. ٣ درجه�ي از منتظم گراف�هاي

1 Regular
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کامل. گراف�هاي :5.1 شکل

افراز V ٢ و V ١ مجزاي مجموعه� دو به بتوان را گراف یک رأس مجموعه�� می�کنیم فرض .4.2.1 تعریف
یک را G صورت این در کند. وصل V ٢ از رأس یک به را V ١ از رأس یک G یال هر که طوري به کرد،

صورت به را آن کنیم مشخص را مربوط مجموعه دو بخواهیم که صورتی در می�نامیم دو�بخشی گراف
می�دهیم. نشان G(V ١, V ٢)

اگر اما نیست. وصل V ٢ از رأس هر به V ١ از رأس هر لزوماً بخشی، دو گراف یک در که می�شود تأکید

Kr,s صورت به ومعمولاً می�نامند، کامل بخشی دو یکگراف Gرا آن�گاه باشد، Gساده اگر و باشد چنین

از مثال�هایی (6.1) شکل در است. V ٢ و V ١ در رئوس تعداد ترتیب به r, s آن در که می�شوند داده نشان

می�شوند. ملاحظه کامل دو�بخشی گراف�هاي

دوبخشی. و منتظم گراف�هاي :6.1 شکل
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رأس n − ١ و n − ١ درجه از رأس یک داراي که قسمی به رأس، n با G گراف هر به .5.2.1 تعریف
در می�دهند. نشان Sn با را n درجه�ي از ستاره� گراف می�گوییم. ستاره گراف باشد، یک درجه از دیگر

می�شوند. ملاحظه ستاره گراف�هاي از مثال�هایی (7.1) شکل

ستاره. گراف�هاي :7.1 شکل

یکدرخت است، بی�دور گراف یک یکجنگل است. بی�دور نباشد دور داراي که گراف یک .6.2.1 تعریف
است. بی�دور همبند گراف یک

باشد. درخت که است فراگیري زیر�گراف یک فراگیر یکدرخت

و است E(G) آن رئوس مجموعه که است گرافی نشانمی�دهیم L(G) با که G یالی گراف .7.2.1 تعریف
مثالی (8.1) شکل در باشد. داشته مشترك رأس یک g در متناظرشان یال�هاي اگر وصلند هم به رأس دو

می�بینید. یالی گراف از

٣ مساوي یا بزرگ�تر درجه�ي از رأس یک حداکثر که است درختی عنکبوت2 [28] .8.2.1 تعریف
می�بینید. را عنکبوت از نمونه�هایی (9.1) شکل در باشد. داشته

با است درختی می�دهیم، نشان ،n > ١ ، Wn = (A,B,E) با که 3 هزار�پا [28] .9.2.1 تعریف
مجموعه آن�گاه ،B = {b١, b٢, ..., bn} و A = {a١, a٢, ..., an} اگر ،که A ∪ B رئوس مجموعه�ي

2 Spider

3 Sentipede
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یالی. گراف :8.1 شکل

(9.1) شکل در .E = {aibi : ١ 6 i 6 n} ∪ {bibi+١ : ١ 6 i 6 n− ١} از: است عبارت آن یالی

می�بینید. را هزار�پا از نمونه�هایی

عنکبوت. و هزار�پا گراف�هاي :9.1 شکل

طوري به است nمرتبه�ي از کامل گرافmبخشی نشانمی�دهیم Tm,n با که 4 گرافتوران تعریف10.2.1.
Kn١,n٢,...,nm گراف همان ،Tm,n بنابراین باشند. نزدیک هم به امکان حد تا آن بخش�هاي اندازه�ي که

باشیم داشته ،i, j ∈ {١, ٢, ...,m} هر ازاي به و n١ + n٢ + ... + nm = n که طوري به است

را T ۴,١٣ گراف (10.1) شکل در و است T ٣,١١ توران گراف یک K۴,٣,۴ مثال طور به .|ni − nj| ≤ ١

می�بینید.

توران. گراف :10.1 شکل

4Turan
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کامل بخشی دو گراف شامل اگر تنها و اگر است 5 چنگال فاقد گراف یک G گراف [28] .11.2.1 تعریف
است. چنگال فاقد گراف یک یالی گراف هر نباشد. القائی گراف زیر عنوان به K١,٣

را هستند مجاور هم با رأس یک در حداکثر ساده دور دو هر آن در که ،G همبند گراف .12.2.1 تعریف
هر عبارتی به یا و دارد قرار دور یک در حداکثر کاکتوس گراف یک در یال هر می�نامیم. کاکتوس6 گراف
مثال طور به است. دور یک یا و یال یک کاکتوس گراف یک برشی) رأس بدون ماکسیمال بلوك(زیرگراف

است. شده داده نشان کاکتوس گراف یک (11.1) شکل در

استفاده آن از سوم فصل در که شیمیایی مولکول�هاي از نوع دو گرافی ساختار بخش این ادامه�ي در

کاکتوس. گراف :11.1 شکل

می�کنیم. معرفی را شد خواهد

زنجیر یک را است یال یک یا و شش�ضلعی یک آن بلوك هر که G کاکتوس گراف .13.2.1 تعریف
هر و باشد باشه داشته برشی رأس دو حداکثر آن در شش�ضلعی هر هرگاه می�نامیم پلی�فنیل7 شش�ضلعی

باشد. سهیم شش�ضلعی یک و یال یک با برشی رأس

زنجیر یک در رأس�ها تعداد که است واضح می�نامیم. زنجیر آن طول را زنجیر هر در شش�ضلعی�ها تعداد

عبارتند پلی�فنیل شش�ضلعی زنجیرهاي انواع است. ٧n− ١ با برابر یال��ها تعداد و ۶n با برابر ،n طول به

است. شده داده نشان (12.1) شکل در که ،P n و Mn و On از

شش�ضلعی�هاي از متشکل لوله یک از است مرتبه�يm×nعبارت از کربن8 لوله�ي نانو یک تعریف14.2.1.

5Claw-free

6Cactus

7Polyphenyl hexagonal chain

8Carbon nanotube
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