
قدردانی و تشکر

همنشینی به و شد رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید هستی�مان که را یکتا پروردگار بی�کران سپاس

ساخت. روزیمان را معرفت و علم از چینی خوشه و نمود مفتخرمان عرصه این رهروان

مادر و پدر نگاه�های و راهنمایی�هایشان و عزیزم اساتید شیرین حضور با فراوان، راه�های پیمودن از پس

تبدیل روشنی و امید به را راه این خستگی�های که حضورشان، گرمی و شوق برق از پر چشم�های با مهربانم،

تقدیم را پایان�نامه این من، موفقیت برای عزیزان این تلاش�های همه پاس به فراوان احترام با اکنون کردند،

می�کنم...

با و داده�اند انجام زندگی�ام مختلف دوران در که آمیزی محبت تلاش�های همه�ی خاطر به مادرم و پدر به

آموخته�اند. من به را زیستن چگونه مهربانی

وجودشان و مشکلات با مواجه در من تکیه�گاه و بودند زحماتم متحمل تحصیل طول در همواره که برادرانم به

است. من دلگرمی مایه

در کمکی هیچ از فروتنی، و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که عمومی بهناز دکتر خانم گرامی�ام استاد به

این ایشان کمک بدون و گرفتند عهده بر را رساله این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این

نمی�رسید. مطلوب نتیجه به پایان�نامه

نیز را پایان�نامه�ام مشاوره زحمت که جوادی رامین دکتر جمله از بودند راهنمایم دانش کسب راه در که آنان به

گرفتند. عهده بر

بود. راهم بدرقه�ی پرورشان روح دعای و خیرشان نفس که آنان همه به پایان در و

نشاط و شور از سرشار خدمتی توفیق و نما مقدر آنان برای را سعادت و سلامت عاقبت، حسن پروردگارا

بفرما. عنایت کهنسال ایران شکوفایی و رشد جهت پژوهش و دانش و علم با همسو و همراه و

١٣٩٣ شهریور



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

کیانی فاطمه خانم کاربردی ریاضی کارشناسی�ارشد پایان�نامه
عنوان تحت

گراف�ها منصفانه�ی رنگ�آمیزی

گرفت. قرار نهایی تأیید و بررسی مورد زیر تخصصی کمیته توسط ۹۳/ ۶/ ۲۲ تاریخ در

عمومی بهناز دکتر راهنما استاد −۱

جوادی رامین دکتر مشاور استاد −۲

امیدی غلامرضا دکتر داور١ استاد −۳

عبودی محمدرضا دکتر داور٢ استاد −۴

بهرامی فرید دکتر دانشکده تکمیلی تحصیلات سرپرست
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چ��ک��ی��ده
ی��ال�ه��ای م��ج��م��وع��ه و V (G) رئ��وس م��ج��م��وع��ه ب��ا س��اده و غ��ی��رج��ه��ت�دار م��ت��ن��اه��ی، گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض

�ه ک� �ه�ای �ون� گ� �ه ب� G �وس رئ� �ه ب� �گ رن� k �ی��ص �ص� �خ� ت� �ی �ن� �ع� ی� ،G �راف گ� از �ی رأس� �زی �ی� �گ�آم� k-رن� ی��ک �د. �اش� ب� E(G)

�ه �وری�ک� �ه�ط� ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� �زی �ی� �گ�آم� k-رن� �ک ی� G �راف گ� در �ر گ� ا �د. �ن� �اش� �ب� ن� �گ رن� �م ه� �اور �ج� م� �ای رأس�ه�

�د. �ن� �وی� گ� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ر �ذی� �گ�پ� k-رن� را G �راف گ� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ک ی� �ر �ث� ک� �دا ح� �ی، �گ� رن� �ای �لاس�ه� ک� �دازه�ی ان� �لاف �ت� اخ�

گ��وی��ن��د م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ��ی ع��دد را اس��ت م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر ،G گ��راف آن ازای ب��ه ک��ه k ص��ح��ی��ح ع��دد ک��وچ��ک��ت��ری��ن

�ده ش� �ی �رف� �ع� م� �ر �ی� م� �ط �وس� ت� ۱۹۷۳ �ال س� در �ار ب� �ن �ی� اول� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� رن� �د. �ن� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� χ=(G) �اد �م� ن� �ا ب� و

�ن ای� .χ=(G) ≤ ∆(G) �رد، ف� دور و �ام��ل ک� �راف گ� �ز ج� �ه ب� ،G �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� �ر ه� �رای ب� �ه ک� زد ح��دس �ر �ی� م� اس��ت.

گ��رف��ت. ق��رار م��ح��ق��ق��ان ت��وج��ه م��ورد و ش��د م��ع��روف (ECC) م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ�آم��ی��زی ح��دس ب��ه ح��دس

دارای �اً �زوم� ل� �د، �اش� ب� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� k-رن� �ک ی� دارای �ی �راف� گ� �ر گ� ا �ی، رأس� �زی �ی� �گ�آم� رن� �لاف �رخ� ب�

∆(G) از �ر �ت� �م� ک� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ی �گ� رن� �دد ع� �ا ب� �ی �ای� �راف�ه� گ� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �س��ت. �ی� ن� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� k)-رن��گ�آم� + ۱)

ک��ه زدن��د ح��دس ۱۹۹۴ س��ال در ه��م��ک��اران��ش و چ��ن ن��ی��س��ت��ن��د. م��ن��ص��ف��ان��ه (G)∆-رن��گ�آم��ی��زی دارای ک��ه دارن��د وج��ود

K۲n+۱,۲n+۱ �ل �ام� ک� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� و C۲n+۱ �رد ف� دور و Kn �ل �ام� ک� �راف گ� از �ر �ی� غ� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف گ� �ک ی� G �ر گ� ا

�ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� ∆-رن� �دس ح� �ه ب� �دس ح� �ن ای� �ت. اس� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ر �ذی� �گ�پ� (G)∆-رن� ،G �اه �گ� آن� �د، �اش� ب�

اس��ت. (ECC) از ق��وی�ت��ر (E∆CC) ک��ه م��ی�ش��ود م��ش��اه��ده ش��د. م��ع��روف (E∆CC)

�ی �اص� خ� �ای �لاس�ه� ک� �رای ب� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� ∆-رن� �دس ح� �ت �ی� �م� اه� �ر ب� �روری م� �ن �م� ض� �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ن ای� در

�ای �راف�ه� گ� �ازه�ای، ب� �ای �راف�ه� گ� �ر، �س� �ن� ک� �ای �راف�ه� گ� �ا، �ت�ه� درخ� �ی، �ش� �خ� دوب� �ای �راف�ه� گ� �ه �ل� �م� ج� از �ا �راف�ه� گ� از

دق��ی��ق ب��ررس��ی ب��ه وی��ژه ط��ور ب��ه ک��ران�دار، درخ��ت��ی ع��رض ب��ا گ��راف�ه��ای و ک��م ت��ب��اه��ن��دگ��ی ب��ا گ��راف�ه��ای س��ری-م��وازی،

م��ی�پ��ردازی��م. ب��ی��رون��ی م��س��ط��ح �گ��راف�ه��ای و م��س��ط��ح گ��راف�ه��ای ب��رای (E∆CC)



١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ه

اخ��ت��ص��ار ب��ه س��پ��س م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان را پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در ش��ده اس��ت��ف��اده ن��م��اده��ای و اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م اب��ت��دا ف��ص��ل ای��ن در

ف��ص��ل ه��ر در ش��ده ب��ی��ان م��ط��ال��ب ب��ر م��روری ن��ی��ز ان��ت��ه��ا در م��ی�پ��ردازی��م. آن ی��خ��چ��ه ت��ار و پ��ای��ان�ن��ام��ه م��وض��وع م��ع��رف��ی ب��ه

داش��ت. خ��واه��ی��م پ��ای��ان�ن��ام��ه

اول��ی��ه ت��ع��اری��ف ١.١

�ه �وع� �م� �ج� م� و �ا رأس�ه� از V (G) �ه �وع� �م� �ج� م� �ل �ام� ش� (V (G), E(G)) �ب �رت� م� �ی �ای� دوت� از �ت اس� �ارت �ب� ع� G �راف گ�

ل��زوم��اً (ن��ه ن��ام��رت��ب دوت��ای��ی ی��ک ی��ال ه��ر ب��ه ک��ه ψG وق��وع ت��اب��ع ی��ک ه��م��راه ب��ه ی��ال�ه��ا، از ،V (G) از م��ج��زا ،E(G)

،ψG(e) = {u, v} ک��ه �ن��د ب��اش� رأس��ی دو v و u و ی��ال ی��ک e گ��ر ا م��ی�ده��د. �ت��ص��اص اخ� G رأس�ه��ای از �ای��ز) �م� �ت� م�

�د. �ن� �وی� �ی�گ� م� e �ال ی� �ی �ای� �ه� �ت� ان� �ای رأس�ه� رأس، دو �ن ای� �ه ب� و �د �ن� �ی�ک� م� �ل وص� �م ه� �ه ب� را v و u رأس دو ،e �ال ی� �اه �گ� آن�

را گ��راف م��رت��ب��ه�ی پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در م��ی�ن��ام��ن��د. G ان��دازه و م��رت��ب��ه ت��رت��ی��ب ب��ه را G گ��راف ی��ال�ه��ای و رأس�ه��ا ت��ع��داد

ن��ش��ان e(G) ب��ا اخ��ت��ص��ار ب��ه گ��اه��ی و ،|E(G)| ن��م��اد ب��ا را گ��راف ان��دازه�ی و n ب��ا اخ��ت��ص��ار ب��ه گ��اه��ی ،|G| ن��م��اد ب��ا

�ال ی� �د، دارن� �ان �س� �ک� ی� �ای �ه� �ت� ان� دو �ه ک� �ی �ای� �ال�ه� ی� �ه ب� و �ه �وق� ط� �د، �اش� �ب� ن� �ز �ای� �م� �ت� م� آن �ای �ه� �ت� ان� دو �ه ک� �ی �ال� ی� �ه ب� �م. �ی� �ی�ده� م�

�ه��ی �دی� �اب� ن� �راف، گ� ی��ک دارد. �ام ن� �اده س� �راف گ� �د، �اش� ب� �وازی م� �ال ی� و �ه �وق� ط� �د �اق� ف� �ه ک� �ی �راف� گ� �ود. �ی�ش� م� �ه �ت� �ف� گ� �وازی م�

�د، �ن� �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� م� آن �ای �ال�ه� ی� و �ا رأس�ه� �ه �وع� �م� �ج� م� �ه ک� �ی �راف� گ� �د. �اش� ب� �ال ی� �ک ی� �ل �داق� ح� �ل �ام� ش� �ر گ� ا �ود �ی�ش� م� �ه �ت� �ف� گ�

ه��س��ت��ن��د. م��ت��ن��اه��ی و س��اده پ��ای��ان�ن��ام��ه، ای��ن در ن��ظ��ر م��ورد گ��راف�ه��ای م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده م��ت��ن��اه��ی گ��راف

،deg(v) اخ��ت��ص��ار ب��ه ی��ا degG(v) ن��م��اد ب��ا و م��ی�ش��ود گ��ف��ت��ه رأس آن درج��ه�ی ،v رأس ب��ر واق��ع ی��ال�ه��ای ت��ع��داد ب��ه

رأس�ه��ای ه��م��ه�ی درج��ه�ی ک��ه گ��راف��ی �ن��د. م��ی�گ��وی� �ه��ا �ن� ت� رأس ،v ب��ه آن��گ��اه ،degG(v) = ۰ گ��ر ا م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان

و ∆(G) �اد �م� ن� �ا ب� �ب �ی� �رت� ت� �ه ب� �راف گ� در رأس �ه درج� �ن �ری� �ت� �م� ک� و �ن �ری� �ت� �ش� �ی� ب� �د. �ن� �ام� ن� �م �ظ� �ن� k-م� �راف گ� را �د �اش� ب� k آن
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ی��ا م��ج��اور رأس دو ای��ن ب��ه و ی��ال آن ب��ر واق��ع رأس دو ی��ال، ی��ک ان��ت��ه��ای��ی رأس دو ب��ه م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان δ(G)

م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان NG(v) ن��م��اد ب��ا G گ��راف در v رأس ب��ا م��ج��اور رأس�ه��ای م��ج��م��وع��ه م��ی�ش��ود. گ��ف��ت��ه ه��م��س��ای��ه

م��ی�ده��ن��د. ن��ش��ان uv ص��ورت ب��ه را e ی��ال آن��گ��اه ب��اش��ن��د، e ی��ال ان��ت��ه��ای��ی رأس دو v و u گ��ر ا

رأس n روی �ر �ی� �س� م� ی��ک و دور ی��ک �ام��ل، ک� �راف گ� ی��ک �ده�ی �ن� ده� �ان �ش� ن� �ی��ب �رت� ت� �ه ب� Pn و Cn و Kn �راف�ه��ای گ�

از �ی��ب �رت� ت� �ه ب� آن �ای �خ��ش�ه� ب� �ه ک� اس��ت �ام��ل ک� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� ی��ک �ده�ی �ن� ده� �ان �ش� ن� �ز �ی� ن� Km,n �راف گ� �د. �ن� �اش� �ی�ب� م�

م��ج��م��وع��ه�ی r ب��ه را آن رئ��وس م��ج��م��وع��ه �ت��وان ب� گ��ر ا م��ی�ش��ود �ی��ده ن��ام� r-ب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک �ن��د. �ت� ه��س� n و m ان��دازه�

�اور �ج� م� Vi در رأس �ر ه� �ر گ� ا �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� Kn۱,n۲,...,nr �ام��ل ک� �ی �ش� �خ� r-ب� و �رد ک� �راز اف� V۱, V۲, ..., Vr �ق��ل �ت� �س� م�

�ود �ی�ش� م� �رض ف� �ول �م� �ع� م� �ور ط� �ه ب� .۱ ≤ i ≤ r �ر ه� �رای ب� |Vi| = ni ≥ ۱ و i ̸= j �ه ک� �د �اش� ب� Vj در رأس �ر ه� �ا ب�

،r ی��ک �رای ب� �ر گ� ا �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ل �ام� ک� �ی �ش� �خ� �دب� �ن� چ� �راف گ� �ک ی� .۱ ≤ n۱ ≤ n۲ ≤ · · · ≤ nr و r ≥ ۲ �ه ک�

م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان In ن��م��اد ب��ا اس��ت ت��ن��ه��ا رأس n ش��ام��ل ک��ه گ��راف��ی ب��اش��د. ک��ام��ل r-ب��خ��ش��ی

از ک��وچ��ک��ت��ر ص��ح��ی��ح ع��دد ب��زرگ��ت��ری��ن و x از ب��زرگ��ت��ر ص��ح��ی��ح ع��دد ک��وچ��ک��ت��ری��ن ده��ن��ده��ی ن��ش��ان ت��رت��ی��ب ب��ه ⌊x⌋ و ⌈x⌉

ه��س��ت��ن��د. x

و G م��ج��زای گ��راف دو اج��ت��م��اع ب��اش��ن��د. ن��داش��ت��ه م��ش��ت��رک��ی رأس ه��ی��چ گ��ر ا م��ی�ش��ون��د گ��ف��ت��ه م��ج��زا ،H و G گ��راف دو

م��ج��م��وع��ه و V (G) ∪ V (H) آن رئ��وس م��ج��م��وع��ه ک��ه اس��ت گ��راف��ی م��ی�ش��ود داده ن��ش��ان ،G ∪H ن��م��اد ب��ا ک��ه ،H

چ��ن��ی��ن ح��ذف ب��ا ک��ه گ��راف��ی آن��گ��اه ب��اش��د، H ب��ا ی��ک��ری��خ��ت G از م��ؤل��ف��ه�ای گ��ر ا اس��ت. E(G) ∪E(H) آن ی��ال�ه��ای

آن رئ��وس �ه �م��وع� م��ج� �ه ک� اس��ت �راف��ی گ� ،G ∨H گ��راف م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان G−H �ا ب� �د م��ی�آی� �ه�دس��ت ب� �ه�ای �ف� �ؤل� م�

�ه�ی �م� ه� �ه ب� را G گ��راف در رأس ه��ر �ه ک� �ائ��ی �ال�ه� ی� و E(G) ∪ E(H) آن ی��ال�ه��ای �ه �م��وع� م��ج� و V (G) ∪ V (H)

.m ≥ ۱ ک��ه G از م��ج��زا �پ��ی ک� m ش��ام��ل اس��ت گ��راف��ی mG گ��راف �ن��د. �ت� ه��س� �ن��د، م��ی�ک� وص��ل H گ��راف در رأس�ه��ا

اس��ت. G گ��راف م��ک��م��ل ن��ش��ان�ده��ن��ده Gc ن��م��اد

�ذف ح� از �ل �اص� ح� �راف �رگ� زی� .E(G) ⊆ E(H) و V (G) ⊆ V (H) �اه �رگ� ه� �د �ن� �وی� گ� G �راف �رگ� زی� را H �راف گ�

ه��رگ��اه اس��ت ال��ق��ائ��ی زی��رگ��راف ی��ک ،G از H زی��رگ��راف م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان G− v ن��م��اد ب��ا G گ��راف از v رأس

�ه �وش� خ� را �د �اش� ب� �اور �ج� م� آن رأس دو �ر ه� �ه ک� �ی �راف� �رگ� زی� �د. �اش� ب� �ده ش� �ل �اص� ح� G �راف گ� از رأس �دادی �ع� ت� �ذف ح� از

م��ی�ده��ن��د. ن��ش��ان ω(G) ن��م��اد ب��ا و ن��ام��ن��د خ��وش��ه�ای ع��دد را G گ��راف در خ��وش��ه ب��زرگ��ت��ری��ن ان��دازه�ی م��ی�ن��ام��ن��د.

از زی��رم��ج��م��وع��ه�ای ب��ه و رأس��ی م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه�ی ب��اش��د ن��ام��ج��اور آن ع��ض��و دو ه��ر ک��ه V (G) از زی��رم��ج��م��وع��ه�ای ب��ه

�ه� �م��وع� م��ج� �ری��ن �ت� ب��زرگ� ان��دازه�ی م��ی�ش��ود. �ت��ه �ف� گ� �ال��ی ی� �ق��ل �ت� م��س� �ه�ی �م��وع� م��ج� ب��اش��د �ام��ج��اور ن� آن ع��ض��و دو ه��ر ک��ه E(G)

�ق��لال �ت� اس� ع��دد و رأس��ی �ق��لال �ت� اس� ع��دد �ی��ب ت��رت� �ه ب� G گ��راف در �ال��ی ی� �ق��ل �ت� م��س� �م��وع��ه م��ج� �ت��ری��ن ب��زرگ� و رأس��ی �ق��ل �ت� م��س�

م��ی�ش��ون��د. داده ن��ش��ان α′
(G) و α(G) ن��م��اده��ای ب��ا ت��رت��ی��ب ب��ه و م��ی�ش��ود گ��ف��ت��ه ی��ال��ی
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م��وض��وع م��ع��رف��ی ٢.١

k �ص �ی� �ص� �خ� ت� از �ت اس� �ارت �ب� ع� �زی، �ی� �گ�آم� k-رن� �ک ی� �ار �ص� �ت� اخ� �ه ب� �ا ی� G �راف گ� از �ی رأس� �زی �ی� �گ�آم� k-رن� �ک ی�

k ب��ه G گ��راف رئ��وس دی��گ��ر �ب��ارت ع� ب��ه �ن��د. �اش� �ب� ن� �م�رن��گ ه� م��ج��اور رأس�ه��ای ک��ه �ه�ای �ون� گ� �ه ب� G رأس�ه��ای ب��ه رن��گ

�ر ه� داخ��ل رئ��وس �ی �ن� �ع� ی� �د، �اش� ب� �ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� ی��ک Vi �ر ه� �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� �ود �ی�ش� م� �راز اف� V۱, V۲, ..., Vk ک��لاس

G گ��راف �ن��د. �وی� م��ی�گ� گ��راف رن��گ��ی ک��لاس ی��ک را Vi ه��ر �ن��د. �ب��اش� ن� م��ج��اور دو ب��ه دو ،۱ ≤ i ≤ k ،Vi �م��وع��ه�ی م��ج�

،G �راف گ� �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� ،k �دد ع� �ن �ری� �ت� �ک� �وچ� ک� �د. �اش� ب� �ه �ت� داش� �زی �ی� �گ�آم� k-رن� �ک ی� �ر گ� ا �د �ن� �وی� گ� �ر �ذی� �گ�پ� k-رن� را

م��ی�ده��ن��د. ن��ش��ان χ(G) ن��م��اد ب��ا و ن��ام��ن��د G گ��راف رن��گ��ی ع��دد را ب��اش��د k-رن��گ�پ��ذی��ر

رأس��ی �زی �ی� رن��گ�آم� از �ی �ون� گ� �ا �ون� گ� �ای �م�ه� �ی� �م� �ع� ت� �ون �ن� ک� �ا ت� �وم، �ه� �ف� م� �ن ای� �ی �ات� �ق� �ی� �ق� �ح� ت� و �ردی �ارب� ک� �ای �ت�ه� �ی� �ذاب� ج� �ل �ی� دل� �ه ب�

�زی �ی� �گ�آم� رن� �ام ن� �ه ب� �ا �م�ه� �ی� �م� �ع� ت� �ن ای� از �ی �ک� ی� �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ن ای� در �ت. اس� �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� �ی �ررس� ب� �ورد م� و �ده ش� �ف �ری� �ع� ت�

م��ی�ده��ی��م. ق��رار م��ط��ال��ع��ه م��ورد را م��ن��ص��ف��ان��ه

�دازه�ی ان� �لاف �ت� اخ� آن در �ه ک� �ت اس� �زی �ی� �گ�آم� k-رن� �ک ی� ،G �راف گ� �ک ی� از �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� k-رن� �ک ی�

،۱ ≤ i ̸= j ≤ k ،Vj و Vi �ی �گ� رن� �لاس ک� دو �ر ه� ازای �ه ب� �ی �ن� �ع� ی� �د، �اش� ب� �ک ی� �ر �ث� ک� �دا ح� �ی، �گ� رن� �ای �لاس�ه� ک�

�ه �ت� داش� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� k-رن� ی��ک �ر گ� ا �ت اس� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ر �ذی� �گ�پ� k-رن� ،G �راف گ� �ک ی� .||Vi| − |Vj|| ≤ ۱

ب��اش��د.

�ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ی �گ� رن� �دد ع� را �ت اس� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ر �ذی� �گ�پ� k-رن� ،G �راف گ� آن ازای �ه ب� �ه ک� k �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ن �ری� �ت� �ک� �وچ� ک�

م��ی�ده��ن��د. ن��ش��ان χ=(G) ن��م��اد ب��ا و م��ی�گ��وی��ن��د

را K۱,۵ گ��راف �ث��ال م� �ن��وان ع� ب��ه �ن��د. �ت� �ی��س� ن� ب��راب��ر �ن��ص��ف��ان��ه م� رن��گ��ی ع��دد و رن��گ��ی ع��دد �اً ل��زوم� دل��خ��واه، گ��راف ه��ر ب��رای

.χ=(K۱,۵) = ۴ ،٢.١ ش��ک��ل ط��ب��ق و χ(K۱,۵) = ۲ ،١.١ ش��ک��ل ط��ب��ق ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در

K۱,۵ گ��راف از رن��گ�آم��ی��زی ی��ک :١.١ ش��ک��ل

.χ(G) ≤ χ=(G) ،G دل��خ��واه گ��راف ه��ر ازای ب��ه ک��ه م��ی�ش��ود دی��ده راح��ت��ی ب��ه
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K۱,۵ گ��راف از م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ�آم��ی��زی ی��ک :٢.١ ش��ک��ل

[۴٢] �ر٢ �وک� ت� �ه�ی �ال� �ق� م� از �ر �ی� م� �زه �ی� �گ� ان� �ه �ت� �ب� ال� �د. ش� �ی �رف� �ع� �ر١م� �ی� م� �ط �وس� ت� [٣۵] در �ار ب� �ن �ی� اول� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� رن�

�ده�ی �ن� ده� �ان �ش� ن� �ا رأس�ه� آن در �ه ک� �ت اس� �ده ش� �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در G �راف گ� �ک ی� �ر �وک� ت� �ه� �ال� �ق� م� در �ود. ب� �ده ش� �ی �اش� ن�

�وده �م� �ی� پ� روز ی��ک در �د �ای� �ب� ن� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ای �ر�ه� �ی� �س� م� �اه �رگ� ه� �د �ن� �ت� �س� ه� �اور �ج� م� رأس دو و �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ه�روب� �ال� زب� �ای �ر�ه� �ی� �س� م�

اس��ت ای��ن م��ط��ل��وب ح��ال��ت ش��ون��د. ط��ی ه��ف��ت��ه روز ه��ر در ب��ای��د ک��ه ب��ود م��س��ی��ره��ای��ی ک��ردن م��ش��خ��ص ت��وک��ر ه��دف ش��ون��د.

�ه��م س� �ری��ن �ت� �ی��ش� ب� ب��اش��د. �ر ب��راب� �اً �ب� �ری� �ق� ت� م��ی�ش��ود، ط��ی �ت��ه �ف� ه� ی��ک روز ۶ ط��ول در روز ه��ر در ک��ه �ای��ی �ی��ره� م��س� �ع��داد ت� �ه ک�

ب��ه ک��ه ش��د ای��ج��اد ن��م��ود، ب��ی��ان را زی��ر ح��دس �ک��ه زم��ان��ی م��ی��ر م��ق��ال��ه�ی در م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ�آم��ی��زی ب��ه ع��لاق��ه�م��ن��دی و ت��وج��ه

اس��ت. م��ع��روف ٣ECC م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ�آم��ی��زی ح��دس

دور �ا ی� Kn �ام��ل ک� �راف گ� از �ر �ی� غ� G �ر گ� ا �د. �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �ی �راف� گ� G �د �ی� �ن� ک� ف��رض [٣۵] (ECC) ١.٢.١ ح��دس

.χ=(G) ≤ ∆(G) آن��گ��اه ب��اش��د، C۲n+۱ ف��رد

از ECC ب��ی��ان ان��گ��ی��زه�ی ب��ود. م��وف��ق ک��م��ت��ر، و رأس ۶ ب��ا گ��راف�ه��ای ب��رای ت��ن��ه��ا ECC درس��ت��ی اث��ب��ات در م��ی��ر

اس��ت. ش��ده ن��اش��ی ب��روک��س۴ ق��ض��ی��ه�ی

C۲n+۱ �رد ف� دور �ا ی� Kn �ام��ل ک� �راف گ� از �ر �ی� غ� G �ر گ� ا �د. �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �ی �راف� گ� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� [۴] ٢.٢.١ ق��ض��ی��ه

.χ(G) ≤ ∆(G) آن��گ��اه ب��اش��د،

�لاف �رخ� ب� �ا ام� �ت. �س� ه� �ز �ی� ن� �ر �ذی� �گ�پ� k)-رن� + ۱) �اه �گ� آن� �د �اش� ب� �ر �ذی� �گ�پ� k-رن� �راف گ� �ک ی� �ر گ� ا �ه ک� �ت اس� �ح واض�

ی��ک �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �ت. �س� �ی� ن� �ت �واخ� �ن� �ک� ی� �راف گ� �ک ی� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� رن� �راف، گ� �ک ی� �ی �ول� �م� �ع� م� �زی �ی� �گ�آم� رن�

�ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �د. �اش� �ب� ن� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ر �ذی� �گ�پ� k)-رن� + ۱) �ا ام� �د �اش� ب� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ر �ذی� �گ�پ� k-رن� �د �وان� �ی�ت� م� �راف گ�

�ه �ک� �ی �ان� زم� �ا ام� دارد �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� k-رن� ،k ∈ {۲,۴, ۶} �ه �ک� �ی �ان� زم� ،K۷,۷ �ل �ام� ک� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ�

١Meyer
٢Tucher
٣Equitable Coloring Conjecture
۴Brooks



م��ق��دم��ه .١ ۵ف��ص��ل

از �ر �ت� �م� ک� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ی �گ� رن� �دد ع� �ا ب� �ی �ای� �راف�ه� گ� �ن �رای� �اب� �ن� ب� .[٢٨] �دارد ن� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� k-رن��گ�آم� ،k ∈ {۳, ۵,۷}

ن��ق��ش درج��ه ک��س��ی��م��م م��ا ک��ه م��ی�رس��د ن��ظ��ر ب��ه ن��ی��س��ت��ن��د. م��ن��ص��ف��ان��ه (G)∆-رن��گ�آم��ی��زی دارای ک��ه دارن��د وج��ود ∆(G)

رن��گ�آم��ی��زی زب��ان ب��ه ک��ه ک��ردن��د ث��اب��ت ق��ض��ی��ه�ای زم��ردی۵ و گ��ن��ال ه��ا م��ی��ر، م��ق��ال��ه�ی از ق��ب��ل دارد. ای��ن��ج��ا در را م��ه��م��ی

م��ی�ش��ود. ب��ی��ان زی��ر ش��ک��ل ب��ه م��ن��ص��ف��ان��ه

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر ،k ≥ ∆(G) + ۱ ه��ر ازای ب��ه ه��م��ب��ن��د) ل��زوم��اً (ن��ه G گ��راف [١٨] ٣.٢.١ ق��ض��ی��ه

را �ت اس� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ر �ذی� �گ�پ� k-رن� ،k ≥ r �ر ه� ازای �ه ب� G �راف گ� �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� r �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ن �ری� �ت� �ک� �وچ� ک�

از ارز �م ه� �ک��ل ش� ی��ک �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د. �ن� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� χ∗
=(G) �اد �م� ن� �ا ب� و �د �ن� �ام� �ی�ن� م� G گ��راف �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ی �گ� رن� �ه �ان� �ت� آس�

.χ∗
=(G) ≤ ∆(G) + ۱ ،G گ��راف ه��ر ب��رای ک��ه، اس��ت ای��ن ٣.٢.١ ق��ض��ی��ه�ی

�ه ک� �ت اس� �ح واض� �ه، �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ی �گ� رن� �ه �ان� �ت� آس� و �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ی �گ� رن� �دد ع� �ی، �گ� رن� �دد ع� �ف �اری� �ع� ت� �ق �اب� �ط� م�

دادن �ا ب� �ی �ت� راح� �ه ب� �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را K۷,۷ �راف گ� �ر �گ� دی� �ار ب� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� .χ(G) ≤ χ=(G) ≤ χ∗
=(G)

.χ∗
=(K۷,۷) = ۸ ک��ه ح��ال��ی در χ(K۷,۷) = χ=(K۷,۷) = ۲ ک��ه م��ی�ش��ود دی��ده م��ن��اس��ب رن��گ�آم��ی��زی

�دس ح� �ام ن� �ه ب� �دس ح� �ن ای� �ه ک� �د ش� �رح �ط� م� ۱۹۹۴ �ال س� در �ش �اران� �ک� �م� ه� و �ن۶ چ� �ط �وس� ت� �ر زی� �دس ح� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه�

اس��ت. م��ع��روف ،٧E∆CC م��ن��ص��ف��ان��ه ∆-رن��گ�آم��ی��زی

�رد ف� دور �ا ی� ،Kn �ام��ل ک� �راف گ� ،G �ر گ� ا �د. �اش� ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �راف��ی گ� G �د �ی� �ن� ک� ف��رض [٨] (E∆CC) ۴.٢.١ ح��دس

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه (G)∆-رن��گ�پ��ذی��ر ،G آن��گ��اه ن��ب��اش��د، K۲n+۱,۲n+۱ ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ا C۲n+۱

و G ̸= Kn �ر گ� ا �ون چ� �د. �ی�ده� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� را ECC ،E∆CC �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ده دی� �ه �ل� �اص� �لاف� ب�

�اه �گ� آن� ،G = K۲n+۱,۲n+۱ �ه ک� �ی �ت� �ال� ح� در .G ̸= K۲n+۱,۲n+۱ �ا ی� G = K۲n+۱,۲n+۱ �اه �گ� آن� �د �اش� ب� G ̸= C۲n+۱

�ق �ب� ط� ،G ̸= K۲n+۱,۲n+۱ �ه ک� �م ه� �ی �ت� �ال� ح� در .χ=(G) ≤ ∆(G) �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و χ=(G) = ۲ ≤ ∆(G)

.χ=(G) ≤ χ∗
=(G) ≤ ∆(G) ن��ت��ی��ج��ه در و اس��ت م��ن��ص��ف��ان��ه ∆-رن��گ�پ��ذی��ر ،G ،E∆CC

اس��ت. ECC از ق��وی�ت��ر E∆CC ب��ن��اب��رای��ن

پ��ای��ان�ن��ام��ه ف��ص��ل�ه��ای ب��ر م��روری ٣.١

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه ∆-رن��گ�آم��ی��زی ح��دس م��ط��ال��ع��ه پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن اص��ل��ی ه��دف

�رای ب� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� ∆-رن� �دس ح� �ای �ت� راس� در �ود �وج� م� �ج �ای� �ت� ن� �ر ب� �روری م� �ه �لاص� خ� �ور ط� �ه ب� دوم �ل �ص� ف� در

۵Hajnal and Szemerédi
۶Chen
٧Equitable ∆-Coloring Conjecture



م��ق��دم��ه .١ ۶ف��ص��ل

ب��ازه�ای، گ��راف�ه��ای �ن��س��ر، ک� گ��راف�ه��ای درخ��ت�ه��ا، دوب��خ��ش��ی، گ��راف�ه��ای �ل��ه �م� ج� از گ��راف�ه��ا از خ��اص��ی ک��لاس�ه��ای

داش��ت. خ��واه��ی��م ک��ران�دار درخ��ت��ی ع��رض ب��ا گ��راف�ه��ای و ک��م ت��ب��اه��ن��دگ��ی ب��ا گ��راف�ه��ای س��ری-م��وازی، گ��راف�ه��ای

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را ن��اه��م��ب��ن��د گ��راف�ه��ای م��ن��ص��ف��ان��ه�ی ∆-رن��گ�آم��ی��زی س��وم ف��ص��ل در

�ای �راف�ه� گ� �رای ب� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� ∆-رن� �دس ح� �ق �ی� دق� �ی �ررس� ب� �ه ب� �ب، �ی� �رت� ت� �ه ب� �م �ج� �ن� پ� و �ارم �ه� چ� �ای �ل�ه� �ص� ف� در

م��ی�پ��ردازی��م. ق��ض��ای��ا اث��ب��ات ج��زئ��ی��ات ب��ا ه��م��راه ب��ی��رون��ی م��س��ط��ح و م��س��ط��ح

اس��ت. [۵١ ،۴٨ ،٣٩ ،٣٧ ،٢۴ ،١١] م��راج��ع از ب��رگ��رف��ت��ه پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن م��ط��ال��ب



٢ ف��ص��ل

م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ�آم��ی��زی در م��وج��ود ن��ت��ای��ج

�ه �ل� �م� ج� از �ا �راف�ه� گ� از �ی �اص� خ� �ای ک��لاس�ه� �رای ب� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� رن��گ�آم� در �ود �وج� م� �ج �ای� �ت� ن� �ر ب� �روری م� �ل �ص� ف� �ن ای� در

ب��ا گ��راف�ه��ای س��ری-م��وازی، گ��راف�ه��ای ب��ازه�ای، گ��راف�ه��ای �ن��س��ر، ک� گ��راف�ه��ای درخ��ت�ه��ا، دوب��خ��ش��ی، گ��راف�ه��ای

[٣٩] م��رج��ع از ب��رگ��رف��ت��ه ف��ص��ل ای��ن م��ط��ال��ب داش��ت. خ��واه��ی��م ک��ران�دار درخ��ت��ی ع��رض ب��ا گ��راف�ه��ای و ک��م ت��ب��اه��ن��دگ��ی

اس��ت. ش��ده ان��ج��ام م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ�آم��ی��زی زم��ی��ن��ه در م��وج��ود ن��ت��ای��ج ب��ر ک��ام��ل��ی م��رور آن ٢٨ ف��ص��ل در ک��ه اس��ت

ب��خ��ش��ی دو گ��راف�ه��ای ١.٢

ک��ردن��د. اث��ب��ات دوب��خ��ش��ی گ��راف ب��رای را ECC ب��ار اول��ی��ن ب��رای ١٩٩۶ س��ال در وو١ و ل��ی

.
⌈
n

⌊k
۲ ⌋

⌉
−

⌊
n

⌈k
۲ ⌉

⌋
≤ ۱ گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر ،Kn,n گ��راف [٣٢] ١.١.٢ ق��ض��ی��ه

ی��ک اس��ت. آس��ان و س��رراس��ت رن��گ��ی ک��لاس�ه��ای از �ن��اس��ب م� ان��دازه�ه��ای �ت��ن گ��رف� ن��ظ��ر در ب��ا �ی��ه ق��ض� ای��ن �ب��ات اث�

n �ک��ه زم��ان��ی ،١.١.٢ ق��ض��ی��ه�ی در ب��ح��ث م��ورد اخ��ت��لاف ،k = n = ∆(Kn,n) ب��رای ک��ه اس��ت ای��ن ج��ال��ب ن��ک��ت��ه�ی

م��ی�ب��اش��د. دو ب��راب��ر اس��ت ف��رد n �ک��ه زم��ان��ی و ص��ف��ر ب��راب��ر اس��ت زوج

و Y و X �ای �ش�ه� �خ� ب� �ا ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �ی �ش� �خ� ب� دو �راف گ� �ک ی� ،n ≥ ۲ ،G ̸= Kn,n �ر گ� ا [٣٢] ٢.١.٢ ق��ض��ی��ه

ش��ود. م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ�آم��ی��زی رن��گ، ∆ ب��ا م��ی�ت��وان��د G آن��گ��اه ب��اش��د، ∆(G) ≥ ۲

م��ی�ش��ود. �اده �ف� �ت� اس� G گ��راف �ه�ی �ان� �ف� �ن��ص� م� ک��ردن رن��گ ب��رای رن��گ ∆(G) از �ق��ت �ی� �ق� ح� در ،٢.١.٢ �ه�ی �ی� ق��ض� در

،G �ن��د �ب� �م� ه� دوب��خ��ش��ی گ��راف �ر ه� ،K۲m+۱,۲m+۱ ک��ام��ل دوب��خ��ش��ی گ��راف�ه��ای �ز �ه�ج� ب� �ه ک� گ��رف��ت �ه �ی��ج� �ت� ن� م��ی�ت��وان پ��س

ش��ود. م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ�آم��ی��زی رن��گ، ∆(G) ب��ا م��ی�ت��وان��د

١Lih and Wu



م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ�آم��ی��زی در م��وج��ود ن��ت��ای��ج .٢ ٨ف��ص��ل

گ��راف�ه��ای �رای ب� (E∆CC) �ه �ان� �ف� �ن��ص� م� �ی��زی ∆-رن��گ�آم� ح��دس ک��ه �د �ن� م��ی�ده� �ه �ج� �ی� �ت� ن� ١.١.٢ و ٢.١.٢ �ه��ه��ای �ی� ق��ض�

اس��ت. درس��ت ه��م��ب��ن��د دوب��خ��ش��ی

�گ��ری دی� �ای �ح��دودی��ت�ه� م� �ر گ� ا اس��ت. �ه درج� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� از �ر �ت� �م� ک� �ه �ان� �ف� �ن��ص� م� �گ��ی رن� �دد ع� �ا، �ال��ت�ه� ح� از �اری �ی� �س� ب� در �ا ام�

م��ی�آی��د. ب��ه�دس��ت م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ��ی ع��دد ب��رای ب��ه��ت��ری ک��ران آن��گ��اه ش��ود، اع��م��ال گ��راف روی

Y و X �ای �ش�ه� �خ� ب� �ا ب� �د �ن� �ب� �م� ه� �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� �ک ی� G = G(X, Y ) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� [٣٢] ٣.١.٢ ق��ض��ی��ه

�اه �گ� آن� ،e(G) <
⌊

m

(n+ ۱)

⌋
(m − n) + ۲m و |X| = m ≥ n = |Y | �ر گ� ا �د. �اش� ب� �ال ی� e(G) دارای و

.χ=(G) ≤
⌈

m

(n+ ۱)

⌉
+ ۱

اس��ت. ب��ه��ت��ر ∆(G) از ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود ی��ال ٢ ح��داق��ل �ک��ه زم��ان��ی م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ��ی ع��دد ب��رای ب��الا ک��ران

ع��دد دق��ی��ق م��ق��دار ک��ردن��د. اث��ب��ات ک��ام��ل چ��ن��دب��خ��ش��ی گ��راف�ه��ای ب��رای را ECC درس��ت��ی [۴۶] در ژان��گ٢ و وان��گ

ش��د. م��ش��خ��ص [٢٩] در ه��م��ک��اران��ش و ل��م ت��وس��ط Kn۱,n۲,...,nr ک��ام��ل چ��ن��دب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک از م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ��ی

ni (mod M) <
⌈ ni

M

⌉
�ه �وری�ک� �ه�ط� ب� �د �اش� ب� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �دد ع� �ن �ری� �ت� �زرگ� ب� ،M �د �ی� �ن� ک� �رض ف� [٢٩] ۴.١.٢ ق��ض��ی��ه

.χ=(Kn۱,n۲,...,nr) =
∑r

i=۱

⌈
ni

(M + ۱)

⌉
آن��گ��اه ،۱ ≤ i ≤ r ب��رای

م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان Kr(n) ب��ا r ≥ ۲ ب��رای Kn, n, ..., n︸ ︷︷ ︸
r

ک��ام��ل چ��ن��دب��خ��ش��ی گ��راف

�ه �ان� �ف� �ن��ص� م� �ر �ذی� k-رن��گ�پ� ،Kr(n) �اه �گ� آن� .k ≥ r ≥ ۲ و n ≥ ۱ �ی��ح �ح� ص� ع��دد �د �ی� �ن� ک� ف��رض [٣١] ۵.١.٢ ق��ض��ی��ه

گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا ⌉اس��ت
n

⌊k
۲ ⌋

⌉
−

⌊
n

⌈k
۲ ⌉

⌋
≤ ۱.

�ه ک� �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ا ت� �د �ن� �ی�ک� م� �م �راه� ف� را �ان �ک� ام� �ن ای� [٣٠] در �ی �ش� �خ� �دب� �ن� چ� �ای �راف�ه� گ� از �ی �ای� �ال�ه� �ث� م�

و G۱ = K۱, ۱, ..., ۱︸ ︷︷ ︸
m

,۲n+۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �اش� ب� �د �ی� ک� ا �د، �وان� �ی�ت� م� χ(G) ≤ χ=(G) ≤ χ∗
=(G) �اوی �س� �ام� ن�

آن��گ��اه ،G۳ = K۲n+۱,۲n+۱,۴n+ ۲, ...,۴n+ ۲︸ ︷︷ ︸
m

و G۲ = K۲n+ ۱, ۲n+ ۱, ..., ۲n+ ۱︸ ︷︷ ︸
m

.χ(G۱) = m+ ۱ < χ=(G۱) = χ∗
=(G۱) = m+ n+ ۱ •

.χ(G۲) = χ=(G۲) = m < χ∗
=(G۲) = m(n+ ۱) •

.χ(G۳) = m+ ۲ < χ=(G۳) = ۲(m+ ۱) < χ∗
=(G۳) = (m+ ۱)(۲n+ ۱) + ۱ •

٢Wang and Zhang



م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ�آم��ی��زی در م��وج��ود ن��ت��ای��ج .٢ ٩ف��ص��ل

آم��ده زی��ر در ک��ه ک��ردن��د ب��ی��ان رن��گ��ی ع��دد و م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ��ی ع��دد اخ��ت��لاف م��ورد در ح��دس��ی [۴۶] در ژان��گ و وان��گ

اس��ت.

.χ=(G)− χ(G) ≤
⌊
∆(G)

۲

⌋
،G گ��راف ه��ر ب��رای [۴۶] ۶.١.٢ ح��دس

م��ی�ش��ود. اخ��ت��ی��ار K۱,۲n+۱ گ��راف ت��وس��ط ب��الا ک��ران

درخ��ت�ه��ا ٢.٢

�ا ب� �د �وان� �ی�ت� م� ،T �ت درخ� �ک ی� �رد، �ی�ک� م� �ان �ی� ب� �ه ک� �ود ب� �ده آم� �ت �ه�دس� ب� �ر �ی� م� �ط �وس� ت� �ا �ت�ه� درخ� روی �ی �ل� اص� �ج �ای� �ت� ن�

گ��زارش��ی ط��ب��ق ب��ود. ه��م��راه اش��ک��الات��ی ب��ا و ن��اق��ص او اث��ب��ات ام��ا ش��ود. م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ�آم��ی��زی رن��گ،
⌈
∆(T )
۲

⌉
+ ۱

ی��ک ک��ه ک��رد ث��اب��ت او داد. ت��ع��م��ی��م را م��ی��ر ن��ت��ی��ج��ه و ی��اف��ت��ه اش��ک��الات آن ب��رای چ��اره�ای راه ای��گ��ل��ت��ون۴ ،[١٧] گ��ای٣ از

زی��ر �ه� �ی� ق��ض� .k ≥
⌈
∆(T )

۲

⌉
+ ۱ ک��ه زم��ان ه��ر ب��اش��د �ه �ت� داش� رن��گ k �ا ب� �ه �ان� �ف� �ن��ص� م� �ی��زی رن��گ�آم� �وان��د م��ی�ت� ،T درخ��ت

اس��ت. ش��ده ب��ی��ان گ��ای و ب��ال��وب��اش ت��وس��ط درخ��ت��ه��ا م��ورد در

�ا ی� |T | ≥ ۳∆(T ) − ۸ �ر گ� ا �ت اس� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ر �ذی� �گ�پ� ۳-رن� ،T �ت درخ� �ک ی� [٣] ١.٢.٢ ق��ض��ی��ه

.|T | = ۳∆(T )− ۱۰

و �ن چ� �ت. �رف� گ� �ر �ظ� ن� در T (X, Y ) �ی �ش� �خ� دوب� �راف گ� �ک ی� �وان �ن� ع� �ه ب� �وان �ی�ت� م� را ،T �ت درخ� �ر ه� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه�

ک��ردن��د. اث��ب��ات ب��اش��د، ی��ک ک��ث��ر ح��دا ب��خ��ش دو ان��دازه�ی اخ��ت��لاف ک��ه ح��ال��ت��ی در را زی��ر ق��ض��ی��ه�ی [٨] در ه��م��ک��اران

،||X| − |Y || ≤ ۱ �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� �د �اش� ب� �ی �ه� �دی� �اب� ن� درخ��ت ی��ک T = T (X, Y ) �د �ی� �ن� ک� ف��رض [٨] ٢.٢.٢ ق��ض��ی��ه

.χ=(T ) = χ∗
=(T ) = ۲ آن��گ��اه

آن��گ��اه ب��اش��د، ی��ک از ب��ی��ش��ت��ر ب��خ��ش دو ان��دازه�ی اخ��ت��لاف �ک��ه زم��ان��ی

�اه �گ� آن� ،||X| − |Y || > ۱ �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� �د �اش� ب� �ت درخ� �ک ی� T = T (X, Y ) �ر گ� ا [٨] ٣.٢.٢ ق��ض��ی��ه

اس��ت. T در درج��ه ک��س��ی��م��م م��ا از دل��خ��واه رأس ی��ک u ک��ه χ=(T ) = χ∗
=(T ) = max

{
۳,

⌈
(|T |+۱)

(αu(T )+۱)

⌉}
اس��ت. G گ��راف در u ش��ام��ل م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک ان��دازه� ب��زرگ��ت��ری��ن ده��ن��ده� ن��ش��ان ،αu(G) ک��ه ش��ود ت��وج��ه

ک��رد. اث��ب��ات را زی��ر ق��ض��ی��ه ج��ن��گ��ل�ه��ا ب��رای ی��ع��ن��ی ک��ل��ی�ت��ر ح��ال��ت در چ��ان��گ

،F �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ک ی� k ≥ ۳ و �ل �گ� �ن� ج� �ک ی� F �د �ی� �ن� ک� �رض ف� [۵] ۴.٢.٢ ق��ض��ی��ه

. αv(F ) ≥
⌊
|F |
k

⌋
،F از v رأس ه��ر ب��رای گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر

٣Guy
۴Eggleton
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�ری �ت� �ش� �ی� ب� �ای �لاش�ه� ت� �ه ب� �از �ی� ن� �ت، اس� �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ر �ذی� �گ�پ� ۲-رن� ،F �ل �گ� �ن� ج� �ک ی� �ه �ک� �ن� ای� �ردن ک� �ص �خ� �ش� م�

�ه ک� �ت اس� �ه �ف� �ؤل� م� r �ل �ام� ش� �ل �گ� �ن� ج� �ک ی� ،F �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ت، �ی� �ل� ک� از �ن �ت� �اس� ک� �دون ب� دارد. �ا �ت�ه� درخ� �ه ب� �ت �ب� �س� ن�

�ه �وری�ک� �ه�ط� ب� B و A �ش �خ� ب� دو �ه ب� {۱, ۲, ..., r} �ردن ک� �راز اف� �ا ب� �ت. اس� Yi و Xi �ش �خ� ب� دو �ل �ام� ش� �ه �ف� �ؤل� م� �ر ه�

م��ی�رس��ی��م. F از م��ن��ص��ف��ان��ه ۲-رن��گ�آم��ی��زی ی��ک ب��ه ،
∑

i∈A |Xi|+
∑

j∈B |Yj| =
⌊
|F |
۲

⌋

ک��ن��س��ر گ��راف�ه��ای ٣.٢

آن �وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� �ه ک� �ت اس� �ی �راف� گ� ،KG(n, k) �ر۵ �س� �ن� ک� �راف گ� ،n ≥ ۲k �ه ک� k و n �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �رای ب�

�راک �ت� اش� �ر گ� ا �د �اورن� �ج� م� رأس دو و �ت اس� �وی �ض� ع� n �ه�ی �وع� �م� �ج� م� از �وی �ض� ع� k �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ه�ی �م� ه� �ل �ام� ش�

Ok �اد �م� ن� �ا ب� و �د �ن� �وی� �ی�گ� م� �رد ف� �راف گ� را KG(۲k + ۱, k) �ر �س� �ن� ک� �راف گ� �د. �اش� ب� �ی �ه� ت� �ان، �رش� �ی� �ظ� ن� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی�

م��ی�ده��ن��د. ن��ش��ان

�ا ب� �ت اس� �ر �راب� ب� �ه ک� �د ش� �ه �ب� �اس� �ح� م� �ش �اران� �ک� �م� وه� �ش۶ اردی� �ط �وس� ت� �ر �س� �ن� ک� �راف گ� �لال �ق� �ت� اس� �دد ع�

اس��ت. آم��ده ب��ه�دس��ت [٣٣] در ل��واز٧ ت��وس��ط ن��ی��ز ک��ن��س��ر گ��راف رن��گ��ی ع��دد .[١٣] α(KG(n, k)) ≤
(
n−۱
k−۱

)
.χ(KG(n, k)) = n− ۲k + ۲ ،n ≥ ۲k ک��ه k و n ط��ب��ی��ع��ی اع��داد ب��رای [٣٣] ١.٣.٢ ق��ض��ی��ه

از .χ(KG(n, ۱)) = χ=(KG(n, ۱)) = χ∗
=(KG(n, ۱)) = n �ن �رای� �اب� �ن� ب� ،KG(n, ۱) = Kn �ون چ�

ازای ب��ه ،KG(n, k) گ��راف ده��ن��د ن��ش��ان ک��ه ک��ردن��د س��ع��ی ه��ان��گ٨ و چ��ن .k ≥ ۲ ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض ب��ع��د ب��ه ای��ن

ش��دن��د. زی��ر ق��ض��ی��ه�ی اث��ب��ات ب��ه م��وف��ق آن��ه��ا و اس��ت م��ن��ص��ف��ان��ه m-رن��گ�پ��ذی��ر ،m ≥ n− k + ۱ ه��ر

.χ=(KG(n, k)) ≤ χ∗
=(KG(n, k)) ≤ n− k + ۱ [۶] ٢.٣.٢ ق��ض��ی��ه

�ه �ب� �اس� �ح� م� �گ �ان� ه� و �ن چ� �ط �وس� ت� χ(Ok) و χ=(KG(n,۳)) و χ=(KG(n, ۲)) �ق �ی� دق� �ر �ادی� �ق� م� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه�

ش��د.

آن��گ��اه .n ≥ ۵ ک��ن��ی��د ف��رض [۶] ٣.٣.٢ ق��ض��ی��ه

χ=(KG(n, ۲)) = χ∗
=(KG(n, ۲)) =

 n− ۲ n = ۶ ی��ا n = ۵ گ��ر ا

n− ۱ n ≥ ۷ گ��ر ا

۵Kneser graph
۶Erdös
٧Lovász
٨Chen and Huang
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آن��گ��اه .n ≥ ۷ ک��ن��ی��د ف��رض [۶] ۴.٣.٢ ق��ض��ی��ه

χ=(KG(n,۳)) = χ∗
=(KG(n,۳)) =


n− ۴ ۷ ≤ n ≤ ۱۳ گ��ر ا

n− ۳ ۱۴ ≤ n ≤ ۱۵ گ��ر ,ا

n− ۲ n ≥ ۱۶ گ��ر .ا

.χ(Ok) = χ=(Ok) = χ∗
=(Ok) = ۳ آن��گ��اه ،k ≥ ۱ گ��ر ا ،Ok ف��رد گ��راف ه��ر در [۶] ۵.٣.٢ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ش��ده پ��ی��ش��ن��ه��اد ه��ان��گ و چ��ن ت��وس��ط ن��ی��ز زی��ر ح��دس

.χ=(KG(n, k)) = χ∗
=(KG(n, k)) آن��گ��اه ،n > ۲k ≥ ۴ گ��ر ا [۶] ۶.٣.٢ ح��دس

�ط �وس� ت� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �م، �ردی� ک� �ان �ی� ب� �ش �خ� ب� �ن ای� در �ه ک� �ر �س� �ن� ک� �راف گ� �ورد م� در �ده آم� �ت �ه�دس� ب� �ج �ای� �ت� ن� �ه�ی �م� ه�

اس��ت. ش��ده ب��ی��ان م��س��ت��ق��ل ط��ور ب��ه [١۴] در ف��ی��دی��ت��ک٩وه��م��ک��اران

ب��ازه�ای گ��راف�ه��ای ۴.٢

�ود وج� �ق��ی �ی� �ق� ح� خ��ط روی �ا �ازه�ه� ب� از {Iv : v ∈ V (G)} �واده�ی �ان� خ� �ر، گ� ا اس��ت �ازه�ای ب� �راف گ� ،G(V,E) گ��راف

ب��س��ت��ه ب��ازه�ه��ای دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه .Iu ∩ Iv ̸= ∅ گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا م��ج��اورن��د رأس دو v و u ب��ه�ط��وری�ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه

�ن��اظ��ر �ت� م� ب��ازه�ه��ای �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و گ��ر ا م��ج��اورن��د رأس دو و �ن��د �ن� م��ی�ک� ب��ازی را رئ��وس ن��ق��ش �ق��ی �ی� �ق� ح� خ��ط روی �ن��اه��ی �ت� م�

ده��ن��ده�ی ن��ش��ان ع��ادی ط��ور ب��ه {Iv : v ∈ V (G)} خ��ان��واده��ی چ��ن��ی��ن ی��ک ب��اش��ن��د. داش��ت��ه اش��ت��راک ه��م ب��ا ک��دام ه��ر

اس��ت. G گ��راف از ب��ازه�ای ن��م��ای��ش ی��ک

اس��ت. درس��ت ب��ازه�ای گ��راف�ه��ای ب��رای E∆CC ک��ه دادن��د ن��ش��ان [٩] در ه��م��ک��اران��ش و چ��ن

(G)∆-رن��گ�پ��ذی��ر ،G آن��گ��اه ب��اش��د، ک��ام��ل گ��راف از �ی��ر غ� �ن��د �ب� �م� ه� ب��ازه�ای گ��راف ی��ک G گ��ر ا [٩] ١.۴.٢ ق��ض��ی��ه

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه

ک��ه دادن��د ن��ش��ان آن��ان ه��م��چ��ن��ی��ن

.χ=(G) = χ∗
=(G) آن��گ��اه ب��اش��د، ب��ازه�ای گ��راف ی��ک G گ��ر ا [٩] ٢.۴.٢ ق��ض��ی��ه

٩Fidytek
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ک��م ت��ب��اه��ن��دگ��ی ب��ا گ��راف�ه��ای ۵.٢

H در d �ر �ث� ک� �دا ح� �ه�ی درج� از رأس �ک ی� �ل �ام� ش� G از H �راف �رگ� زی� �ر ه� �ر گ� ا �ت اس� �ده �ی� �اه� �ب� d-ت� ،G �راف گ� �ک ی�

�ای �راف�ه� گ� �ده، �ی� �اه� �ب� ۱-ت� �ای �راف�ه� گ� �ا، �ل�ه� �گ� �ن� ج� �ده، �ی� �اه� �ب� ۰-ت� �راف گ� ی��ک �ال ی� �دون ب� �راف گ� �ه ک� اس��ت �ح واض� �د. �اش� ب�

ه��س��ت��ن��د. ۵-ت��ب��اه��ی��ده م��س��ط��ح، گ��راف�ه��ای و ۲-ت��ب��اه��ی��ده ب��ی��رون��ی، م��س��ط��ح

d-ت��ب��اه��ی��ده گ��راف م��ن��ص��ف��ان��ه رن��گ��ی آس��ت��ان��ه ب��رای ک��ران��ی ک��ردن��د س��ع��ی ک��پ��راس��ی��س��ت١٠ ن��ا و ک��اس��ت��اچ��ک��ا ۲۰۰۳ س��ال در

∆ �ه درج� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ا ب� �ده �ی� �اه� �ب� d-ت� �راف گ� �ک ی� �ن ای� .G(d,∆) = Kd ∨ I∆−d+۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �د. �ن� �ن� ک� �دا �ی� پ�

�د. �ی�ده� م� �ل �ی� �ک� �ش� ت� را �وی �ض� ع� ت��ک �ی �گ� رن� ک��لاس ی��ک Kd در رأس �ر ه� ،G(d,∆) از �زی �ی� �گ�آم� رن� �ر ه� در �ت. اس�

�اده �ف� �ت� اس� رن��گ d +
⌈
(∆−d+۱)

۲

⌉
=

⌈
(∆+d+۱)

۲

⌉
�داق��ل ح� ،G(d,∆) از �ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �زی �ی� �گ�آم� رن� �ر ه� در �ن �رای� �اب� �ن� ب�

گ��راف ه��ر م��ن��ص��ف��ان��ه�ی رن��گ�آم��ی��زی ب��رای رن��گ،
⌈
(∆+d+۱)

۲

⌉
ک��ه دادن��د ن��ش��ان ک��پ��راس��ی��س��ت ن��ا و ک��اس��ت��اچ��ک��ا م��ی�ش��ود.

اس��ت. ک��اف��ی ب��اش��د، ب��زرگ ∆
d
ک��ه ،∆ درج��ه ک��س��ی��م��م م��ا ب��ا d-ت��ب��اه��ی��ده،

∆ �ث��ر ک� ح��دا درج��ه�ی �م��م �ی� ک��س� �ا م� �ا ب� �ی��ده �اه� �ب� d-ت� گ��راف ی��ک G و ۲ ≤ d ≤ ∆
۲۷ �ی��د �ن� ک� ف��رض [٢۵] ١.۵.٢ ق��ض��ی��ه

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر ،G آن��گ��اه ،k ≥ (∆+d+۱)
۲ گ��ر ا اس��ت.

�ر گ� ا �د. �اش� ب� ∆ �ر �ث� ک� �دا ح� ،G �ط��ح �س� م� �راف گ� �ه�ی درج� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� و ∆ ≥ ۱۳۵ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� [٢۵] ٢.۵.٢ ن��ت��ی��ج��ه

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر ،G آن��گ��اه ،k ≥ ∆
۲ + ۳

م��ی�آی��د. ب��ه�دس��ت زی��ر ن��ت��ی��ج��ه ∆ = ۲k − ۱− d ازای ب��ه ١.۵.٢ ق��ض��ی��ه در

�م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ا ب� �ده �ی� �اه� �ب� d-ت� �راف گ� �ر ه� �اه �گ� آن� ،k ≥ ۱۴d + ۱ �ر گ� ا .d ≥ ۲ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� [٢۵] ٣.۵.٢ ن��ت��ی��ج��ه

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر ،k ک��ث��ر ح��دا درج��ه�ی

اس��ت. ش��ده م��ط��رح [٢۵] م��ق��ال��ه�ی در زی��ر ح��دس ه��م��چ��ن��ی��ن

∆ �ث��ر ک� ح��دا درج��ه�ی �ی��م��م ک��س� م��ا ب��ا �ی��ده �ب��اه� d-ت� گ��راف ی��ک G و ۲ ≤ d ≤ ∆ �ی��د �ن� ک� ف��رض [٢۵] ۴.۵.٢ ح��دس

. اس��ت م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر ،G آن��گ��اه ،k ≥ (∆+d+۱)
۲ گ��ر ا ب��اش��د.

.Ad(G) = ۲|E(G)|
|G| �ا ب� اس��ت �ر �راب� ب� و م��ی�ش��ود داده ن��ش��ان Ad(G) �اد �م� ن� �ا ب� ،G گ��راف ی��ک �ی��ن �گ� �ان� �ی� م� �ه درج�

�ی��ن �گ� �ان� �ی� م� �ه درج� آن �رگ��راف زی� �ر ه� �ه ک� اس��ت �راف��ی گ� �ه ب� �ه �ی� �ب� ش� �اً �ت� �ب� �س� ن� �ودی �ه� ش� �ح��اظ ل� از �م ک� �دگ��ی �ی� �اه� �ب� ت� �ا ب� �راف گ� ی��ک

دارد. ک��وچ��ک

�ه درج� �ه ک� �ی �ای� �راف�ه� گ� �رای ب� E∆CC �ه ک� �د �ردن� ک� �ات �ب� اث� [٢۶] در ۲۰۰۵ �ال س� در �ت �س� �ی� �راس� �پ� ک� �ا ن� و �ا �ک� �اچ� �ت� �اس� ک�

اس��ت. درس��ت آن، زی��رگ��راف�ه��ای روی م��ح��دودی��ت��ی ب��دون دارن��د ک��وچ��ک م��ی��ان��گ��ی��ن

١٠Kostochka and Nakprasit
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�ه�ی درج� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� و ۴۶ �ل �داق� ح� �ه�ی �ب� �رت� م� از �راف گ� �ک ی� G و ∆ ≥ ۴۶ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� [٢۶] ۵.۵.٢ ق��ض��ی��ه

�ه �ان� �ف� �ص� �ن� م� �ر �ذی� �گ�پ� ∆-رن� ،G �اه �گ� آن� �د، �اش� �ب� ن� G از �ی �راف� �رگ� زی� K∆+۱ و Ad(G) ≤ ∆
۵ �ر گ� ا �ت. اس� ∆ �ر �ث� ک� �دا ح�

اس��ت.

∆ �ه��ی درج� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ا ب� �ده �ی� �اه� �ب� d-ت� �ای �راف�ه� گ� �رای ب� E∆CC �ه ک� �د �ردن� ک� �ات �ب� اث� [٢۶] در �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ا �ه� آن�

. اس��ت درس��ت d ≤ ∆
۱۰ گ��ر ا

�ات �ب� اث� �ده �ی� �اه� �ب� d-ت� �راف�ه��ای گ� �رای ب� را �ری �گ� دی� �ج �ای� �ت� ن� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� [٢٧] در ۲۰۰۵ �ال س� در �اران �ک� �م� ه� و �ا �ک� �اچ� �ت� �اس� ک�

اس��ت. آم��ده زی��ر در ک��ه ک��ردن��د

و k ≥ ۱۶d �ه �ک� �ی �ان� زم� ،∆ �ر �ث� ک� �دا ح� �ه�ی درج� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ا ب� G �ده �ی� �اه� �ب� d-ت� �راف گ� �ر ه� [٢٧] ۶.۵.٢ ق��ض��ی��ه

. اس��ت م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر ،∆ ≤ |G|
۱۵

ک��ردن��د ث��اب��ت آن��ه��ا ،∆ روی م��ح��دودی��ت ب��رداش��ت��ن ب��ا

،k �ر ه� �رای ب� ،∆ �ر �ث� ک� �دا ح� �ه�ی درج� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ا ب� G �ده �ی� �اه� �ب� d-ت� �راف گ� �ر ه� [٢٧] ٧.۵.٢ ق��ض��ی��ه

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر ،k ≥ max
{
۶۲d,۳۱d |G|

(|G|−∆+۱)

}
،k ≥ ۶۲d �ر ه� �رای ب� ، |G|

۲ + ۱ �ر �ث� ک� �دا ح� �ه�ی درج� �م �م� �ی� �س� ک� �ا م� �ا ب� G �ده �ی� �اه� �ب� d-ت� �راف گ� �ر ه� [٢٧] ٨.۵.٢ ن��ت��ی��ج��ه

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر

اس��ت. آم��ده ب��ه�دس��ت ب��و١١ و ژو ت��وس��ط ۲۰۱۰ س��ال در ن��ی��ز زی��ر ن��ت��ای��ج

�راف گ� �ک ی� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� و t ≥ ۱ و k ≥ d + ۱ ≥ ۳ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� [۵٣] ٩.۵.٢ ق��ض��ی��ه

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه k-رن��گ�پ��ذی��ر ،G آن��گ��اه ،|E(G)| ≤ (k − ۱)t گ��ر ا اس��ت. kt م��رت��ب��ه از d-ت��ب��اه��ی��ده

�ر �ذی� �گ�پ� ۳-رن� ،G �اه �گ� آن� ،|E(G)| ≤ ۲
۳ |G| و �د �اش� ب� �ده �ی� �اه� �ب� ۲-ت� �راف گ� �ک ی� G �ر گ� ا [۵٣] ١٠.۵.٢ ن��ت��ی��ج��ه

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه

�ر �ذی� �گ�پ� ۴-رن� ،G �اه �گ� آن� ،|E(G)| ≤ ۳
۴ |G| و �د �اش� ب� �ده �ی� �اه� �ب� ۲-ت� �راف گ� �ک ی� G �ر گ� ا [۵٣] ١١.۵.٢ ن��ت��ی��ج��ه

اس��ت. م��ن��ص��ف��ان��ه

١١Zhu and Bu


