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ଘ م قد ৎ  
  ঙࢡඥرم

  و
م ৣز৯د ا ່  

م ජ ໑                      ی                     و ر عਚ ا ඵෂ 



تان  ی و دو ඟ ید  ی اســــا  م از ਝ و  ی د ود لازم   ୀ ید مــــام ر ଘ ଓฬ ا ن پایــــان  و৯ــــد ا ࢌ ೯د نا ف و  ون  بــــا  ণــــا  ণــــ ਗــــࣅ ਘــــ اਗــــ ໋ا ا ھ اৣــــ ऒــــ ৳ ଌــــ শــــ ـــ ੪ॸـ ਯࣨــــ
م ما ی  ඟ و दدرد ود৯د،  ࢋ  جا ඟ ا ه یار ن ر ସ୍ی భ  ا ৶ ا พࢁ ়یࢂ র ষ শ࣊ ا ଌ.  

سار مــــد خا ر ا نــــاب آ༚ی د قــــدر،  ඟ تاد  ଡ ا وز لاش د ق و  భ ی ــات  مــ ইــــاز ز ॐ ॐــــන প اণــــ ໋ا ॼــــ تــــ ــــ شای ਟــــ مــــا و ر ود ر  ଢمــــا ඟ جــــارب  اهࢂــــی  بــــا  ا ঘ࣒ا ऒــــ ৶ ໋ ূ
رم نان ر د پاس و ا ࢌ  ھا ود৯د  ࢋ  جا اا ا ංඖ ণ শ ষ৩ র   .শ࣊

ලون  قـــات روزا و رم  ذ پا  ଡما ھاد৯ـــد  ت  ن   ୀ ࢋ جا شاور ا تاد  ل ا ـــا  رازی  ب ی  عـــا وره  ر  م د ່ـــاز خـــا ఴࣣســـਮ  ا ণ صـــণ࣓േـــ ਵ৩ࣚـــ ज़ࢸـــ ૼـــ ষـــ শ࣊ ज़ـــ ৎ࣫ـــ ඵـــහ නـــ ग़ ઍ ৣ
م  و و৯د ୁرگ  شان ر از ೯د ৣا ا ا ऒا ী.  

ی از  ل ز৯ــد ජ ی  مــا  భ رم یــدو م ا ی  ی  ඟ و दــدرد ر ارشــاد  م د ی و خــا  ر  ی و د و ر  نــاب د ر  و ید ସ୍ و ୁر ਛاســا ਗ ਗــ ــउا ا ໑ا ৳ ঃ প ــ࣒ ا ়ــพࢁ නــ ਠــ නــ නৣــ ا ້ ਊॣــ  দــ
ند ؤید با ق و  তو ड़ ड़र.  

رم نان ر د ود ل ا  ؤ  ଓฬ ن پایان یدن ا مام ر شان ଘ భ ا ماଡ ا ھای    ن ی  تاد  ت ସ୍م ا ااز دو ا डمංඖ র ड़ ଌ ণ ণ৳ ী ࣓േص ঊ ൢف࢘ ਚع ॥. 



اكنون كه با لطف و عنايت خداوند اين پايان نامه به اتمام رسيد بر خود لازم مي دانـم                   
از كمك و همراهي اساتيد گرامي و دوستان عزيزي كـه در ايـن راه يـاريگر اينجانـب                   

  .بودند، تشكر و قدرداني نمايم
از زحمات بي دريـق و تـلاش دلـسوزانه اسـتاد گرانقـدر، جنـاب آقـاي دكتـر احمـد                      

ي كه با تجارب گرانمايه خود راهنما و راهگشاي اينجانب بودند نهايت سپاس             خاكسار
  .و امتنان را دارم

از خانم دكتر منصوره معاني شيرازي كه با تقبل استاد مـشاور اينجانـب بـر مـن منـت                    
  .نهادند صميمانه سپاسگذارم توفيقات روزافزون ايشان را از خداوند بزرگ خواهانم

اساتيد عزيز و بزرگوار جناب دكتر يوسفي و دكتر قرائتي و خانم دكتر ارشاد تـشكر                از  
  .و قدرداني مي كنم اميدوارم در تمامي مراحل زندگي موفق و مؤيد باشند

از دوست عزيزم استاد علي فلكين كه كمكهاي صميمانه ايشان در به اتمام رسيدن اين               
 .پايان نامه مؤثر بود كمال امتنان را دارم



  چكيده 
 پاك است هرگاه، آن مجموع يك عنصر خود توان و يك عنـصر يكـه باشـد و                   Rيك عنصر از حلقه   
ايـن مفهـوم بوسـيله       .  پاك اسـت هرگـاه هـر عنـصر آن پـاك باشـد              R از حلقه  Aيك زير مجموعه  

Nicholsonدر اين پايان نامـه كـه مبتنـي بـر مقالـه اي از      .  شد معرفيK. Samei   چـاپ شـده در 
Communications in Algebra 2004  در حلقـه    است چند نتيجه اساسي در باره عناصـر پـاك

)هـاي مرتـب، گلفانـد، كــاهش يافتـه و     )C X   ط هــم ارز شـر چنـدين  بـويژه   .نـشان داده مـي شــود
)توپولوژيكي و جبري براي پاك بودن حلقه )C Xارائه شده است .   
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  مقدمه
  

 پاك ناميده مي شود هرگاه مجموع يك عنصر يكه ويك عنصر خودتوان باشد              Rيك عنصر در حلقه   
  . پاك ناميده مي شود هرگاه همه عناصر آن پاك باشندRو يك زيرمجموعه از حلقه

  :يي از نتايج حاصله در مقاله   در اين پايان نامه، به توصيف نسبتاً خودكفا
Clean Elements in Commutative Reduced Rings 

  : چاپ شده درK. Sameiتوسط 
Communications In Algebra 2004 

  .مي پردازيم
   اين پايان نامه حاوي چهار فصل است كه در فصل نخست آن به ارائه تعريفها و قـضاياي جبـري و                     

در فصل دوم به تعريف عنصر و حلقه پاك پرداخته و عناصر پـاك             . توپولوژيكي مورد نياز مي پردازيم    
 باره حلقه   فصل سوم شامل مقدماتي در    . در حلقه هاي كاهش يافته مطالعه مورد بررسي قرار گرفته اند          

 در فصل چهارم به بررسي عناصر پاك در حلقـه           .هاي مرتب و بررسي عناصر پاك در اين حلقه است         
( )C X                          مي پردازيم و در ايـن بخـش چنـدين شناسـه جبـري و تـو پولـوژيكي بـراي پـاك بـودن 
)حلقه )C Xارائه مي شود  . 



 ٢

  
  
  
  )1(فصل 

  مباحث مقدماتي
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 است و از سه بخش تـشكيل         مقدماتي مورد نياز اين پايان نامه      قضاياي تعاريف و     شامل  فصل اين    
 تعاريف و مقـدمات      شامل بخش دوم . ه مي كنيم  ئ را ارا   بخش اول مقدمات توپولوژيكي    در. شده است 

)ه است و بخش سوم شامل معرفي حلقه توابع پيوستجبري مورد نياز )C Xاست  .  
    

   توپولوژي1-1
 را يـك پايـه بـراي        X از مجموعـه هـاي بـسته فـضاي توپولوژيـك           Bخانواده: تعريف) 1-1-1(

  . باشدB اشتراكي از اعضايXر مي نامند، هرگاه هر مجموعه بسته دXمجموعه هاي بسته در
  
 اسـت اگـر و      X فـضاي توپولوژيـك     يك پايه براي مجموعه هاي بسته      Bخانواده: قضيه) 1-1-2(

x و هر    X در Fتنها اگر براي هر مجموعه بسته      X F∈ Bβ، عنصري مانند   −  وجود داشته   ∋
Fباشد كه  β⊆ و x β∉.  

  :برهان
 يك پايه براي مجموعه هـاي       B باشد از آنجا كه    Xدر يك مجموعه بسته     Fفرض كنيد كه  ): لزوم(

i است، لذا    Xبسته در 
i I

F F
∈

} كه   ∩= }iF B⊆ .  اگرx X F∈ j ، آنگاه   − I∈  وجود دارد

jxكه  F∉. توجه كنيد كه بوضوح  . jF F⊆   
x آنگـاه طبـق فـرض بـراي هـر          ، باشـد  X يـك مجموعـه بـسته در       Fاگر  ): كفايت( X F∈ − ،

xF B∈وجــود دارد كــه xF F⊆و xx F∉ .در نتيجــهx
x X F

F F
∈ −

⊆ روشــن اســت كــه  . ∩

x
x X F

F F
∈ −

x در نتيجه و∩⊇
x X F

F F
∈ −

= ∩.,   

  
هاي اول  ايـدال ناسـبي از مجموعـه هـاي بـاز و بـسته در مجموعـه                در ادامه اين بخش با تعريف م           
  تبديل مي كنيم و به بررسـي خـواص توپولـوژيكي آن مـي              كن را به يك فضاي توپولوژي     آ ،Rحلقه

  .پردازيم
  
  :قرار مي دهيم.  يك زيرمجموعه آن باشدX يك حلقه و Rفرض كنيد كه  :تعريف) 1-1-3(

}I اول ايداليك Rاست ( ) { |Spec R I=  
}I ماكسيمال ايداليك Rاست ( ) { |Max R I=  



 ٤

( ) { ( ) | }V X P Spec R X P= ∈ ⊆  
}چنانچه }X a=) قرار مي دهيم) يك مجموعه تك عضوي باشد:  

( ) ( ) { ( ) | }V X V a P Spec R a P= = ∈ ∈  
Xبراي هر: لم) 1-1-3( R⊆داريم :  

( ) ( )
a X

V X V a
∈

= ∩   

  :برهان
   .استواضح 

  
  : باشد، آنگاهR حلقه ازXمجموعهتوسط زيرايدال توليد شده  Iاگر : قضيه) 1-1-4(

( ) ( )V I V X=  
  :برهان
ــون Xچ I⊆ ــس ) پ ) ( )V I V X⊆ . ــر )اگ )P V X∈ــاه X.، آنگ P⊆ . ــا Iام X= 

) ودرنتيجه )P V I∈و بنابراين ( ) ( )V I V X=.,  
  

)   حال با تعريف مجموعـه هـاي بـسته بـه صـورت             )V I       بـراي هـر ايـدال از R    يـك توپولـوژي 
)روي )Spec R برحسب مجموعه هاي بسته تعريف مي كنيم كه براي اين منظور قرار مي دهيم:  

  
  : باشد، قرار مي دهيمR يك ايدال از حلقهI فرض كنيد كه :قضيه) 1-1-5(

}I يك ايدالRاست { ( ) |F V I=  
  : در اينصورت داريم

1 (( ) ( )V V R Fφ = = ) و 1∋ ) ( )Spec R V F= ∈D.  
}اگر) 2 }i i IA   گاه باشد، آنR خانواده اي از ايدالهاي∋

( ) ( )i i
i I i I

V A V A F
∈ ∈

= ∈∩ ∪  

,براي ايدالهاي ) 3 , nI I1… از Rداريم :  

( ) ( )
n n

i i
i i

V I V I
= =

=
1 1
∪ ∩  

  :برهان



 ٥

  .بديهي است) 1
  
  
  
2 (  

( )i i
i I i I

P V A A P
∈ ∈

∈ ⇔ ⊆∪ ∪  

;iA P i I⇔ ⊆ ∀ ∈  
( );iP V A i I⇔ ∈ ∀ ∈  

( )i
i I

P V A
∈

⇔ ∈∩  

  , .است) 2(شبيه ) 3
  

قضيه قبل نشان مي دهد كه اصول موضوعه فضاهاي توپولوژي بـر حـسب زيرمجموعـه هـاي بـسته                    
  .از اين رو مي توان تعريف رير را داشت.  برقرار هستندFبراي

  
  : باشد، در اين صورتR يك ايدال از حلقهIد كه فرض كني: تعريف) 1-1-6(

}I يك ايدالRاست { ( ) |F V I=  
  .وسوم استسكي متوپولوژي زاري است كه به Rيك توپولوژي روي

  
X يـك حلقـه باشـد و         Rفرض كنيد   : تعريف) 1-1-7( R⊆     در اينـصورت مـتمم ( )V X در 

( )Spec R را با ( )U Xبه عبارت ديگر نشان مي دهيم   
( ) ( ) ( ) { ( ) | }U X Spec R V X P Spec R X P= − = ∈ ⊄  

}و اگر }X a=) قرار مي دهيم) يك مجموعه تك عضوي باشد:  
( ) ( ) ( ) ( )U X U a Spec R V a= = −   

  
Xبراي هر: لم) 1-1-8( R⊆داريم :  
1 (( ) ( )

a X
U X U a

∈

= ∪.   



 ٦

2 (( ) ( )U X U X=  
  :برهان
  . استواضح

  
  : در اينصورت، يك حلقه باشدRفرض كنيد : لم) 1-1-9(
  : داريمRاز حلقه b وaبراي هر دو عنصر) 1

( ) ( ) ( )U a U b U ab=∩و ( ) ( ) ( )V a V b V ab=∪  

aهربراي ) 2 R∈و n∈`د اريم :  
( ) ( )nV a V a=و ( ) ( )nU a U a=   

3 (( )a Nil R∈      اگر و تنها اگر ( ) ( )V a Spec R=   به طور معادل   يا( )a Nil R∈ ،     اگر و تنها 
) گرا )U a φ=.  

A باشند و R زيرمجموعه هايي ازB وAاگر) 4 B⊆آنگاه ، :  
( ) ( )U A U B⊆و ( ) ( )V B V A⊆ .  

  :برهان
   , .استواضح 

  
ــراي هــر زيرمجموعــه ) از S   ب )Spec Rــوژي ــووپ را توS توپول ژي زيرفــضايي القــا شــده از ل

( )Spec Rواهيم داشت در نظر مي گيريم و در اين راستا تعاريف زير را خ:  
  
) زيرمجموعه اي از   Sفرض كنيد كه  :تعريف) 1-1-10(  )Spec R         باشد در اين صورت قـرار مـي 

  :دهيم
( ) ( ) ( ) ( )S SV a V a S V I V I S= =∩ ∩  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M a V a Max R M I V I Max R= =∩ ∩   

  :در اينصورت.  باشدكضاي توپولوژي يك فXفرض كنيد كه: تعريف) 1-1-11(
−T را يك  Xكفضاي توپولوژي ) 1 D    هرگـاه بـراي هـر دو عـضو متمـايز           ، فـضا نـاميم ,x y X∈ 

x موجود باشد كه Uاي باز مانند   مجموعه  U∈و y U∉.  
−T را يكXكفضاي توپولوژي) 2 x هرگاه براي هر، فضا ناميم1 X∈مجموعه  { }xبسته باشد .  



 ٧

 ــ)3 ــضاي توپولوژي ــكXك ف −T را ي ــضا 2 ــدروف( ف ــضو    ) هاس ــر دوع ــراي ه ــاه ب ــاميم هرگ ن
x,متمـــايز y X∈مجموعـــه هـــاي بـــاز Uو Vموجـــود باشـــند كـــه x U∈و y V∈ 

Uو V φ=∩.  
 يك فـضاي هاسـدروف باشـد وبـراي هـر            X هرگاه ، را كاملاً منظم ناميم    Xكفضاي توپولوژي ) 4

x و هر  Fمجموعه بسته مانند     X F∈ : تـابع پيوسـته اي ماننـد       − [ , ]f X ⎯⎯→ 1D  موجـود
)باشد كه    )f x = D     و براي هر ،y F∈  ،( )f y ] روي  كه در آن توپولوژي    1= , ]1D  توپولوژي 

  .معمولي است
  .هم باز و هم بسته باشد هرگاه ،ناميم  را كلوپنXكيك زير مجموعه از فضاي توپولوژي) 5
 بـوده و داراي     T1 يـك فـضاي    X هرگاه   ، را يك فضاي صفر بعدي ناميم      Xكفضاي توپولوژي ) 6

  .  باشدXپايه اي متشكل از مجموعه هاي هم باز و هم بسته در
A ناميم هرگاهX را چگال درXك از فضاي توپولوژيAزيرمجموعه) 7 X=   
  .اي هاسدروف و كاملاً منظم است نشان دهنده يك فضXدر سرتاسر اين متن  
  

  .قضيه زير به لم چسب معروف است

 باشد و  ك يك فضاي توپولوژي   Xفرض كنيد كه  : قضيه) 1-1-12(
n

i
i

X U
=

=
1
 ها  iU كه در آن   ∪

f: وهـستند  X در) بـسته (زير مجموعه هـاي بـاز    X  تـابعي باشـد كـه بـراي هـر      \→⎯⎯
i n≤ ≤1 ،| if U آنگاهاست پيوسته ،fروي Xپيوسته است .  

  
  . استكاملاً منظم ،ر بعديفصهر فضاي هاسدروف  :لم) 1-1-13(

  :برهان
x باشـد و   X مجموعـه اي بـسته در      Fفرض كنيـد كـه     F∉   آنگـاه ، X F−      مجموعـه اي بـاز 

است، پس داراي پايه اي است كه عناصر آن مجموعه هاي هـم              صفر بعدي    X چون . است xشامل
وجـود دارد بـه    ) كه مجموعـه اي كلـوپن اسـت        (U پايه مانند   عضو بنابر اين يك  . باز و هم بسته اند    

xطوري كه  U X F∈ ⊆   :يم را چنين تعريف مي كنfحال تابع. −

( )
t U

f t
t X U
∈⎧

= ⎨ ∈ −⎩

1
D
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)از طرفــي . پيوســته اســت  fطبــق لــم چــسب واضــح اســت كــه      )f x ) و1= )f F = D 
Fزيرا X U⊆    ,. كاملاً منظم استXبنابر اين . −

  
  . مي پردازيمك چند مثال از فضاهاي توپولوژيارائهحال به 

  
 اسـت،   T1 زيرا هر فضاي گسسته بوضوح       .ضاي صفر بعدي است   ف يك   Xهر فضاي گسسته  : مثال 

}}و  }| }B x x X=   .است Xباز و هم بسته براي يك پايه از مجموعه هاي هم ∋
  . را فضاي بولي مي ناميمXفضاي فشرده، هاسدروف و صفر بعدي: تعريف) 1-1-14(
  

   چك-فشرده سازي استون
} يك فضاي كاملاً منظم و       Xفرض كنيد  }i i Jf  باشـدكه   Xدايه همه توابع حقيقي كراندار بـر       گر ∋

iبـه ازاي هـر    .  انديسگذاري شده است   Jبه وسيله مجموعه انديس    J∈         بـازه بـسته اي ماننـد iI 
)مي كنيم كه حاوي    انتخاب   Rدر )if X فـرض مـي   ،براي آنكه اين انتخاب بدون ابهام باشد     .  باشد 

]كنيم   nf ( ), ( )]i i iI Mi X Maxf X= حال نگاشت . باشد : i
i J

h X I
∈

را با ضـابطه   ∏→⎯⎯

( ) ( ( ))i i Jh x f x iچون.  تعريف مي كنيم   =∋
i J

I
∈
} كاملاً منظم است، گردايه    Xفشرده و  ∏ }if 

را   X فشرده اي از     . يك نشاننده است   h ، نقاط را از مجموعه هاي بسته جدا مي سازد پس           Xدر
  . نشان مي دهيمxβ چك مي ناميم و با- القا مي شود را فشرده استونhكه بوسيله
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  مقدمات جبري) 1-2(
  
 را پاك مي ناميم اگر آن عنصر مجموع يك خودتـوان و يـك               R يك عنصر حلقه   :تعريف) 1-2-1(

 پاك ناميده مي شود اگر هر عنـصر آن پـاك            R از حلقه  A زير مجموعه مانند   عنصر يكه باشد و يك    
  .باشد

  . يك ايدال آن باشدI يك حلقه وR فرض كنيد:تعريف) 1-2-2(
 موجـود باشـد بـه طـوري         n را پـوچ تـوان مـي نـاميم هرگـاه عـدد طبيعـي               R از حلقه  I ايدال )1
}كه }nI = D.  
  . عضو آن پوچ توان باشد را يك ايدال پوچ گوييم هرگاه هرR از حلقهI ايدال)2
I را خود توان ناميم هرگاهR از حلقهIايدال) 3 I=2.  
يـف مـي كنـيم و بـا          تعر R را اشـتراك همـه ايـدالهاي ماكزيمـال         Rراديكال جيكوبـسن حلقـه    ) 4

( )Jac Rيعني. نمايش مي دهيم :  
( ) ( )Jac R Max R= ∩  

) هرگاه، را نيمه اوليه ناميمRحلقه) 5 ) { }Jac R = D.  
  يش داده مي شود عبارتست از نماI كه باIراديكال) 6

}،nبه ازاي يك عدد طبيعي { | nI x R x I= ∈ ∈   
I هرگاه، نيمه اول گوييمR رادر حلقهIايدال) 7 I=.  
 وجود  R در   J هرگاه ايدال  ، ناميده مي شود   R، يك جمعوند مستقيم حلقه    R در حلقه  Iايدال) 8

Iداشته باشد به گونه اي كه J R⊕ I يعني .= J R+ ) و= )I J =∩ D .  
aعنصر  ) 9 R∈        را پوچ توان ناميم هرگاه عددي طبيعي مانند n   موجود باشد كه na = D مجوعه   و 

) را با Rوان عناصر پوچ ت )Nil Rنمايش مي دهيم .    
   
  :در اينصورت .ايدالي از آن باشد I يك حلقه و Rفرض كنيد :لم)1-2-3(
)درتنها عنصر خودتوان  )1 )Jac Rباشد، صفر مي .  
aاگر ) 2 R∈آنگاه ( )a Jac R∈براي هر  اگر و تنها اگرr R∈ ،ra−1وارون پذير باشد .  
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) آنگاه   ، باشد R ايدالي در    Iاگر) 3 )I Jac R⊆          اگر و تنها اگر هر عـضو از I+1    وارون پـذير 
  . باشد

  
  . مي دهدارائه نيمه اوليه را يقضيه زير روشي مناسب براي ساختن حلقه ها

  

، حلقه R براي هر حلقه   :قضيه)1-2-4(
( )

R
Jac R

)اوليه است و     نيمه    )Jac R     كـوچكترين ايـدال 

R    يعني اگر   .  با خاصيت فوق استI ايدالي از Rباشد به طوري كه R
I

 نيمـه اوليـه باشـد، آنگـاه     
( )Jac R I⊆.   

  :برهان

ــيم  ــرض كنـ )فـ ) ( )
( )

Ra Jac R Jac
Jac R

+ ــم   . ∋ ــق لـ ــذا طبـ ــر  ،)3-2-1(لـ ــه ازاي هـ  بـ

( ) ( )
( )

Rr Jac R Jac
Jac R

+ )عــضو،  ∋ ) ( )ra Jac R−  در1+
( )

R
Jac R

هرگــاه .  وارون دارد

( )b Jac R+پـــــــــس ، وارون آن باشـــــــــد ( )b rab Jac R− + در نتيجـــــــــه و  1∋
)عضو )b rab b rab− − + = −1 c لـذا    . وارون دارد  R در   1 R∈          وجـود دارد بـه طـوري كـه 

ــم  )داري )ra bc− =1 ــن  و  1 ــابر اي )بن )ra−1 در Rــس .ون دارد وار ) پ )a Jac R∈ ــذا  و ل

( ) ( )a Jac R Jac R+ ) يعني ،= )
( )

RJac
Jac R

   ,. عضو غير صفر ندارد

  لم زير را بدون اثبات مي آوريم
  
) داريم   R در حلقه    :لم)1-2-5( ) ( )Nil R Spec R= ) و ∩ )Nil R       يك ايدال نيمه اول اسـت 

  . استRكه مشمول در هر ايدال نيمه اول 
  
)  هرگاه، را كاهشي گوييمR حلقه:تعريف)1-2-6( ) { }Nil R = D.     يعنـي ايـدال صـفر نيمـه اول 

  .باشد
  

  . را نشان مي دهدRير شرايط معادلي براي كاهشي بودن حلقهقضيه ز
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  . شرايط زير معادلندR براي حلقه:قضيه)1-2-7(
1 (( ) { }Nil R = D ،يعني صفر ايدال نيمه اول است.  
  . استRايدال صفر، تنها ايدال پوچ توان ) 2
x تنها جواب معادله صفر) 3 =2 D در حلقه Rاست .  
}، ازR در حلقه J وIبراي هر دو ايدال ) 4 }IJ = Dه مي شود كه  نتيج{ }I J =∩ D.   
  .  اشتراكي از ايدالهاي اول استايدال صفر) 5
  
) آنگاه   ، حلقه اي كاهشي باشد    R اگر :قضيه)1-2-8(  )A Spec R⊆   در ( )Spec R    هـم بـاز و 

eدتوان هم بسته است اگر و تنها اگر عضو خو R∈ موجود باشد به طوري كه ( )V e A=.  
  :برهان
  :كفايت

) چنان باشد كه   eاگر عضو خودتوان   )A V e=   ،  آنگاه( )A U e= ز و هـم     هـم بـا    A پس    ، 1−
  .بسته است

  :لزوم
 وجود دارند به طوري كه      R از   J و I ايدالهاي    پس . هم باز و هم بسته باشد      Aفرض مي كنيم كه   

( ) ( )A V I U J= ) و لذا = ) ( )A U I V J′ =   : بنابر اين خواهيم داشت.=
( ) ( ) ( )U I U J U I Jφ φ= ⇒ =∩ ∩  

                                                     ( ) { }I J Nil R⇒ ⊆ =∩ D   
                                                                     { }I J⇒ =∩ D  

  يمهمچنين دار
( ) ( ) ( )V I V J V I J I J Rφ φ= ⇒ + = ⇒ + =∩  

eپــس عناصــر خودتــوان    I∈و e J′∈    موجودنــد بــه طــوري كــه e e ′=  و بنــابراين 1+
( )A V e=.,     

  
  .شي است هر حلقه نيمه اوليه كاه:لم)1-2-9(

  :برهان
)چون ) ( )Nil R Jac R⊆،پس حكم بديهي است .,  
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  . هرگاه هر عنصر آن خودتوان باشد، را يك حلقه بولي ناميمR حلقه:تعريف) 1-2-10(
  
  . باشد، شرايط زير معادلندRولي ايدالي از حلقه بI اگر:قضيه)1-2-11(
1 (Iماكزيمال است .  

2(R
I
≅ 2]  

aبراي هر ) 3 R∈ ،a I∈يا a I− ∈1.  
  :برهان

( )⇒1 R پس ، باشد R ايدال ماكزيمال    I فرض مي كنيم     2
I

R يك ميدان است واز طرفي       
I

 خود  

Rxحال فرض مـي كنـيم     .  بولي است  هيك حلق  I
I

+ x و ∋ I I+ x يعنـي     ، ≠ I∉ .   از اينكـه
( )x x I− x خــواهيم داشــت 1∋ I− ــذا 1∋ x و ل I I+ = ــراي هــر  (1+ xب R I∈ − (.

Rبنابراين ميدان
I

R  دو عضوي است پس
I
≅ 2].  

( )⇒2 R فرض مي كنيم كه      3
I
≅ a و   [2 R∈   پس ،a I I I+ = + =D    يـا a I I+ = +1 

aو بنابر اين I∈يا a I− ∈1.  
( ⇒3 I موجود باشد كه   R از   J فرض مي كنيم كه ايدال       1 J R⊂ aعـضو . ⊇ J I∈  را را   −

a  در اين صورت   ،انتخاب كنيد  I− a و در نتيجه   1∋ J− ) پس   .1∋ )a a J= + − ∈1  و بنـابر    1
Jاين  R= و در نتيجه Iماكسيمال است . ,   

  
) ايـدالهاي  فرض كنيد كه   :لم)1-2-12( )e1   و ( )e2   مـستقيم حلقـه       دو جمعونـد R     باشـند، آنگـاه 

): اشتراك و جمع اين دو ايدال جمعوند به ترتيب عبارتند از )e e1 ) و2 )e e e e+ −1 2 1 2.   
  :برهان

  :روشن است كه
( ) ( ) ( )e e e e I⊆1 2 1 2∩  

)حال فرض مي كنيم كه  ) ( )a e e∈ 1 x,عناصر لذا ∩2 y R∈وجود دارند كه :  
a e x e y= =1 2  



 ١٣

  بنابراين
( )a e x e x e e x e a e e y= = = = =2

1 1 1 1 1 1 2  
  در نتيجه

( ) ( ) ( )e e e e II⊆1 2 1 2∩  
)از روابط )Iو ( )IIكه خواهيم داشت   

( ) ( ) ( )e e e e=1 2 1 2∩  
)براي اثبات تساوي دوم فرض مي كنيم )I e e e e= + −1 2 1   : در اينصورت داريم2

( ) ( ) ( )e e e e e e e e e+ − = + − ∈ +1 2 1 2 1 2 1 1 21   
  :از اين رو خواهيم داشت

( ) ( ) ( ) ( )e e e e e e III+ − ⊆ +1 2 1 2 1 2   
  :از طرفي داريم كه

( )( )e e e e e e e e I− + − = − ∈2 1 2 1 2 1 1 21  
)اما   ) ( )e e e e e e e e= − − + −2 1 1 2 1 2 1 )پس   2 )e I⊆2     و به همين ترتيـب ( )e I⊆1    در نتيجـه 

  :خواهيم داشت كه
( ) ( ) ( ) ( )e e I e e e e IV+ ⊆ = + −1 2 1 2 1 2  

)از روابط  )III و ( )IV نتيجه مي شود كه :  
( ) ( ) ( )e e e e e e+ = + −1 2 1 2 1 2  

  , .اين ترتيب اثبات قضيه به پايان مي رسدبه 
  
) ايدال ،R در حلقهe براي هر عنصر خودتوان:لم)1-2-13( )eيك جمعوند مستقيم Rاست .  

  :برهان
)چون  ) ( )e e R+ − ) و1= ) ( ) { }e e− =1∩ D،پس حكم بديهي است . ,  

  
 ي ايـدالها  باشـند، آنگـاه  R حلقـه عناصـر خـود تـوان در    e2 وe1  فرض كنيد كه :نتيجه) 1-2-1(

( ) ( )e e+1 ) و 2 ) ( )e e1   . هستندR جمعوند∩2
  :برهان

  
( )e e e e e e= =2 2 2

1 2 1 1 1 2  


