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  دهيچك

ها لمدول هاي اول از رسته ي مدو آل هاي اول از رسته ي حلقه ها به زيرتعميم مفهوم ايده 

ايده ال هاي ط به مربومولفين مقالات در اين مبحث را تهييج كرد تا به تعميم روابط و قضاياي 

  در اين پايان نامه به بررسي بعضي از اين روابط و قضايا .ل به زير مدول هاي اول بپردازندوا

  .در سراسر اين پايان نامه حلقه ها جا به جايي و يكدار و مدول ها يكاني مي باشند. مي پردازيم

  :كلمات كليدي

مدول هاي آزاد، موضعي منه پروفر، دازير مدول هاي اول، راديكال يك زير مدول، دامنه ددكيند، 

  .سازي
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  پيشگفتار

به بعد شاخه اي از جبر بنام زير مدول هاي اول از رسته ي مدول ها ظهور  1980 سال از حدود

يكي از . دانشمندان زيادي در اين زمينه به پژوهش و تحقيق و ارائه مقالات پرداختند. پيدا كرد

مدول هاي اول ل گسترش چشمگير اين شاخه از جبر در حقيقت اين است كه مفهوم زير يدلا

تعميم ايده آل هاي اول است لذا پژوهشگران همواره سعي كردند قضاياي مربوط به ايده آل هاي 

اول را به زير مدول ها اول تعميم دهند يا با گذاشتن شرايطي بر روي مدول ها زمينه را براي 

  .برقراري اين قضايا فراهم سازند

يجي از زير مدول هاي اول و اوليه            به نتا ،نامه كه مشتمل بر سه فصل استپايان اين در 

رابطه با زير مدول هاي اول نيازمند مفاهيم اوليه در مباحث  در از آن جا كه بحث. پردازيممي 

حلقه، ايده آل، مدول و زير مدول است لذا فصل اول اين پايان نامه به اين مفاهيم و قضايا 

  .اختصاص دارد
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سپس شرايطي كه يك زير يك مدول آشنا مي شويم،  واوليه هاي اول در فصل دوم با زير مدول

 Rدر ادامه خواهيم ديد اگرچه يك حلقه ي غير صفر. مدول، اول شود را بررسي مي نمائيم

)همواره )Spec R ≠ )و ∅ )Max R ≠ اين  اما با ارائه مثال هايي خواهيم ديد رفتار مدول ها ∅

  .ي غير صفر خواهيم بود كه طيف غير تهي دارندگونه نيست پس به دنبال مدول ها

  صحيح، دامنه ي پروفر، ل بر روي آن تعريف شده به قلمرودر پايان همين فصل حلقه اي كه مدو

  .ر مدول را بر روي آن ها بررسي مي كنيمدامنه ي ددكيند تغيير داده و شرايط اول شدن يك زي

بين زير  1-1در فصل سوم زير مدول هاي اول يك مدول كسري را بررسي مي كنيم و تناظري

سپس . مي يابيم SMاول از مدول -Spو زير مدول هاي Mاول يك مدول -pمدول هاي

به Rدر ادامه با گرفتن. شرايطي را بررسي مي كنيم كه هسته ي يك همريختي غير صفر اول شود

در  Rهاييدان كسرنقش م Rقلمرو صحيح ميدان كسرهاي به عنوانKعنوان قلمرو صحيح و

بحث زير مدول هاي اول را به مدول  ،پيدا كردن زير مدول هاي اول را پيدا مي كنيم و در پايان

  .هاي آزاد و در نهايت به مدول هاي آزاد متناهي مولد خواهيم برد
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  فصل اول

  تعاريف و نماد گذاري

  :مقدمه

ي حلقه ه ماتي نظريمفاهيم و تعاريف مقد 1-1كه در بخش  دو بخش استر ين فصل مشتمل با

كه در اين بخش ذكر شده عموماً بر اساس  تعاريف و نمادهايي. مي گيردها مورد بررسي قرار 

  .مي باشد2و كتاب جبر توماس هانگر فورد1كتاب گام هايي در جبر تعويض پذير رودني شارپ

در مورد مدول ها، زير مدول ها و زير مدول هاي  آن به بيان مفاهيم، تعاريف و قضايا 2- 1بخش 

  .اول و اوليه مي پردازد

  

                                                 
Rodney Sharp1-  

2-Thomas Hunger Ford  
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  تعاريف و مفاهيم اوليه1-1

  1-1-1تعريف 

 Iشامل Pاشتراك تمام ايده آل هاي اول ،باشد Rيك ايده آل از حلقه ي Iگرا

Rradنماد . نمايش مي دهند Iگويند و با  ĤIليدهالاراديكرا I يا به اختصارrad I نماد

  .مي باشد Iديگري براي 

radتهي باشد آن گاه  Iي ايده آل هاي اول شاملهرگاه مجموعه  I R= است.  

  2-1-1ضيه ق

  باشد آن گاه    Rايده آلي در حلقه ي تعويض پذير Iهرگاه

  

ــه در آن  )كـــ )Spec Rــه ي ــه ي  مجموعـــ ــاي اول حلقـــ ــده آل هـــ ــه ي ايـــ وRهمـــ

( ) { ( ) }Var I P Spec R P I= ∈ ⊇   .مي باشد  

  14ሾ-2-1، لم ሿ14:اثبات

  3-1-1تعريف

{ }
( )( ) ,

,n

P Var I P Spec R P I
I r R r I n N P P

∈ ∈ ⊇
= ∈ ∈   ∃ ∈ = =I I



5 

  

)كه با ،Rاز حلقه ي راديكال پوچ )N R  نمايش داده مي شود عبارت است از اشتراك همه ي

  يعني Rايده آل هاي اول حلقه ي

( )
 ( ) 0 { , 0}n

P Spec R

N R a R n N a P
∈

= = ∈ ∃ ∈ = = I  

  4-1-1عريف ت

  است هرگاه ايده آل اوليهQباشد آن گاه Rيك ايده آل سره از حلقه ي Qفرض كنيم

b Q∈  يا:ab Q a Q∈ ⇒ ∈ ,a b R∀ ∈  

  5-1-1تعريف 

pعضو . صحيح باشد قلمروRفرض كنيم R∈  پذيرناعضو تحويلراR مي گوييم اگر  

0p) الف   .وارونپذير نباشدpو  ≠

pبه صورت  pهرگاه ) ب ab=  با,a b R∈  آن گاهنوشته شودa  ياb وارون پذيرويك عض

R باشد.  

  

  6-1-1تعريف 
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  است اگر) 1UFDبه اختصار( دامنه ي تجزيه ي يكتاR. صحيح باشد قلمروRفرض كنيد

1را بتوان به صورت Rوارون ناپذيرهر عضو نا صفر ) الف 2 sp p pK 1كه در آن ،نوشتp،L،

sp پذير ازاعضوهايي تحويل نRهستند.  

s,هرگاه ) ب t   كه ،باشند Rعضوهايي تحويل نا پذير از 1p،L،sp،1q،L،tqو  �∋

1 2 1 2s tp p p q q q=K K  

sآن گاه t= 1و عضوهاي وارون پذيري چون,..., su u R∈ كه پس از شماره  ،وجود داشته باشند

iه  ها داشته باشيم كiqگذاري مجدد مناسب i ip u q=1به ازاي هر,...,i s=.  

  7-1-1تعريف 

pصحيح و قلمروRفرض كنيد R∈ باشد.pعضو اولRاگر ،استp  عضو ناصفر و وارون

a,باشد كه هرگاه Rناپذيري از b R∈وp ab آن گاهp a ياp b  .  

هر عضو  UFDصحيح تحويل ناپذير است و در هر قلمرويادآوري مي كنيم كه هر عضو اول 

  .تحويل ناپذير اول است

  8-1-1تعريف 

                                                 
Unique factorization domain1- 
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مي رابطه ي ترتيب جزئييك  ∑را روي  ≥يك مجموعه نا تهي باشد، رابطه  ∑فرض كنيم 

در نظر مي  ≥را با رابطه ي ترتيب جزئي  ∑. ناميم هرگاه انعكاسي و متعدي و پاد متقارن باشد

 ∑مي ناميم هرگاه به ازاي هر عضو از  ∑عضو ماكسيمالرا aمثل  ∑عضوي از . گيريم

a، اگر  cمثل  c≤  آن گاهc a=  .مثل ∑عضوي ازd  ي زير مجموعه ي نا تهي كران بالارا

Λ  مي ناميم هر گاه به ازاي هر عضو از  ∑ازΛ مثلb  ،b d≤ .  

و  1bمثل  Λمي ناميم هرگاه به ازاي هر دو عضو از  1زنجيررا  ∑از  Λزير مجموعه اي مثل 

2b  1همواره داشته باشيم 2b b≤  2يا 1b b≤ .  

  9-1-1تعريف 

رابطه ي هم ارزي  ،باشد Rزير مجموعه ي بسته ضربي از حلقه ي تعويض پذير Sفرض كنيم

Rرا روي  � S× به صورت زير تعريف مي كنيم  

( ) 0u ta sb− =;( , ) ( , )a s b t u S⇔ ∃  ∈�;( , ), ( , )a s b t R S∀ ∈ ×  

1Sمجموعه هاي رده هاي هم ارزي را با  R−  يحلقه ي كسرهانمايش مي دهيم و آن راR مي

  تحت عمل هاي  ଵܴିܵ.ناميم

a b at bs
s t st

+
+ aو        = b ab

s t st
=  

                                                 
Chain1-  
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0كه عضو صفر آن ،حلقه ي تعويض پذير است 
1

1و هماني ضربي آن  
1

  .است 

f:1يك هم ريختي حلقه اي چون  R S R−→ كه به ازاي هر  ، وجود داردr R∈  ،( )
1
rf r = 

ميـدان بـه   در حلقـه ي كسـرها غالبـاً    .اين همريختي را همريختي حلقه اي طبيعي مي ناميم. است

رابدست مي آوريم و ممكن است اين Rبلكه در حالت كلي حلقه ي كسرهاي ، دست نمي آوريم

  .حلقه مقسوم عليه هاي صفري داشته باشند كه خود صفر نيستند

  .ديگر آن كه همريختي طبيعي حلقه اي لزوماً يك به يك نيست

 Rيك ايده آل اول از حلقه ي Pبه دست مي آيد كه يك حالت خاص از حلقه ي كسرها زماني

R\يعني  RازPرا متمم Sباشد و زير مجموعه ي بسته ضربي P حلقه ي . در نظرمي گيريم

1Sكسرها يعني  R−  است كه با .) تنها يك ايده آل ماكسيمال دارد(حلقه اي شبه موضعيPR 

1كه به اين كار موضعي سازي ، نمايش داده مي شود R درP يندمي گو.  

PR  ،amايده آل ماكسيمال حلقه ي موضعي  a p
s

⎧ ⎫
= ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
  .است 

ܵصحيح و قلمروRدر حالت خاص اگر ൌ ܴ ך 0ோ  در نظر بگيريم  

0s
⎫

≠ ⎬
⎭

, ,s
aR a s R
s

⎧
= ∈⎨

⎩
  

                                                 
Localization1- 
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  .گوييم Rصحيح قلمروكه به آن ميدان كسرهاي ده يك ميدان بو

  10-1-1تعريف 

)را  Rمجموعه ي همه ي مقسوم عليه هاي صفر از حلقه ي )Zd R گوييم يعني  

( ) { 0 , 0}Zd R a R b R ab= ∈ ∃ ≠ ∈   =  

ሺܴሻܼ݀اگر ൌ   .صحيح است لمروقRآن گاه0

  11-1-1تعريف 

  عبارت است از Rيا بعد از حلقه ي بعد كرول

dim .dim( ) { ( ) ( )}R K R Sup ht p P Spec R= = ∈  

)كه در آن  )ht p عبارت است از  

0( ) { ( ), 0 }n iht p Max n P P P P Spec R i n= = ⊃ ⊃  ;  ∈   ≤ ≤K  

dimباشد قرار مي دهيم Mحلقه ي شبه موضعي با ايده آل ماكسيمال Rرو اگ ( )R ht M=.  

  12-1-1قضيه
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)و R،UFDفرض كنيد )P Spec R∈باشد آنگاه( ) 1ht P Pاگراگر و تنها = Rp= كه در آن

p تحويل ناپذيري ازعضوRاست.  

 ሾ  21.14،تمرينሿ29:اثبات

 تعاريف مربوط به مدول ها و زير مدول ها 1-2

  1-2-1تعريف 

  .برداري استيك فضاي ن، يكاني روي ميدامدول -Rهر 

  2- 2-1تذكر 

پس هر حلقه ي بخشي يك ميدان است  ،تعويض پذير است Rحلقه ي ،چون در اين پايان نامه

  .، يك فضاي برداري استRيكاني روي يك حلقه ي بخشيمدول -Rبنابراين هر 

  3-2-1تعريف 

)خانواده اي چون  Mيپايه . باشد مدول -Rيك  Mفرض كنيد )eλ λ∈Λ از عضوهايM 

  است كه

1 ({ : }eλ λ ∈ Λ مدولMرا توليد كند.  
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mهر ) 2 M∈  به طور يكتا به صورتm r eλ λλ∈Λ= كه در آن به ازاي  ،قابل نمايش باشد ∑

λهر  ∈Λ  ،r Rλ   .ها نا صفرند rλو تنها تعدادي متناهي از  ∋

R- مدولM اگر پايه داشته باشد ، را آزاد مي گوييم.  

Rصفر، مدول -R. است 1Rآزاد با پايه اي متشكل از عضو  مدول -Rخودش  Rبه عنوان مثال

  .آزاد با پايه اي تهي است مدول -

همانطور كه در نظريه ي فضاهاي برداري مي توان با استفاده از پايه ها، نگاشت هاي 4-2-1كرتذ

از حلقه ي  Fخطي بينفضاهاي برداري را به سهولت توصيف كردبا استفاده از پايه ي مدول آزاد

R، نيز مي توانR- همريختي هايي ازFبهR- ها را به سهولت توصيف كرد مدول.  

  5-2-1تعريف 

)باشد داريم Mزير مدول Nومدول -Rيك  Mفرض كنيم : ) { }N M r R rM N= ∈ ⊆  

)كه  : )N M يك ايده آل از حلقه يRاست.  

)چنين داريمهم ) (0: ) { 0}RAnn M M r R rM= = ∈ 1زپوچ ساكه آن را = Mمي ناميم.  

)همواره تساوي مقابل برقرار است : ) (0 : ) ( )M MN M Ann
N N

= =  
                                                 

1-Annihilator  
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ൌ ൜ݎ א ܴ

( : )N M= { }r R rM N= ∈ ⊆}m M∀ ∈;{r R rm N= ∈ ∈  

  6-2-1تعريف 

)باشد و مدول -Rيك  Mاگر ) 0RAnn M   .گوييم 1وفادار مدول - Rرا  Mآن گاه =

  7-2-1تعريف 

  گوييم هرگاه اول زيرمدول را MازNزير مدول سره. باشد مدول -Rيك  Mفرض مي كنيم

( : )r N M∈  يا,r R m M rm N m N∀ ∈   ∈   ; ∈ ⇒ ∈  

  8-2-1تعريف 

)را كه با Mمجموعه ي زير مدول هاي اول )Spec M  مدول 2طيفنمايش داده مي شودM 

  .مي ناميم

  9-2-1تعريف 

                                                 
Faithful1- 

Spectrum2- 
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)را با Mمجموعه ي زير مدول هاي ماكسيمال )Max M نمايش مي دهند .  

  10-2-1تعريف 

  باشد اگرMمدول - Rزير مدول سره از  Nفرض كنيم

( : )nr N M∈  يا,r R m M rm N m N∀ ∈   ∈   ; ∈ ⇒ ∈  

( : )r N M∈    ياm N⇒ ∈  

  .گويند Mي زير مدول اوليهرا  Nآن گاه

باشد آن گاه اشتراك  Mزير مدولي از Nو مدول - Rيك   Mفرض كنيم11- 2- 1تعريف

)گويند و آن را با Nراديكال -Rرا  Nشامل Mهاياولولمدزيرهمه )Mrad N  يا به اختصار

)با  )rad Nنمايش مي دهند.  

)وجود نداشته باشد آن گاه  Nاگر زير مدول اولي شامل )rad N M=قرار مي دهيم.  

  12-2-1تعريف 

(0)Mrad را راديكال اولM مي ناميم.  

  13-2-1تعريف 
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)گوييم اگر  راديكالزير مدول را  Mاز مدول Nزير مدول )Mrad N N= باشد.  

  14-2-1تعريف 

رابطه ي هم . باشد Rيك زير مجموعه ي بسته ي ضربي از Sومدول -Rيك  Mفرض كنيم

Mرا روي  �ارزي  S× به صورت زير تعريف مي كنيم:  

( , ) ( , ) ( ) 0m s m s t S t sm s m′ ′ ′ ′⇔ ∃ ∈  ;  − =�  

1Sرا با  مدول كسرها M−  ياSM نمايش مي دهيم كه,S
mM m M s S
s

⎧ ⎫
=  ∈   ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
  

rبا اعمال m rm
s s ss

=
′ ′

mو         m s m sm
s s ss

′ ′ ′+
+ =

′ ′
  .مدول است SRيك 

  15-2-1تعريف 

)آن گاه داريمد باشمدول -Rيك Mاگر ) { 0 , 0}RZd M r R m M rm= ∈ ∃  ≠ ∈   = .  

  16-2-1عريف ت

  داريم آن گاه ،مدول باشد-Rيك Mصحيح وقلمرو Rاگر

( ) { 0 , 0}T M m M r R rm= ∈ ∃ ≠ ∈   =  

  .مي گويند Mزير مدول تابياست كه به آن  Mزير مدولي از
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)اگر )T M M= آن گاهM است ول تابيدميك.  

)اگر ) 0T M   .است1مدول بي تابيك  Mآن گاه  =

  17-2-1تعريف 

ب تعداد كه در آن هر ايده آل را بتوان به صورت حاصل ضر ،صحيح باشد قلمرويك  Rاگر

  .گويند 2ددامنه ي ددكينرا  Rمتناهي ايده آل اول نوشت

  .اما عكس آن برقرار نيست ،بنابراين هر دامنه ي ايده آل اصلي يك دامنه ي ددكيند است

  18-2-1تعريف 

 I، مانند Rايده آل كسريهر . باشد Kصحيح با ميدان خارج قسمتي قلمرويك  Rفرض كنيم

aاست به طوري كه به ازاي عنصر نا صفري چون  Kنا صفر اززير مدول -Rيك   R∈  داشته

aIباشيم  R⊂.  

  

  19-2-1تعريف 

                                                 
Torsion –free1- 

  Dedekind domain2- 
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از Jاگر به ازاي ايده آل كسري چون ،است معكوس پذيرRصحيح قلمرواز  Iايده آل كسري

R  ،IJ R= باشد.  

ميدان  Kاگر ،معكوس پذير است Rصحيح قلمروهر ايده آل اصلي نا صفر در 20-2-1مثال

  Rخارج قسمتي

)بوده و  )I b=  0كه در آنb Jفرض مي كنيم .  ≠ Rc K= 1Rcكه در آن   ⊃ 
b

در اين  =

IJاست به طوري كه  Rايده آل كسري Jصورت R=است. 

    21-2-1قضيه 

معكوس پذير و ماكسيمال  Rصفرآن گاه هر ايده آل اول نا ،يك دامنه ي ددكيند باشد Rهرگاه

  .است

  8ሾفصل  5- 6، قضيه ي ሿ17 :اثبات

صحيح باشدكه در آن هر ايده آل با توليد متناهي معكوس پذير  قلمرويك  Rاگر22- 2- 1تعريف

  .است 1دامنه ي پروفريك Rباشد آن گاه

  23-2-1قضيه 

                                                 
Prufer Domain1-  
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 Mتاببا توليد متناهي و بي مدول - R، پروفر است اگر و تنها اگر هر Rيك قلمرو صحيح

  .تصويري باشد

  32ሾ. 4قضيه -ሿ27 :اثبات

  24- 2- 1نتيجه 

  .كه هر ايده آل اول ناصفر آن ماكسيمال باشد ،است نوتري پروفر، دامنه ي هر دامنه ي ددكيند

  25-2-1تعريف 

بنابراين،باشد Mاشتراكي از زير مدول هاي اول Sگوينداگر 1نيمه اولرا Mاز Sزير مدول

( )Mrad S S=است.  

  26-2-1تعريف 

نام دارد هرگاه  2بدون مجذورRاز rتجزيه ي يكتا باشد؛ يك عنصر غير صفر دامنه ييك  Rاگر

ݎجود نداشته باشد به طوري كهوpعدد اول ൌ ݏدر آن كهݏଶ݌ א   .است ܴ

  

                                                 
Semiprime2- 

Square – free2- 


