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٩١ Abstract



مقدمه

از اطلاعات ارسال آن از هدف که است مخابرات پرکاربرد شاخه�های از ͬͺی کانال، کدگذاری نظریه
پایه�گذار مͬ�توان را شانون١ مͬ�باشد. گیرنده به اغتشاش، دارای ͬͺفیزی کانال ͷی طریق از فرستنده
نرخ با خطا کننده تصحیح کدهای نمود ثابت ١٩۴٨ سال در اساسͬ مقاله�ای در که دانست نظریه این
کدگشایͬ خطای احتمال دارای کانال، روی بر ارسال از پس که دارند وجود کانال ظرفیت از کمتر ارسال
بر او اثبات روند و کرد اثبات وجودی به�صورت را مطلب این شانون .[١۵] مͬ�باشند صفر به ͷنزدی
که بود آن از پس نمͬ�کرد. مشخص مطلوب کد معرفͬ جهت را خاصͬ روش و بوده احتمال نظریه پایه
، BCH کدهای نظیر معروفͬ کدهای و گردید آغاز مطلوب کدهای به رسیدن برای زیادی تلاش�های

شدند. مطرح LDPC یا خلوت کدهای و رید-سولومن٢
سال در ۴ تنر سپس .[٩ ،٨] شدند مطرح ١٩۶٠ سال در گالاگر٣ توسط بار اولین خلوت کدهای
محققان، ١٩٩٠ سال در کرد. ارائه را ͬͺگرافی نظر نقطه از خلوت کدهای از جدید بیان ͷی ،١٩٨١

روی کدها این کردند. شروع تͺراری کدگشایͬ و گراف�ها روی کدهای زمینه در را خود تحقیقات
.[١۵] هستند شانون نرخ به ͷنزدی بسیار کارآیͬ دارای داده ذخیره و انتقال کانال�های

ماتریس و پایه ماتریس مͺان، بردار مفهوم و گرفته نظر در را F (q) متناهͬ میدان پایان�نامه این در
-q و دودوئͬ شبه�دوری خلوت کدهای ساخت برای کلͬ روش ͷی سپس مͬ�کنیم. معرفͬ را پراکنده
ارائه آن، با متناظر پراکنده ماتریس� با F (q) روی پایه ماتریس از عضوهایͬ جایͽذاری از استفاده با تایͬ
زیرگروه�های و دوری زیرگروه�های از استفاده با پایه ماتریس�های ساخت برای روش�هایͬ ادامه در مͬ�دهیم.

مͬ�شود. معرفͬ تفاضلͬ ,v)-مجموعه�های k,١) و متناهͬ میدان�های از جمعͬ
,v)-مجموعه�های k,١) از استفاده با q-تایͬ و دودویͬ خلوتشبه�دوری کدهای برای روشساخت سه
یا q ≥ ٢dk ،v = q − ١ شرایط تحت (d١ < d٢ < · · · < dk آن در (که D = {d١, d٢, . . . , dk} تفاضلͬ
کمر که کدهایͬ یعنͬ ،۴ به�طول دور فاقد منظم کدهای بعضͬ که به�طوری مͬ�شود، مطرح q ≥ ٢dk−١ �
مجموع کدگشای تحت کدها این به�ویژه مͬ�شود. تولید است، ۶ با برابر حداقل آن�ها با متناظر گراف
خود کدهای و دوری کدهای ساخت برای تفاضلͬ مجموعه�های مͬ�کنند. عمل خوبͬ به حاصل�ضرب

.[٢١ ،٢٠] مͬ�شوند استفاده نیز متعامد
1. Shannon
2. Reed-Solmon
3. Gallager
4. Tanner



مقدمه۵

خلاصه: به�طور پایان�نامه این در
مراجع از برگرفته که مͬ�کنیم، بیان را آتͬ فصول برای نیاز مورد اولیه تعاریف و مقدمات اول، فصل در

مͬ�باشند. [٢٩ ،٢٨ ،٢۶ ،٢۵ ،٢۴ ،٢٣]
مͬ�کنیم، بیان را شبه�دوری و دوری کدهای ادامه در و کرده معرفͬ را خطͬ کدهای ابتدا دوم، فصل در
مͬ�دهیم. توضیح را آن از مجموع-حاصل�ضرب کدگشای قاعده ͷی خلوت کدهای معرفͬ ضمن سپس

هستند. [٢٧ ،١۶ ،٩] از برگرفته فصل این مطالب
ͷی سپس مͬ�دهیم. توضیح را پایه ماتریس و پراکنده ماتریس� مͺان، بردار مفهوم ابتدا سوم، فصل در
روشͬ ادامه در مͬ�کنیم. معرفͬ را q-تایͬ و دودویͬ شبه�دوری خلوت کدهای برای کلͬ ساخت روش
معرفͬ را متناهͬ میدان�های از دوری زیرگروه�های و جمعͬ زیرگروه�های پایه بر پایه ماتریس ساخت برای

.[١٧] مͬ�کنیم
-(v, k,١) پایه بر q-تایͬ و دودویͬ شبه�دوری خلوت کدهای ساخت روش سه چهارم، فصل در
به�طوری مͬ�شود، مطرح q ≥ ٢dk−١ � یا q ≥ ٢dk ،v = q − ١ شرایط تحت تفاضلͬ، مجموعه�های
که مͬ�دهیم نشان شبیه�سازی نتایج از استفاده با پایان در .[۶] هستند ۴ طول به� دور فاقد کدها این که
مجموع-حاصل�ضرب عبور-پیام کدگشای الͽوریتم با AWGN کانال�های روی بر شده ساخته کدهای

مͬ�کنند. عمل به�خوبͬ تͺراری
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١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

فصل کلͬ اهداف
مͬ�پردازیم قضایایͬ و همنهشتͬ برداری، فضای متناهͬ، میدان حلقه، گروه، مفاهیم بیان به فصل این در
پرداخته ترکیبیاتͬ طرح�های برخͬ معرفͬ به ادامه در مͬ�کنیم. استفاده آن�ها از پایان�نامه آتͬ فصول در که
به لازم مͬ��دهیم. ارائه را ماتریس رتبه و چرخشͬ جایͽشتͬ ماتریس� گراف، از تعاریفͬ فصل پایان در و

مͬ�باشد. [٢٩ ،٢٨ ،٢۶ ،٢۵ ،٢۴ ،٢٣] از برگرفته فصل این مطالب که است ذکر



جبری٩ ساختارهای ١.١

جبری ساختارهای ١.١

دوتایͬ عمل ͷی را G به G × G از تابع ͷی باشد. ناتهͬ مجموعه�ای G کنید فرض .١.١.١ تعریف
گوییم. G روی

هرگاه: مͬ�نامیم، گروه ͷی ∗ دوتایͬ عمل همراه به را G ناتهͬ مجموعه .٢.١.١ تعریف

باشد. شرکت�پذیر ∗ عمل یعنͬ ،(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) ،a, b, c ∈ G هر ازای به (١

یا همانͬ عضو را e .a ∗ e = e ∗ a = a ،a ∈ G هر ازای به که باشد داشته وجود e ∈ G عضو (٢
گوییم. بͬ�اثر عضو

را a−١ .a ∗ a−١ = a−١ ∗ a = e که به�طوری باشد داشته وجود a−١ ∈ G عضو a ∈ G هر ازای به (٣
گوییم. a وارون

آبلͬ یا تعویض�پذیر G گروه گوییم ،a ∗ b = b ∗ a باشیم داشته a, b ∈ G هر ازای به اگر .٣.١.١ تعریف
است.

اعضای تعداد از است عبارت G مرتبه یعنͬ ،|G| آنͽاه باشد، متناهͬ گروه ͷی G اگر .۴.١.١ تعریف
.G

اگر: تنها و اگر است G زیرگروه ͷی G گروه از H زیرمجموعه .۵.١.١ تعریف

باشد؛ بسته G عمل تحت H (١

باشد؛ داشته تعلق H به G از e همانͬ عضو (٢

باشد. داشته تعلق نیز H به a−١ عضو H از a هر برای (٣

ضرب) (بنام “.” و جمع) (بنام “+” شرکت�پذیر عمل دو با همراه را R ناتهͬ مجموعه .۶.١.١ تعریف
هرگاه: مͬ�دهیم نمایش ،(R,+, .) علامت با و نامیده حلقه ͷی آن روی

نمایش ٠ علامت با را (R,+) بͬ�اثر عضو باشد. آبلͬ گروه ͷی جمع عمل همراه به (R,+) (١
مͬ�دهیم.

،a, b, c ∈ R هر برای یعنͬ باشند، برقرار توزیع�پذیری قوانین (٢
a.(b+ c) = (a.b) + (a.c), (b+ c).a = (b.a) + (c.a).

ازای به یعنͬ باشد، تعویض�پذیر R در ضرب عمل هرگاه گوییم، تعویض�پذیر را R حلقه .٧.١.١ تعریف
.a.b = b.a باشیم داشته a, b ∈ R هر

باشد. داشته ضربͬ همانͬ عضو هرگاه گوییم ی�ͷدار را R حلقه .٨.١.١ تعریف



پیش�نیازها١٠ و مقدمات .١

مͬ�باشد. حلقه ͷی از شناخته�شده مثال بهترین Z صحیح اعداد

شده تعریف اعمال با اگر مͬ�شود، نامیده R از حلقه زیر ͷی ،R حلقه از T زیرمجموعه� .٩.١.١ تعریف
باشد. حلقه ͷی خود ،R در

اگر: مͬ�شود، نامیده ایده�آل ͷی S آن�گاه ∅ ̸= S ⊆ R و باشد حلقه ͷی (R,+, .) اگر .١٠.١.١ تعریف

∀a∈S∀b∈S [a− b ∈ S] (١

∀a∈S∀b∈R[ab ∈ S ∧ ba ∈ S] (٢

مͬ�باشد. زیرحلقه ͷی (S,+, .) آن�گاه باشد، R در آل ایده ͷی S اگر که است روشن

ͷی تشͺیل ضرب عمل تحت آن ناصفر عناصر که است جابجایͬ حلقه�ای میدان .١١.١.١ تعریف
مͬ�دهند. گروه

تعداد این باشند. متناهͬ آن عناصر تعداد که میدانͬ از، است عبارت متناهͬ میدان ͷی تعریف١٢.١.١.
مͬ�نامند. میدان مرتبه را

است. شده ثابت فرانسوی) ریاضیدان ) ١ گالوا توسط متناهͬ میدان مورد در زیر اساسͬ قضیه

هر به�علاوه و دارد وجود عضو pn با میدانͬ n طبیعͬ عدد هر و p اول عدد هر ازای به .١٣.١.١ قضیه
یͺریخت�اند. عضو pn با میدان دو

شود. مراجعه ٢ · ٢ قضیه [٢۶] مرجع به برهان.

را عضوی q = pn فرد به منحصر میدان آن�گاه باشد، طبیعͬ عدد n و اول عدد p اگر .١۴.١.١ تعریف
مͬ�دهیم. نمایش Fq یا GF (q) با و نامیده گالوا میدان

n مثبت صحیح عدد کوچͺترین باشد. Fq میدان از ناصفر عنصر ͷی a کنید فرض .١۵.١.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده a مرتبه ،an = ١ که به�طوری

q − ١ با برابر a مرتبه هرگاه، نامند میدان اولیه عنصر را a ∈ Fq ناصفر عنصر ͷی .١۶.١.١ تعریف
هستند. aq−١ = ١ با aq−٢،. . . ،a،١ دقیقاً میدان ناصفر عناصر که به�طوری باشد،

متناهͬ میدان�های روی برداری فضاهای ٢.١

عناصر باشد. q مرتبه از متناهͬ میدان Fq و اول عدد ͷی از توانͬ q که مͬ�کنیم فرض .١.٢.١ تعریف
نمایش V (n, q) با را Fq بر مرتب n-تاییهای همه شامل ،Fn

q مجموعه شد. خواهند نامیده اسͺالرها Fq

مͬ�کنیم: تعریف V (n, q) بر عمل دو مͬ�نامیم. بردار را عناصرش و مͬ�دهیم

1. Galois



متناه١١ͬ میدان�های روی برداری فضاهای ٢.١

باشند، V (n, q) در بردار دو Y = (y١, y٢, . . . , yn) و X = (x١, x٢, . . . , xn) اگر بردارها: جمع (١)
آنͽاه

X + Y = (x١ + y١, x٢ + y٢, . . . , xn + yn)

اگر اسͺالر: ͷی در بردار ͷی ضرب (٢)

X = (x١, x٢, . . . , xn) ∈ V (n, q) و����� ����a ∈ Fq,

.aX = (ax١, ax٢, . . . , axn) آن�گاه

w و� ��،v ��،u هر برای هرگاه مͬ�دهد، تشͺیل Fq روی برداری یͷفضای بالا عمل دو با همراه ،V (n, q)

باشیم: داشته ،Fq در b و a هر برای و V (n, q) در

.u+ v ∈ V (n, q) (١)

.(u+ v) + w = u+ (v + w) (٢)

مͬ�کند. صدق u+٠ = ٠+u = u شرط در و است V (n, q) به متعلق ٠ = (٠,٠, . . . ,٠) صفر بردار (٣)

در هم�چنین ،−u = (−u١,−u٢, . . . ,−un) عنصر ،u = (u١, u٢, . . . , un) ∈ V (n, q) عنصر برای (۴)
مͬ�کند. صدق u+ (−u) = ٠ شرط

.u+ v = v + u (۵)
است) آبلͬ گروه ͷی جمع، عمل تحت ،V (n, q) که است معنͬ بدین (١)− (۴) (خواص

.av ∈ V (n, q) اسͺالر) ضرب تحت بودن (بسته (۶)

.a(u+ v) = au+ av ،(a+ b)u = au+ bu توزیع�پذیری) (قوانین (٧)

.(ab)u = a(bu) (٨)

است. Fq ضربͬ همانͬ ١ جائیͺه ،١u = u (٩)

و جمع تحت C اگر تنها و اگر است زیرفضا ͷی V (n, q) از C تهͬ غیر زیرمجموعه .٢.٢.١ قضیه
کند: صدق زیر شرط دو در C اگر تنها و اگر یعنͬ باشد، بسته V (n, q) اسͺالر ضرب

.x+ y ∈ C آنͽاه ،x, y ∈ C اگر (١

.ax ∈ C آنͽاه x ∈ C و a ∈ Fq اگر (٢

شود. مراجعه ١ · ۴ قضیه [٢٩] مرجع به برهان.

بردارهای از خطͬ ترکیب ͷی باشد. Fq روی برداری فضای ͷی V (n, q) کنید فرض .٣.٢.١ تعریف
،λ١, . . . , λr ∈ Fq که λ١v١+λ٢v٢+. . . , λrvr ∈ V (n, q) �شͺل به است برداری ،v١, v٢, . . . , vr ∈ V (n, q)

مͬ�باشند. اسͺالر



پیش�نیازها١٢ و مقدمات .١

وابسته V (n, q) از S زیرمجموعه ͷی باشد. Fq روی برداری فضای V (n, q) کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف
c١, c٢, . . . , cn مانند اسͺالرهایͬ و S در α١, α٢, . . . , αn مانند متمایز بردارهایͬ هرگاه مͬ�شود نامیده خطͬ

که به�طوری شود، یافت Fq در نباشند صفر ͬͽهم که

c١α١ + c٢α٢ + . . .+ cnαn = ٠.

دارد. نام خطͬ مستقل نباشد خطͬ وابستۀ که مجموعه�ای

این در باشد، n با برابر V بعد و باشد، متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی V کنیم فرض .۵.٢.١ گزاره
صورت

است. خطͬ وابستۀ باشد بردار n از بیش شامل که V زیرمجموعۀ هر (١

آورد. پدید را V نمͬ�تواند باشد داشته بردار n از کمتر که V از زیرمجموعه�ای هیچ (٢

شود. مراجعه ۶١ صفحه [٢٨] مرجع به برهان.

S از زیرمجموعه�ای این�صورت در باشد. V (n, q) برداری زیرفضای ͷی S کنید فرض .۶.٢.١ تعریف
را S در بردار هر اگر مͬ�شود نامیده S سازنده) مجموعه (یا مولد مجموعۀ ͷی {v١, v٢, ..., vr} مانند

کرد. بیان vr, v٢, . . . , v١ از خطͬ ترکیب ͷی به�صورت بتوان

مستقل مجموعه�ای ،V (n, q) برای پایه ͷی باشد. برداری فضای V (n, q) کنیم فرض .٧.٢.١ تعریف
متناهͬ بعد دارای V (n, q) فضای آورد. پدید را V (n, q) فضای که است V (n, q) بردارهای از خطͬ

باشد. داشته متناهͬ پایه ͷی هرگاه است

این�صورت در باشد. V (n, q) از S زیرفضای پایه ͷی {v١, v٢, . . . , vk} کنید فرض .٨.٢.١ قضیه

گردد. بیان پایه بردارهای از یͺتایͬ خطͬ ترکیب صورت به مͬ�تواند S بردار هر (١

است. بردار qk دقیقاً شامل S (٢

شود. مراجعه ٣ · ۴ قضیه [٢٩] مرجع به برهان.

مͬ�باشند، بردار k برابر تعداد دارای S برداری زیرفضای ͷی پایه دو هر که مͬ�شود نتیجه (٨.٢.١) قضیه از
مͬ�شود. داده نمایش dim(S) به�صورت و مͬ�شود نامیده S فضای بعد k عدد .|S| = qk جائیͺه

باشند: Fn
q در بردارهایͬ ،w = (w١, . . . , wn) و ،v = (v١, . . . , vn) کنید فرض .٩.٢.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت ،w و v داخلͬ ضرب (١)
< v,w >:= v١w١ + . . .+ vnwn ∈ Fq.

.v.w = ٠ هرگاه، گوییم متعامد را w و v بردار دو (٢)



همنهشت١٣ͬ ٣.١

تعریف زیر به�صورت و داده، نمایش S⊥ با S دوگان باشد، Fn
q از ناتهͬ مجموعه زیر ͷی S اگر (٣)

مͬ�شود:
S⊥ = {v ∈ Fn

q : v.s = ٠ ∀s ∈ S}.

.S⊥ = Fn
q مͬ�کنیم: تعریف این�صورت در ،S = ϕ گاه هر

این�صورت: در باشد، Fn
q مجموعه زیر ͷی S گاه هر .١٠.٢.١ قضیه

dim(S) + dim(S⊥) = n.

شود. مراجعه ١٣۴ صفحه [٢٨] مرجع به برهان.

همنهشتͬ ٣.١

ساده آن با صحیح اعداد بخش�پذیری مسائل از بسیاری که کرد معرفͬ را توجهͬ قابل نماد ١ گاوس
کرد. بنا را همنهشتͬ�ها نظریه�ی به�نام �اعداد نظریه�ی از جدیدی شاخه�ی کار این با وی مͬ�شوند.

هن به b همنهشت a گوئیم .m > ٠ و باشند صحیح اعدادی m و b ،a کنیم فرض .١.٣.١ تعریف
مͬ�نویسیم: و است m

a ≡ b (mod m), (١.١)

همنهشتͬ دیͽر، به�عبارت مͬ�شود. نامیده همنهشتͬ هن m عدد بشمارد. را a − b تفاضل m اگر
بخش�پذیری رابطه�ی معادل (١.١) رابطه�ی

m | (a− b)

تنها و اگر a ≡ b (mod m) بنابراین، .m | a اگر تنها و اگر a ≡ ٠ (mod m) خاص، حالت در است.
.a− b ≡ ٠ (mod m) اگر

و بعد قضیه�ی دو کرد. انتخاب تساوی علامت با تشابه�اش خاطر به را همنهشتͬ علامت گاوس
دارند. را تساوی�ها صوری خواص از بسیاری واقع در همنهشتͬ�ها که مͬ�دهند نشان

داریم: یعنͬ، است. هم�ارزی رابطه�ی ͷی همنهشتͬ .٢.٣.١ قضیه

(انعͺاسͬ)؛ a ≡ a (mod m) (١

(تقارن)؛ b ≡ a (mod m) که مͬ�کند ایجاب a ≡ b (mod m) (٢

(تعدی). a ≡ c (mod m) که مͬ�کنند ایجاب b ≡ c (mod m) و a ≡ b (mod m) (٣

شود. مراجعه ١ · ۵ قضیه [٢٣] مرجع به برهان.

1. Gauss


