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دانشگاه رعایتحقوق و اثر اصالت تعهدنامه�ي

از ناشی نوآوري�هاي و اختراعات ابتکارات، نتایج، بر مترتب معنوي و مادي حقوق تمامی
رعایت با اثر، این از مطلب نقل اردبیلیمی�باشد. محقق دانشگاه به متعلق پژوهش، این انجام
است. بلامانع دانشجو و راهنما استاد نام اردبیلی، محقق دانشگاه نام ذکر با و مربوطه مقررات

آنالیز گرایش محض ریاضی رشته�ي ارشد کارشناسی مقطع دانش�آموخته حاجی�زاده فاطمه اینجانب
93/06/15 تاریخ در که 9122403202 دانشجویی شماره�ي به اردبیلی محقق دانشگاه ریاضی علوم دانشکده�ي
- نیم عملگرهاي مرتب ضعیف فشردگی مشخصه�هاي ”مطالعه�ي عنوان تحت خود تحصیلی پایان�نامه�ي از

که: می�شوم متعهد نموده�ام، دفاع ” فشرده
سایر در پژوهشی فعالیت هرگونه عنوان به یا تحصیلی مدرك هیچ�گونه دریافت براي قبلاً را پایان�نامه این (1

ننموده�ام. ارائه کشور از خارج و داخل پژوهشی و آموزشی مؤسسات و دانشگاه�ها
می�گیرم. عهده بر را خود تحصیلی پایان�نامه�ي مندرجات تمامی سقم و صحّت مسئولیت (2

می�باشد. اینجانب توسط شده انجام پژوهش حاصل پایان�نامه، این (3
مربوطه مقرّرات و ضوابط مطابق نموده�ام، استفاده دیگران پژوهشی و علمی دستاوردهاي از که مواردي در (4
و منابع فهرست و متن در را آن مشخصات سایر و استفاده مورد منبع نام علمی، امانتداري اصل رعایت با و

نموده�ام. ذکر مآخذ
و اختراع ثبت کتاب، نشر از اعم بهره�برداري گونه هر یا استفاده قصد تحصیل، از فراغت از بعد چنانچه (5
مجوزهاي اردبیلی، محقق دانشگاه فنّاوري و پژوهشی معاونت حوزه�ي از باشم، داشته را پایان�نامه این از ...

نمایم. اخذ را لازم
و گردهمایی�ها سمینارها، کنفرانس�ها، همایش�ها، در پایان�نامه این از مستخرج مقاله�ي ارائه�ي صورت در (6
ذکر مشاور) و راهنما اساتید و (دانشجو نویسندگان نام کنار در را اردبیلی محقق دانشگاه نام مجلات، انواع

نمایم.
مدرك ابطال (منجمله آن از ناشی عواقب شود، ثابت فوق موارد خلاف زمانی، مقطع هر در چنانچه (7
با می�دانم مجاز را اردبیلی محقق دانشگاه و می�پذیرم را (... و دانشگاه توسط شکایت طرح تحصیلی،

نماید. رفتار مربوطه مقرّرات و ضوابط مطابق اینجانب
زاده حاجی فاطمه دانشجو: خانوادگی نام و نام

امضا
تاریخ
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චاری... ণپاس໋�
رهروان همنشینͬ به و شد رهنمونمان علم طریق به و بخشید هستͬ�مان که را یͺتا پروردگار بی�کران سپاس

الطاف سایه در که اکنون ساخت. روزیمان را معرفت و علم از خوشه�چینͬ و نمود مفتخرمان دانش و علم

کردند یاری مرا امر این در که خوبانͬ همه�ی از که مͬ�دانم واجب خود بر رسید اتمام به پایان�نامه این الهͬ

باشم. کرده جبران را آنان بی�کران زحمات از ذره�ای بتوانم طریق این از شاید تا کنم تشͺر

گونه هیچ از فروتنͬ و خلق حسن با صدر، سعه�ی کمال در که حق�نژاد دکتر آقای جناب ارجمند استاد از

نمودند. تحمل حضوری و تلفنͬ مزاحمت�های تمام با را بنده و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم

پذیرفتند حضور به را بنده گشاده روی با همیشه که عبداله�پور محمدرضا دکتر آقای جناب گرانقدر استاد از

نورزیدند. دریغ کوششͬ هیچ از و

نمودم. تلمذ محضرشان از تحصیل دوران در که اساتیدی کلیه از

بوده�اند. من دلͽرمͬ مایه�ی و حامͬ همیشه که برادرانم و خواهرانم همه�ی از

پایان�نامه. این تکمیل برای مقاله ارسال خاطر به (Wunk)وانک دکتر آقای جناب از

نیاز. مورد منابع تهیه در ͷکم خاطر به بهزاد علͬ دکتر آقای جناب از

پایان�نامه این در همͺاری�هایشان خاطر به شͺاری اعظم خانم سرکار از

نمودند. یاری مرا که همͺلاسͬ�هایم همه�ی از و

باشد. بیشتر تلاش و زیستن بهتر برای آغازی پایان�نامه این امیدوارم

زاده حاجͬ فاطمه

١٣٩٣ تابستان

ه�



فاطمه نام: حاجͬ�زاده خانوادگͬ: نام

فشرده - نیم عملͽرهای مرتب ضعیف فشردگͬ مشخصه�ی پایان�نامه: عنوان

آذر حق�نژاد کاظم دکتر راهنما: استاد
عبداله�پور محمدرضا دکتر مشاور: استاد

ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع
آنالیز گرایش: محض ریاضͬ رشته:

ریاضͬ علوم دانشͺده: محقق�اردبیلͬ دانشͽاه:
٩٩ صفحات: تعداد دفاع:١۵/۶/٩٣ تاریخ

چͺیده
مرتب ضعیف فشرده عملͽرهای کلاس و فشرده - نیم عملͽرهای کلاس بین روابط پایان�نامه، این در

مͬ�آوریم. بدست مورد این در جالبی نتایج و مͬ�کنیم بررسͬ را

مرتب. پیوسته نرم مرتب، ضعیف فشرده عملͽر فشرده، - نیم عملͽر کلیدواژه�ها:



مطالب فهرست

مطالب فهرست

ج . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف ١.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضایا ٢.١

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ مشبͺه�های ٢

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ مشبͺه�های معرفͬ ١.٢

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ مشبͺه�های از انواعͬ ٢.٢

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . AM−فضا ١.٢.٢

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . AL−فضا ٢.٢.٢

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . KB−فضا ٣.٢.٢

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده - نیم عملͽرهای و ضعیف فشرده�ی عملͽرهای ٣

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عملͽرها معرفͬ ١.٣

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عملͽرها از انواعͬ ٢.٣

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف فشرده و فشرده عملͽر ١.٢.٣

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده M−ضعیف عملͽر ٢.٢.٣

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده L−ضعیف عملͽر ٣.٢.٣

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده b−ضعیف عملͽر ۴.٢.٣

٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب ضعیف فشرده عملͽر ۵.٢.٣

الف



مطالب فهرست

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پتیز دانفورد عملͽر ۶.٢.٣

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم-فشرده عملͽر ٧.٢.٣

٨١ . . . . . . . مرتب ضعیف فشرده عملͽرهای و فشرده - نیم کلاسعملͽرهای بین روابط ۴

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلͬ قضایای ١.۴

٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مراجع

٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

ب



مقدمه
(١٩١٨) ٢ ریس آن از بعد و گردید مطرح (١٩٠۶) هیلبرت١ توسط بار اولین فشرده عملͽرهای

جالبی بسیار خواص دارای فشرده عملͽرهای که جا آن از کرد. بررسͬ را فشرده عملͽرهای خواص

است. برقرار هم ضعیف ͷتوپولوژی فضاهای در خاصیت�ها این آیا که آمد وجود به سوال این هستند،

مطالعه�ی به و کرده تعریف را ضعیف فشرده عملͽرهای (١٩٣٨) یوسیدا۴ و (١٩٣٨) ٣ کاکوتانͬ بنابراین

- میر توسط بار اولین برای نیز مرتب ضعیف فشرده عملͽرهای همچنین پرداختند. عملͽرها این خواص

است. شده معرفͬ (١٩٧۵) ۶ دادس و (١٩٧۴) نیبرگ۵

بعمل فشرده - نیم عملͽرهای درباره�ی مطالعاتͬ نیبرگ، - میر و زانن٧ توسط ١٩٩١ و ١٩٨٣ سالهای در

شده بررسͬ مرتب ضعیف فشرده عملͽرهای و فشرده - نیم عملͽرهای بین روابط پایان�نامه، این در آمد.

است. شده اشاره عملͽرها این بین روابط از برخͬ به زیر در که است

،ε > ٠ هر برای اگر مͬ�شود گفته فشرده - نیم F باناخ مشبͺه�ی توی به E باناخ فضای ͷی از T عملͽر

که طوری به باشد داشته وجود u ∈ F+

T (BE) ⊂ [−u, u] + εBF .

مͬ�باشند. F+ = {y ∈ F : y > ٠} و F و E از بسته واحد گویهای ترتیب به BF و BE

برای اگر مͬ�شود گفته مرتب ضعیف فشرده F باناخ فضای توی به E باناخ مشبͺه�ی از T عملͽر همچنین

کلاسعملͽرهای استکه واضح باشد. F در ضعیفنسبی فشرده T ([٠, x])زیرمجموعه�ی ،x ∈ E+ هر

یͷعملͽر الحاقͬ بهتر، عبارت به نمͬ�کند. صدق الحاقͬ خاصیت در ضعیفمرتب) (فشرده فشرده - نیم

برعکس و نباشد. مرتب) ضعیف (فشرده فشرده - نیم است ممͺن مرتب) ضعیف (فشرده فشرده - نیم

فشرده - نیم نیست لازم عملͽر خود باشد، مرتب) ضعیف (فشرده فشرده - نیم عملͽر، ͷی الحاقͬ اگر
١Hilbert
٢Riesz
٣Kakutani
۴Yosida
۵Meyer-Nieberg
۶Dodds
٧Zaanen

ج



مقدمه

باشد. مرتب) ضعیف (فشرده

الحاقͬ که باشد عملͽری T : E → F اگر ،(١٩٩١ نیبرگ، - میر مرجع از ٣.۶.١٨ (قضیه�ی مطابق

عملͽر اگر برعکس و بود خواهد مرتب ضعیف فشرده T آنگاه باشد، فشرده - نیم T ′ : F ′ → E ′ آن

بود. خواهد مرتب ضعیف فشرده T ′ : F ′ → E ′ آن الحاقͬ آنگاه باشد، فشرده - نیم T : E → F

E و F اگر که کرد اثبات او است. کرده مطالعه را فشرده - نیم عملͽرهای دوگان نیز زانن دیͽر طرف از

ددکیند) (کامل مرتب کامل F و باشد داشته مرتب پیوسته نرم E ′ که طوری به باشند باناخ مشبͺه�ی دو

فشرده - نیم T ′ : F ′ → E ′ یعنͬ آن الحاقͬ که طوری به باشد مثبت عملͽر ͷی T : E → F و باشد

آنگاه باشد، داشته مرتب پیوسته نرم F اگر که کرد اثبات او همچنین و است. فشرده - نیم T آنگاه باشد،

مͬ�باشد. T ′ : F ′ → E ′ فشرده�ی - نیم الحاقͬ دارای T : E → F فشرده�ی - نیم مثبت عملͽر هر

عکسقضیه�های آوردن دست به برای نتایج این از و مͬ�آوریم دست به را جدیدی روابط ما پایان�نامه، این در

و کرد خواهیم استفاده فشرده - نیم عملͽرهای دوگان روی (١٩٨٣ زانن، مرجع (از ١٢٧.٢ و ١٢٧.١

کامل باناخ مشبͺه�ی توی به E باناخ مشبͺه�ی ͷی از T فشرده�ی - نیم عملͽر هر دهیم مͬ نشان دقیقا

مرتب پیوسته F یا E نرم اگر فقط و اگر است مرتب ضعیف فشرده ،F مرتب) −σ (کامل σ−ددکیند

کامل ،F که طوری به باشند باناخ مشبͺه�های F و E اگر که مͬ�دهیم نشان نتایج این از استفاده با و باشد

دارای ،T : E → F مثبت فشرده�ی - نیم عملͽر هر و باشد)، مرتب پیوسته نرم E ) باشد σ−ددکیند

دارد. مرتب پیوسته نرم F یا KB−فضاست ،E آنگاه باشد، T ′ : F ′ → E ′ فشرده�ی - نیم الحاقͬ

برای لازم شرط ” KB−فضاست ،E ” د�هد نشان که مͬ�دهیم ارائه مثالͬ بالا مطلب به توجه با همچنین

دو F و E اگر که مͬ�دهیم نشان نهایت در و نیست. برقرار کافͬ شرط ولͬ است برقرار بالا� مسئله�ی

اگر فقط و اگر است مرتب ضعیف فشرده E ′ توی به F ′ از فشرده - نیم عملͽر هر باشند، باناخ مشبͺه�ی

باشد. مرتب پیوسته E ′ یا F ′ نرم

از فشرده” - نیم عملͽرهای مرتب ضعیف فشردگͬ ”مشخصه�ی عنوان با مقاله�ای اساس بر پایان�نامه این

است: شده تنظیم فصل چهار در (٢٠٠٩ (اکزوزالبور،

د



مقدمه

است. شده استفاده آن از بعدی فصل�های در که است مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف شامل اول فصل

مͬ�باشد. باناخ مشبͺه�های انواع و باناخ مشبͺه�های شامل دوم فصل

است. گرفته قرار مطالعه مورد آن انواع و عملͽر سوم، فصل در

است. شده بررسͬ فشرده - نیم عملͽر و مرتب ضعیف فشرده عملͽر بین روابط چهارم، فصل در

ه�



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف



تعاریف ١.١

در و مͬ�نامند بردار را عناصرش که مͬ�باشد X مانند مجموعه�ا�ی F روی برداری١ فضای .١.١.١ تعریف

که شده�اند تعریف X توی به F×X از اسͺالر ضرب و X توی به X ×X از جمع نام�های به عمل دو آن

هستند: زیر جبری خواص دارای

+x؛ (y + z) = (x+ y) + z و x+ y = y + x داریم: x, y, z ∈ X هر ازای به (١

+x؛ ٠ = x ،x ∈ X هر ازای به بطوریͺه دارد وجود X به متعلق صفر بردار (٢

+x؛ (−x) = ٠ بطوریͺه: دارد وجود −x مانند بفردی منحصر بردار x ∈ X هر ازای به (٣

باشیم: داشته x, y ∈ X بردار هر ازای به و α, β ∈ F اسͺالر هر ازای به (۴

α(β.x)؛ = (αβ).x ج) (α + β)x = αx+ βx ب) α(x+ y) = αx+ αy الف)

.١.x = x باشیم: داشته x ∈ X بردار هر ازای به (۵

متعلق x, y, z هر ازای به هرگاه مͬ�نامند X بر متر ͷی را d : X ×X → [٠,+∞] تابع .٢.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر خواص X به

.x = y اگر تنها و اگر d(x, y) = ٠ و d(x, y) > ٠ ،x, y ∈ X هر ازای به (١

.d(x, y) = d(y, x) (٢

.d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) (٣

مͬ�نامند. ٢ͷمتری فضای را (X, d) زوج آنگاه باشد متر ͷی d اگر

روی متر ͷی x, y ∈ X هر ازای به d(x, y) = |١
x
− ١
y
| بنابراین .X = (٠,∞) فرضکنید .١.١.١ مثال

مͬ�باشد. X
١Vector space
٢Metric space

٢
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شعاع به x در باز١ گوی باشد x ∈ X اگر باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .٣.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به r > ٠

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

هرگاه: مͬ�نامند کوش٢ͬ دنباله�ی را (X, d)ͷمتری فضای از {xn} دنباله�ی .۴.١.١ تعریف

∀ε > ٠ ∃N > ٠ ∀m,n > N ⇒ d(xn, xm) < ε.

آن از نقطه�ای به X در کوشͬ دنباله�ی هر هرگاه گویند کامل٣ را (X, d) ͷمتری فضای .۵.١.١ تعریف

باشد. همͽرا

.A = X هرگاه شود مͬ نامیده X در چͽال۴ (X, d)ͷمتری فضای از A زیرمجموعه�ی .۶.١.١ تعریف

X در ∥.∥ : X → R مانند نگاشتͬ هرگاه گویند نرمدار خطͬ فضای را X برداری فضای .٧.١.١ تعریف

باشند: برقرار زیر خواص α ∈ F و x, y ∈ X هر ازای به بطوریͺه باشد موجود

x؛ = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ > ٠ ،x ∈ X هر ازای به (١

∥αx∥؛ = |α|∥x∥ (٢

.∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥ (٣

فضای ͷی X اگر مͬ�نامیم. نرم�دار۵ فضای یا نرم�دار برداری فضای ͷی ∥.∥ همراه به را X برداری فضای

۶ نرم نیم ͷی را p آنگاه کند صدق بالا ٣ و ٢ خاصیت در p : X → [٠,∞) نگاشت و باشد برداری

مͬ�نامیم.

ثابت مقدارهای اگر مͬ�شود گفته ٧ ارز هم X برداری فضای در ∥.∥٢ و ∥.∥١ های نرم .٨.١.١ تعریف

١Open ball
٢Cauchy sequence
٣Complete
۴Dense
۵Normed vector space
۶Seminorm
٧Equivalent

٣
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که طوری به باشد داشته وجود β > ٠ و α > ٠

α∥x∥١ 6 ∥x∥٢ 6 β∥x∥١ ∀x ∈ X.

نرمدار فضای هر لذا مͬ�کند صدق بودن متر شرایط در d ،d(x, y) = ∥x − y∥ تعریف با .٢.١.١ مثال

مͬ�باشد. ͷمتری فضای ͷی

x به همͽرا١ را X در (xn) دنباله�ی صورت این در باشد نرمدار فضای ͷی X کنید فرض .٩.١.١ تعریف

.limn→∞ ∥xn − x∥ = ٠ هرگاه گویند

هرگاه گویند نرمͬ) (کراندار کراندار٢ نرم را نرم�دار فضای از A زیرمجموعه�ی .١٠.١.١ تعریف

.∥x∥ 6M باشیم داشته x ∈ A هر برای که طوری به باشد موجود Mای > ٠

را X دیͽر بعبارت مͬ�نامند. باناخ٣ فضای را X باشد، تام نرم�دار فضای ͷی X اگر .١١.١.١ تعریف

وجود x ∈ X مانند عضوی X از {xn} مانند کوشͬ دنباله�ی هر ازای به اگر فقط و اگر گویند باناخ فضای

.limn→∞ ∥xn − x∥ = ٠ بطوریͺه باشد داشته

∑∞
n=١ |xn| < بطوریͺه باشد x = (x١, x٢, دنباله�هایحقیقͬ(... از مجموعه�ای ℓ١ فرضکنید مثال٣.١.١.

زیر جبری اعمال تحت ℓ١ که کرد بررسͬ مͬ�توان سادگͬ ∞به

x+ y = (x١ + y١, x٢ + y٢, ...) , αx = (αx١, αx٢, ...) x, y ∈ ℓ١ , α ∈ R

مͬ�باشد. برداری فضای ͷی

ℓ١ روی نرم ͷی ∥.∥١ بنابراین .∥x∥١ =
∑∞

n=١ |xn| < ∞ مͬ�کنیم: تعریف x ∈ ℓ١ هر ازای به همچنین

وجود kای ،ε > ٠ هر ازای به صورت این در باشد، ℓ١ در کوشͬ دنباله�ی ͷی {xn} کنید فرض مͬ�باشد.

وجود M > ٠ بنابراین مͬ�باشد. برقرار ∥xn − xm∥١ < ε رابطه�ی m,n > k هر ازای به بطوریͺه دارد
١Convergent
٢Norm bounded
٣Banach space

۴
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رابطه�ی .xn = (xn١, x
n
٢, ...) ،n هر ازای به کنید فرض .∥xn∥١ 6M ،n هر ازای به بطوریͺه دارد

|xni − xmi | 6
∞∑
i=١

|xni − xmi | = ∥xn − xm∥١ < ε ∀m,n > k

�باشد. کوشͬ دنباله�ی ͷی {xni } حقیقͬ عضوهای از دنباله�ای ،iثابت هر ازای به که مͬ�کند ایجاب

باشیم: داشته i هر ازای به کنید فرض

xi = lim
n→∞

xni

داریم: p هر و n > k هر ازای به چون

p∑
i=١

|xi| 6
p∑

i=١
|xi − xni |+

p∑
i=١

|xni | 6
p∑

i=١
|xi − xni |+ ∥xn∥١ = lim

m→∞

( p∑
i=١

|xmi − xni |
)
+ ∥xn∥١

6 ε+M <∞

داریم: m,n > k هر ازای به چون و x = (x١, x٢, ...) ∈ ℓ١ بنابراین

p∑
i=١

|xmi − xni | 6 ∥xn − xm∥١ < ε

داریم: n > k هر ازای به و p هر ازای به بنابراین

p∑
i=١

|xi − xni | = lim
m→∞

( p∑
i=١

|xmi − xni |
)
6 ε

ͷی ℓ١ پس مͬ�باشد. ℓ١ در x به همͽرا {xn} پس مͬ�باشد، ∥x− xn∥١ 6 ε ،n > k هر ازای به بنابراین

مͬ�باشد. باناخ فضای

توپولوژی١ را X زیرمجموعه�های از τ گردایه�ی باشد. ناتهͬ مجموعه�ای X کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

باشد: زیر خواص دارای هرگاه مͬ�نامند X بر

∅؛ ∈ τ و X ∈ τ (١

U؛ ∩ V ∈ τ آنگاه باشند τ عضو V و U اگر (٢
١Topology

۵
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∪i∈IVi ∈ آنگاه باشد τ اعضای از شمارش�ناپذیر) یا شمارش�پذیر (متناهͬ، دلخواه گردایه�ای {Vi}i∈I اگر (٣

.τ

را τ اعضای مͬ�نامند. ١ͷتوپولوژی فضای را (X, τ) زوج آنگاه باشد X بر توپولوژی ͷی τ هرگاه

مͬ�نامند. X باز مجموعه�های

باشد. X از زیرمجموعه�ای Y و باشد ͷتوپولوژی فضای (X, τ) کنید فرض .١٣.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را Y زیرمجموعه�های

τY = {V ∩ Y : V ∈ τ}.

نامیده Y روی τ توسط القایی٢ توپولوژی ،τY توپولوژی مͬ�باشد. ͷتوپولوژی فضای (Y, τY ) بنابراین

مͬ�شود.

پیوسته زیر تابع دو هرگاه گوییم خط٣ͬ توپولوژی را X برداری فضای روی τ توپولوژی .١۴.١.١ تعریف

باشند.

X ×X → X , R×X → X

(x, y) → x+ y , (α, x) → αx.

روی خطͬ تابعک�های تمام شامل برداری فضای ،X برداری فضای ∗Xاز جبری۴ دوگان تعریف١.١.١۵.

و جمع اعمال با X∗ است.) R توی به X از خطͬ نگاشت ،X روی خطͬ تابعک از (منظور است. X

تعریف بالا مشابه مͬ�باشد X∗ جبری دوگان که X∗∗ و است برداری فضای ͷی معمولͬ اسͺالر ضرب

مͬ�شود.

ͷی را ⟨x, x∗⟩ = x∗(x) و x∗ ∈ X∗ آن در که ⟨x∗, φ(x)⟩ = ⟨x, x∗⟩ ضابطه�ی با φ : X → X∗∗ نگاشت

مͬ�توان صورت این در است. نرم حافظ و خطͬ نگاشت φ که داد نشان مͬ�توان مͬ�نامیم. طبیعͬ نگاشت

١Topological Space
٢Topology induced
٣Linear
۴Dual algebra

۶
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گرفت. ͬͺی φ(X) با را X

مͬ�نامند. (انعکاسͬ) ١ بازتابی فضای را X باشد، پوشا φ صورتیͺه در

زیرفضای (X, τ) از X ′ ٢ͬͺتوپولوژی دوگان آنگاه باشد X روی خطͬ توپولوژی τ اگر .١۶.١.١ تعریف

بهتر: عبارت به مͬ�باشد. X روی پیوسته −τ و خطͬ نگاشتهای تمام شامل که است X∗ از برداری

X ′ = {f : X → R : است پیوسته τ و خطͬ f}.

جدا را X نقاط X ′ مͬ�گوییم صورت این در باشد. برداری فضای ͷی X مͬ�کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود f ∈ X ′ آنگاه ،x ̸= y که طوری به x, y ∈ X هر ازای به هرگاه مͬ�کند٣

.f(x) ̸= f(y)

B ⊆ τ آنگاه Xباشد. روی توپولوژی ͷی τ ⊆ P (X) و Xیͷمجموعه فرضمͬ�کنیم تعریف١٨.١.١.

باشد. B از اجتماعͬ باز) مجموعه�ی هر (یعنͬ τ عضو هر هرگاه مͬ�گوییم τ توپولوژی برای پایه۴ ͷی را

هرگاه مͬ�شود نامیده محدب۵ موضعͬ طور به X برداری فضای روی τ خطͬ توپولوژی .١٩.١.١ تعریف

طور به فضای را (X, τ) جفت صورت این در باشد. محدب آن اعضای همه�ی که باشد داشته پایه�ای τ

مͬ�نامیم. محدب موضعͬ

که طوری به است X ′ و X برداری فضای از زوجͬ < X,X ′ > دوگان۶ سیستم .٢٠.١.١ تعریف

به متغیرش هر به نسبت < ., . >: X ×X ′ → R که معنͬ این (به است خطͬ دو (x, x′) →< x, x′ >

که طوری به است) خطͬ جداگانه صورت

x′ = ٠ آنگاه ،< x, x′ >= ٠ ،x ∈ X هر ازای به هرگاه .١

x = ٠ آنگاه ،< x, x′ >= ٠ ،x′ ∈ X ′ هر ازای به هرگاه .٢
١Reflaxive space
٢Dual topological
٣Separate
۴Basic
۵Locally convex topology
۶Dual system

٧
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< خطͬ دو تحت دوگان سیستم ͷی < X,X ′ > آنگاه باشد، محدب موضعا فضای ͷی (X, τ) اگر

است. x, x′ >= x′(x)

هرگاه مͬ�نامند مرتب١ مجموعه�ی 6 ترتیبی رابطه�ی با همراه را E ناتهͬ مجموعه�ی .٢١.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط

.x 6 x باشیم داشته x ∈ E هر ازای به (١

.y = x آنگاه y 6 x و x 6 y ،x, y ∈ E هرگاه (٢

.x 6 z آنگاه ،y 6 z و x 6 y ،x, y, z ∈ E اگر (٣

دو هر ازای به اگر باشد. 6 ترتیبی رابطه�ی با مرتب مجموعه�ی ͷی E مͬ�کنیم فرض .٢٢.١.١ تعریف

مͬ�نامند. مرتب٢ کاملا مجموعه�ی Eرا باشد، برقرار y 6 x یا x 6 y روابط از ͬͺی x, y ∈ E دلخواه عضو

مͬ�باشد مرتب یͷمجموعه�ی ترتیبی⊇، رابطه�ی با همراه یͷمجموعه زیرمجموعه�های تمام .۴.١.١ مثال

نمͬ�باشد. مرتب کلا مجموعه�ی ولͬ

را E صورت این در باشد، مرتب مجموعه�ای همچنین و حقیقͬ برداری فضای E اگر .٢٣.١.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در x, y ∈ E هر ازای به 6 ترتیبی۴ رابطه�ی هرگاه مͬ�گوییم مرتب٣ برداری فضای

باشد. برقرار z ∈ E هر ازای به x+ z 6 y + z رابطه�ی آنگاه ،x 6 y اگر (١

باشد. برقرار a > ٠ که حقیقͬ a هر ازای به ax 6 ay رابطه�ی آنگاه ،x 6 y اگر (٢

تمام مجموعه�ی .x > ٠ هرگاه گوییم مثبت۵ را E مرتب برداری فضای از x عضو .٢۴.١.١ تعریف

یعنͬ مͬ�دهیم، نمایش E+ نماد با را E مثبت عضوهای

E+ = {x ∈ E : x > ٠}.
١Ordered set
٢Totally ordered set
٣Ordered vector space
۴Order relation
۵Positive
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ازای به هرگاه مͬ�نامیم برداری٢ مشبͺه یعنͬ ریس١ فضای ͷی را E مرتب برداری فضای تعریف١.١.٢۵.

مͬ�کنیم: معرفͬ زیر صورت به را جدید نمادهای باشد. داشته وجود E در sup{x, y} ،x, y ∈ E هر

x ∨ y = sup{x, y} x ∧ y = inf{x, y}.

ͷی z اگر و k > y و k > x هرگاه است E در k سوپریمم دارای x, y ∈ E عنصر دو که مͬ�کنیم یادآوری

باشد. برقرار z > k آنگاه باشد، {x, y} بالای کران

مͬ�باشد. برداری مشبͺه ͷی حقیقͬ اعداد مجموعه�ی .۵.١.١ مثال

مͬ�باشد. برداری مشبͺه ͷی c٠ = {f : N → R : limn |f(n)| = ٠} برداری فضای .۶.١.١ مثال

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به c٠ روی را ترتیبی رابطه�ی f, g ∈ c٠ هر و n ∈ N هر برای

f 6 g ⇔ f(n) 6 g(n). (I)

داشت: خواهیم را زیر رابطه�ی ،f, g, h ∈ c٠ هر برای و n ∈ N هر برای حال

f 6 g ⇒ f(n) 6 g(n) ⇒ f(n)+h(n) 6 g(n)+h(n) ⇒ f+h 6 g+h. (II)

بود: خواهد برقرار زیر رابطه�ی ،n ∈ N هر و f, g ∈ c٠ و α > ٠ اسͺالر برای همچنین

f 6 g ⇒ f(n) 6 g(n) ⇒ (∀n ∈ N) αf(n) 6 αg(n) ⇒ αf 6 αg. (III)

را زیر رابطه�ی ،n ∈ N هر برای بͽیریم، نظر در g و f سوپریمم را h ،f, g ∈ c٠ هر برای اگر ادامه در

داشت: خواهیم

|h(n)| = |(f ∨ g)(n)| = | sup{f(n), g(n)}| 6 sup{|f(n)|, |g(n)|}. (IV )

(IV قسمت( به توجه با نتیجه در

lim
n

|h(n)| = ٠⇒ h ∈ c٠.

١Riez space
٢Vector lattice
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