
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 



 
 

 
 

نامه حق مالكيت مادي و معنوي در مورد نتايج پژوهشهاي علمي دانشگاه تربيت مدرس آيين  

  
هاي پژوهشي و فناوري دانشگاه در راستاي تحقق عدالت و كرامت انسانها كه لازمه شكوفايي  با عنايت به سياست :مقدمه

ست اعضاي هيأت علمي، دانشجويان، علمي و فني است و رعايت حقوق مادي و معنوي دانشگاه و پژوهشگران، لازم ا
، رساله و طرحهاي  نامه آموختگان و ديگر همكاران طرح، در مورد نتايج پژوهشهاي علمي كه تحت عناوين پايان دانش

  :تحقيقاتي با هماهنگي دانشگاه انجام شده است، موارد زير را رعايت نمايند
حاصل از آنها متعلق به دانشگاه مي باشد ولي حقوق معنوي پديد  رساله و درآمدهاي/ حق نشر و تكثير پايان نامه -1ماده 

  .آورندگان محفوظ خواهد بود
رساله به صورت چاپ در نشريات علمي و يا ارائه  در مجامع علمي / نامه انتشار مقاله يا مقالات مستخرج از پايان -2ماده 

ي از اساتيد راهنما، مشاور و يا دانشجو مسئول مكاتبات مقاله بايد به نام دانشگاه بوده و با تاييد استاد راهنماي اصلي، يك 
  .ولي مسئوليت علمي مقاله مستخرج از پايان نامه و رساله به عهده اساتيد راهنما و دانشجو مي باشد. باشد

له نيز رسا/ نامه آموختگي بصورت تركيبي از اطلاعات جديد و نتايج حاصل از پايان در مقالاتي كه پس از دانش: تبصره
  .بايد نام دانشگاه درج شودنيز شود  منتشر مي

حاصل از نتايج ) اثري هنري مانند فيلم، عكس، نقاشي و نمايشنامه(نرم افزار و يا  آثار ويژه  ،انتشار كتاب -3ماده 
پژوهشكده ها، رساله و تمامي طرحهاي تحقيقاتي كليه واحدهاي دانشگاه اعم از دانشكده ها، مراكز تحقيقاتي، / نامه پايان

ديگر واحدها بايد با مجوز كتبي صادره از معاونت پژوهشي دانشگاه و براساس آئين نامه هاي مصوب  پارك علم و فناوري و
  .انجام شود

حاصل نتايج المللي كه  اي و بين هاي ملي، منطقه ثبت اختراع و تدوين دانش فني و يا ارائه يافته ها در جشنواره -4ماده 
هاي تحقيقاتي دانشگاه بايد با هماهنگي استاد راهنما يا مجري طرح از طريق  رساله و تمامي طرح/ نامه مستخرج از پايان

  .معاونت پژوهشي دانشگاه انجام گيرد
رئيسه در هيأت  23/4/87در شوراي پژوهشي و در تاريخ  1/4/87ماده و يك تبصره در تاريخ 5نامه در  اين آيين - 5ماده 

شوراي دانشگاه به تصويب رسيده و از تاريخ تصويب در شوراي دانشگاه   15/7/87دانشگاه به تاييد رسيد و در جلسه مورخ 
  .الاجرا است لازم

  1387 ورودي سال تحصيلي )جبر(رياضي محض  دانشجوي رشته نازنين وزوايي ينجانبا«
متعهد مي شوم كليه نكات مندرج در آئين نامه حق مالكيت مادي و  علوم رياضي  دانشكده كارشناسي ارشد   مقطع

علمي دانشگاه تربيت مدرس را در انتشار يافته هاي علمي مستخرج از پايان نامه   يمعنوي در مورد نتايج پژوهش ها
گي مي دهم كه از به دانشگاه وكالت و نمايندالاشعار فوق  ين نامهدر صورت تخلف از مفاد آئ. تحصيلي خود رعايت نمايم

ضمناً . نام دانشگاه اقدام نمايده طرف اينجانب نسبت به لغو امتياز اختراع بنام بنده و يا هر گونه امتياز ديگر و تغيير آن ب
وسيله حق هر گونه اعتراض را ننسبت به جبران فوري ضرر و زيان حاصله بر اساس برآورد دانشگاه اقدام خواهم نمود و بدي

  »موداز خود سلب نم
  

   :امضا    
  :تاريخ                                                                                                                   

 



 
 

   هاي دانشجويان دانشگاه تربيت مدرس) رساله(نامه  آيين نامه چاپ پايان

بخشي از فعاليتهاي   ، مبين هاي تحصيلي دانشجويان دانشگاه تربيت مدرس) رساله(نظر به اينكه چاپ و انتشار پايان نامه 

موختگان اين دانشگاه نسبت به ،دانش آ پژوهشي دانشگاه است بنابراين به منظور آگاهي و رعايت حقوق دانشگاه -علمي 

  :شوند رعايت موارد ذيل متعهد مي

دانشگاه »  دفتر نشر آثارعلمي«ي خود، مراتب را قبلاً به طور كتبي به ) رساله(در صورت اقدام به چاپ پايان نامه : 1ماده 

  .اطلاع دهد

  :عبارت ذيل را چاپ كند)  پس از برگ شناسنامه(در صفحه سوم كتاب : 2ماده 

در  1389  سـال  ردكـه    اسـت  )جبـر ( رياضي محض  رشـته  كتاب حاضر، حاصل پايان نامه كارشناسي ارشد نگارنده در«

، مشـاوره سـركار    سـيد احمـد موسـوي    آقاي دكتر  دانشگاه تربيت مدرس به راهنمايي جناب  علوم رياضي   دانشكده

  ». از آن دفاع شده است    جناب آقاي دكتر/ سركار خانم  و مشاوره   جناب آقاي دكتر/ خانم

را به )  چاپ در هر نوبت(، تعداد يك درصد شمارگان كتاب  هاي انتشارات دانشگاه به منظور جبران بخشي از هزينه: 3ماده 

  .تواند مازاد نياز خود را به نفع مركز نشر درمعرض فروش قرار دهد دانشگاه مي. دانشگاه اهدا كند»  دفتر نشر آثارعلمي«

، تأديه  مدرس به عنوان خسارت به دانشگاه تربيت بهاي شمارگان چاپ شده را% 50، 3در صورت عدم رعايت ماده : 4ماده 

  .كند

خسارت مذكور را از  تواند ، دانشگاه مي دانشجو تعهد و قبول مي كند در صورت خودداري از پرداخت بهاي خسارت: 5ماده 

،  استيفاي حقوق خود، از طريق دادگاه دهد به منظور به علاوه به دانشگاه حق ميطريق مراجع قضايي مطالبه و وصول كند؛ 

  .، تامين نمايد نگارنده براي فروش  را از محل توقيف كتابهاي عرضه شده 4معادل وجه مذكور در ماده 

ضـمانت   تعهد فوق و  رشدكارشناسي ا   مقطع  )جبر(رياضي محض   دانشجوي رشته  نازنين وزوايي   اينجانب: 6ماده 

  . ، به آن ملتزم مي شوم اجرايي آن را قبول كرده

 

    نازنين وزوايي  : نام و نام خانوادگي                                         

  :تاريخ و امضا                                                           
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گًوی برخی تبديلات تعريف شدٌ در خصًص تک مقداری بًدن يستارٌ
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  تقديم بهتقديم به

  و مادرعزيزمو مادرعزيزم    پدر مهربانپدر مهربان

   



 
 

  

  تقدير و تشكر

ام را بـه اسـتاد   اري قلبـي زتشـكر و سپاسـگ  دانم پس از سپاس از يگانه آفريننـده جهـان،   بر خود لازم مي

هـاي  نمايم، هرچند اين تشكر جبران راهنماييابراز  دكتر سيداحمد موسويدكتر سيداحمد موسويراهنماي خود، جناب آقاي 

  .باشدگير اين عزيز نميمداوم و پي

از كليه اساتيد محترم و اعضاي هيـات علمـي دانشـكده علـوم رياضـي بـه خصـوص جنـاب آقـاي دكتـر           

جناب آقاي دكتر حيدري كه در مدت اين دوره از محضرشـان كسـب    وملك  جناب آقاي دكتر طهرانچي،

  .نمايمام، صادقانه قدرداني ميفيض كرده

نامـه را بـه عهـده    كه محبت فرمـوده و داوري ايـن پايـان    شهرام نجف زادهطور از جناب آقاي دكتر همين

  .گرفتند، كمال تشكر را دارم

  .نمايمم از كليه مسئولين و كاركنان دانشكده علوم رياضي تشكر دانهمچنين وظيفه خود مي
 

 

ترين سپاس را بهترين سپاس را به  نهايتنهايتدر پايان، بيدر پايان، بي   

پدر و مادر عزيزمپدر و مادر عزيزم     

وو  هاهاگذاري در مقايسه با انبوه مهربانيگذاري در مقايسه با انبوه مهربانينمايم هرچند كه اين سپاسنمايم هرچند كه اين سپاسابراز ميابراز مي   

بسيار ناچيز استبسيار ناچيز است  انانيشيشهاهافداكاريفداكاري     

    



 

   
 

  

 چكيده

  فرمبه ارزكلاس تمام توابع تحليلي و تك  ܵ فرض كنيم

݂ሺݖሻ ൌ ݖ ൅ ෍ ܽ௞ݖ௞
ஶ

௞ୀ2
                                                                    ሺ1ሻ 

ൌ∆روي ديسك واحد   ሼݖ: z א ԧ, |ݖ| ൏ 1 ሽ  فرمبه ارزشامل توابع تك  ܵزير كلاسي از  ࣮و  

  

݂ሺݖሻ ൌ ݖ െ ෍ ܽ௞ݖ௞
ஶ

௞ୀ2
                                                                    ሺ2ሻ 

  . هستند ∆باشد كه تحليلي روي ديسك واحد 

ها از تأثير عملگرهاي خاص روي اين كلاس. كنيمهاي مختلفي را بررسي ميدر اين پايان نامه كلاس

  .شوندتوابع تحليلي ذكر شده و صدق كردن در شرايط ويژه توليد مي

  كه در شرط زير صدق كنند) 1(فرم عبارت است از تمام توابع تحليلي به  ሻߣሺ࣯براي مثال كلاس 

ฬ݂Ԣሺݖሻ ൬
ݖ

݂ሺݖሻ൰
2

െ 1ฬ ൑ , ߣ ݖ א ∆ 

  .باشد ارزگون يا تك ستاره ሻߣሺ࣯طوريكه كلاس آوريم، بهبدست مي ߣهمچنين شرايطي را روي 

مورد  ديفرانسيليگوني و تحدب يكسري از عملگرهاي انتگرالي و هاي ديگر خواص ستارهدر بخش

  . گيرندبررسي قرار مي

  .گون، تابع محدب، تابع ستارهارزتحليلي، تك  :واژه هاي كليدي

  



 

  أ
 

 فهرست مطالب

 1 ..................................................................... يمقدمات يايقضا و فيتعار .1 فصل

 1 .................................................................................................... مقدمه 1- 1

 3 ............................................................................................. هياول فيتعار 2- 1

  تك ارز توابع در كوماتو عملگر از استفاده با ييجز جمع خواص و يگيهمسا يبررس .2 فصل

 11 .................................................................................... خاص كلاس كي يبرا

  11 ................................................................................................... مقدمه 1- 2

 11 .................................................................................................. فيتعار 2- 2

SC࣮ كلاس در توابع بيضر كران 3- 2
ஔ൫α, β൯ ........................................................... 12 

 17 .................................................................... ييجز جمع و يگيهمسا تيخاص 4- 2

 21 .......... هيراشو مشتق از استفاده با يمنف بيضرا با يتك ارز توابع يرو يبررس .3 فصل

 21 ................................................................................................... مقدمه 1- 3

 21 .................................................................................................. فيتعار 2- 3

ሻݖሺ݂ توابع بيضرا يابر يكاف و لازم شرط 3- 3 א ࣮ሺߙ, ,ߚ  ሻ ...................................... 22ߣ

 از استفاده با واحد سكيد يرو بر يليتحل توابع از يكلاس خواص يبررس .4 فصل

  31 ................................................................. نسالاگ و هيراشو كوماتو، يعملگرها

 31 ................................................................................................... مقدمه 1- 4

ሻݖሺ݂ كلاس خواص يبررس 2- 4 א ࣮ሺߙ, ,ߚ   ሻ ........................................................ 31ߣ

 31 ............................................. نزديك به محدبي و يمحدب ،يگون ستاره شعاع 1- 2- 4



 

  ب
 

ሻݖሺ݂ كلاس ييجز جمع تيخاص 2- 2- 4 א ࣮ሺߙ, ,ߚ  ሻ ........................................... 33ߣ

 37 ......... هيراشو عملگر و نسالاگ مشتق از استفاده با ارز تك توابع از يديجد كلاس مطالعه 3- 4

 37 ............................................................................................ فيتعار 1- 3- 4

 38 ........................................................................ بيضرا ينامساو يبررس 2- 3- 4

௠्࣮ كلاس يبرا گريد مهم يايقضا و خواص يبررس 3 - 3- 4
஛ ሺ݊,  ሻ ........................... 40ߙ

 يچشيپ ضرب لهيبوس شده فيتعر كلاس يگونستاره و يتك ارز خواص يبررس .5 فصل

 44 ............................................................................................. يليتحل توابع

 44 .................................................................................................... مقدمه1- 5

 44 .................................................................................................. فيتعار 2- 5

 53 .......................................................... כ࣭ اي ࣯ در توابع تعلق يبرا يكاف طيشرا 3- 5

 59 ..................................... كوماتو يانتگرال عملگر بودن محدب و يگونستاره. 6 فصل

 59 ................................................................................................... مقدمه 1- 6

 59 .................................................................................................. فيتعار 2- 6

 60 .............................................................................................. ياصل جينتا 3- 6

 67 ........................................................................................... منابع فهرست

  70 ........................................................................... يسيانگل به يفارس نامه واژه

 72 .......................................................................... يفارس به يسيانگل نامه واژه

 

 

 



 

١ 
 

  
 

 

 

  11فصل فصل 
  تعاريف و قضاياي مقدماتيتعاريف و قضاياي مقدماتي

 مقدمه 1-1

در  تك ارزهاي خاصي از توابع تحليلي و امروزه شامل بررسي خانواده ارز،مطالعه بر روي توابع تك 

 توابع مورد استفاده ،در بسياري از موارد و كارهاي انجام شده. شودهاي از پيش تعريف شده ميدامنه

ሺ݂ሺ°ሻ در شرايط نرماليزه ൌ ݂Ԣሺ°ሻ െ 1 ൌ °ሻ توانست نتايج  1907در سال  1كوبه.كنندصدق مي

هاي بسيار شناخته او توانست تخمين. استخراج نمايد ارزتك توابع  نظريهواقعي و مورد اعتماد را از 

  . ارائه دهد تك ارزتوابع  نظريهاي را قبل از ساير رياضيدانان قرن بيستم در مورد شده

 2ديااستباشند كه توسط توابع محدب مي ،تك ارزاولين زيركلاس اختصاصي متعلق به خانواده توابع 

|z|اينها توابعي هستند كه فضاي . ديدمعرفي گر ൏ ً ابعداين توابع  .ب مي نگارندهاي محدرا به دامنه 1

گون از توابع ستاره پس از آن كلاسي. و افراد ديگري مورد بررسي قرار گرفتند 4لاونرو  3گرونوالتوسط 

هاي قدرتمند پس از آن روش. و ديگران معرفي گرديد 6نوانليناو پس از او توسط  5الكساندرتوسط 

ارائه اين نظريات موجب گرديده است كه نظريه . يسندگان ديگري ارائه گرديده استبسياري توسط نو

                                                            
Koebe ١  
Study ٢  

Gronwall ٣  
Lowner ٤  

Alexander ٥  
Nevanlinna ٦  



 

٢ 
 

هاي قديمي مورد روشبسياري از نويسندگان . گسترش پيدا كند ارزبه سمت توابع چند  تك ارزتوابع 

  . مورد استفاده قرار دادند ارز݌െرا در توابع  تك ارزاستفاده در توابع 

  .شوددر كل پايان نامه پرداخته مي نيازهاي مورد قضايا و لم ،به تعاريف بخش دوم اين فصلدر 

خواص كلاسهايي از  2و مشتقي راشويه 1ماتوانتگرالي كو هايبا استفاده از عملگرو سوم در فصل دوم 

فصل چهارم شامل دو بخش است، كه بخش اول . ايمي را مورد بررسي قرار دادهتك ارزتوابع تحليلي و 

 3نز تركيب عملگرهاي راشويه و سالاگاست و در بخش دوم با استفاده ا 3و  2اي از فصول نتيجه

  . پردازيممي كلاس تعريف شدهاستفاده از آن به بررسي خواص اپراتوري جديد معرفي كرده و با 

 نامه بر اساس مقالات  پاياناين 

  و

  

  .نوشته شده است 6و  5 ولدر فص

  ن نامه مقاله ااز اين پاي

Radius of Starlike and Partial Sum Property for Holomorphic Functions Defined by 

Komatu Operator. 

 .كه در چهل و يكمين كنفرانس رياضي ارائه شده است حاصل شده است

  
                                                            

Komatu Operator١  
Ruscheweyh Derivative٢  

Salagean٣  



 

٣ 
 

  تعاريف اوليه 1-2

  . طول پايان نامه را بيان مي كنيم مورد نياز درها و قضاياي ، لممقدماتي تعاريفبخش در اين 

Ω :݂و ԧاز  ايزيرمجموعهΩ  فرض كنيم 1-2-1 تعريف ฽ ԧ  در ݂ وييمگ. يك تابع مختلط باشد   

°ݖي نقطه א Ω پذير است هرگاه حد زير موجود باشد مشتق،  

ƒ
ᇱ
ሺݖ°ሻ ൌ lim

௭ื௭°

ƒሺzሻ െ ƒሺݖ°ሻ
z െ °ݖ

. 

°ݖدر هر نقطه ي  ݂ هرگاه א Ω در ݂ ، گوييممشتق پذير باشد Ω است 1تحليلي.  

  گيريمتلط به صورت زير در نظر ميي مخديسك واحد را در صفحه 2-2-1 تعريف

∆ൌ ሼݖ א ԧ; |ݖ| ൑ 1ሽ. 

كه  ∆  در 2ݖ و 1ݖهرگاه براي هر گوئيم،) يك به يك(2تك ارز ∆را در  ሻݖሺ݂تابع  3-2-1 تعريف

1ݖ ് 1ሻݖƒ ሺداشته باشيم  2ݖ ് ƒ ሺ2ݖሻ.  

 1973در سال  .باشداست مشكل مي تك ارز ݂كه تابع مختلط گاهي اوقات نشان دادن اين

ቚ௙"ሺ௭ሻنامساوي  اگر كهرا چنان پيدا كرد  ܯماكزيمم مقدار  3ادرياشفك
௙ᇱሺ௭ሻ

ቚ ൑  ݂برقرار باشد، آنگاه  ܯ

ܯوي همچنين نشان داد اگر . است تك ارزتابع  يك ൌ לܯ ൌ 3/05   ريشه معادله ي زير باشد،  …

8ሾሺܯ െ 2ሻ3ሿ
1
2 െ 3ሺ3 െ ሻ2ܯ ൌ 12 , 

  و

ቤ
ƒԢԢሺzሻ
ƒԢ ሺzሻ

ቤ ൑ לܯ ൌ 3/05 …,  

                                                            
Analytic١  

Univalent٢  
Kudryashov٣  
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مثال تابع عنوان به باشد، πبيشتر از تواند نمي ܯ ماكزيمم مقدار. است ارزتك  ∆در ݂آنگاه 

ƒ ሺzሻ ൌ ݁஛୸، در شرط  ቚ௙"ሺ୸ሻ
௙ᇱ ሺ୸ሻቚ ൌ |λ|اگر  تنها و است اگر تك ارز، اين تابع صدق مي كند. |λ| ൏ π  

ƒ ሺzሻتابع  4-2-1مثال  ൌ ௭
ሺ1ି୸ሻ2 ൌ ݖ ൅ 2ݖ2 ൅  و تحليلي ∆اين تابع در . گيريمرا در نظر مي  ڮ

  .معروف است  1به تابع كوبه ي توابع  تحليلي دارد واين تابع اهميت خاصي در نظريه. است تك ارز

  ، باشد آنگاه تك ارزيك تابع تحليلي و  ƒاگر   )٢بايبر باخحدس (  5-2-1 قضيه 

|ܽ2| ൑ 2. 

  .مرا جعه شود ሾ19ሿبه مرجع . برهان

ي بين خم هاي مار بر يك ي زاويهنگاشت پيوسته اي كه اندازه) 3نگاشت همديس( 6-2-1 تعريف

باشد و بعلاوه حافظ زاويه  °ݖدر   ሻݖሺ݂اگر. گوييم °ݖحافظ زاويه در را نمايد، را حفظ  °ݖنقطه مفروض 

  .همديس است °ݖدر  ሻݖሺ݂، گوييم را نيز حفظ نمايد °ݖهاي مار بر نقطه ي جهت زواياي بين خم

ሻݖሺ݂نگاشت  7-2-1 مثال ൌ ݖي در هر نقطه 2ݖ ، زيرا مشتق آن يعني همديس است ל്
݂ᇱሺݖሻ ൌ ሻݖሺ݂اما . ، مخالف صفر است°ݖدر  ݖ2 ൌ ݖي در نقطه 2ݖ ൌكه ל ،݂ᇱ شود، همديس صفر مي

  زيرا در واقع . نيست

ሻݖሺ݂݃ݎܽ ൌ 2ݖ݃ݎܽ ൌ  .ݖ݃ݎ2ܽ

  .كنداين نگاشت هر زاويه به رأس مبدأ مختصات را دو برابر مي

ܧ  يمجموعه 8-2-1 تعريف گوئيم هرگاه هر پاره خطي  4گونستاره לωرا نسبت به نقطه ي ك

 .باشد ܧ  داخل كند دقيقاًوصل مي לωرا به  ܧكه نقاط 

                                                            
Koebe Function ١ 

Bieberbach's Theorem ٢  
Conformal Map٣ 

Starlike٤  
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. گون باشدتارهس نسبت به مبدأ ሺ∆ሻ݂ گاه، هرگون ناميمستاره ∆را در  ƒتابع تحليلي  9-2- 1تعريف 

ሻלƒሺ  كه در شرط نرماليزه  ݂گون مانند ي تمام توابع تحليلي ستارهمجموعه ൌ و  ל  ƒᇱሺלሻ ൌ   صدق 1

    .دهيمنشان مي כ࣭كنند را با مي

݂در اين صورت . باشد تك ارزيك تابع تحليلي و  ݂ فرض كنيم 10- 2- 1 قضيه א   اگر و تنها اگر، כ࣭

ܴ݁ ቆ
ሻݖƒԢሺݖ
ƒሺݖሻ

ቇ ൐ל, ሺz א ∆ሻ. 

  .مراجعه شود ሾ3ሿمرجع به . برهان

ƒሺzሻتابع  11-2-1 مثال ൌ ௭
ሺ1ି୸ሻ2   ݖ|بوده و در تك ارزي تحليلي و تابع| ൏  ،باشدگون ميارهست 1

  زيرا

ܴ݁ ቆݖ
  ƒᇱሺݖሻ
ƒሺݖሻ

ቇ ൌ ܴ݁ ൬
1 ൅ ݖ
1 െ z

൰ ൐ל. 

ƒصورت در اين. باشد تك ارزيك تابع تحليلي و  ݂ فرض كنيم 12-2-1 لم א  ݂، اگر و تنها اگر כ࣭

|ݖ|صهر قر ൏ ൏ ݎ    .گون بنگارد ي ستارهرا بر يك ناحيه  1 

  .مراجعه شود ሾ9ሿبه مرجع . برهان

൑ לگون از مرتبه ي را ستاره ݂ تك ارزتابع تحليلي و  13-2-1تعريف  ߤ ൏    ،يم هرگاهگوي 1

ܴ݁ ቆ
ሻݖƒԢሺݖ  

݂ሺݖሻ ቇ ൐  .ߤ

  توان نشان داد كه اگر مي. دهيمنشان مي ሻߤሺכ࣭را با نماد  ߤگون از مرتبه كلاس توابع ستاره

ቤ
ሻݖƒᇱሺݖ  

݂ሺݖሻ െ 1ቤ ൏ 1 െ  .ߤ
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  .است ߤگون از مرتبه ستاره ݂آنگاه 

ሻݖƒሺتابع  14-2-1 مثال ൌ ௭
ሺ1ି௭ሻ2ష2ഋ לي تبهگون از مرستاره ൑ ߤ ൏   .مي باشد 1

ك ܧ يمجموعه 15-2-1تعريف  ԧ گون باشدبت به هر نقطه اش ستارهاست هرگاه نس 1محدب .

 .قرار بگيرد ܧ، در داخل را به هم وصل مي كند ܧخطي كه دو نقطه از يعني هر پاره

، تابع همديس به يك دامنه ي محدب بنگاردتابعي كه ديسك واحد را به طور  16-2-1تعريف 

  .محدب ناميده مي شود

  .مدهيمي  نشان ࣥي توابع تحليلي محدب كه در شرط نرماليزه صدق كنند را با مجموعه

݂صورت در اين. باشد تك ارزيك تابع تحليلي و  ݂ فرض كنيم 17-2-1لم  א  ݂ اگر و تنها اگر   ࣥ

|ݖ|هر قرص  ൏ ݎ ൏   .ي محدب بنگاردرا بر يك حوزه 1

  .مراجعه شود ሾ9ሿبه مرجع . برهان

݂ صورتدر اين. باشد  ∆ يك تابع تحليلي در ݂  فرض كنيم 18- 2- 1 قضيه א   اگر و تنها اگر  ࣥ

ܴ݁ ቆ1 ൅
ሻݖƒ"ሺݖ  

ƒ
ᇱ
ሺݖሻ

ቇ ൐ל, ሺz א ∆ሻ. 

  .مراجعه شود ሾ8ሿبه مرجع . برهان

ሻݖƒሺتابع  20-2-1مثال  ൌ ௭
1ି௭

ൌ ݖ ൅ ∑ ௡ஶݖ
௡ୀ2 يك تابع محدب است ∆ روي.  

൑ לي را محدب از مرتبه ݂ تك ارزتابع تحليلي و  21-2-1تعريف  ߤ ൏    ،هرگاه يمگوي  1

                                                            
Convex١ 
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ܴ݁ ቆ1 ൅
ሻݖƒ"ሺݖ  

ƒ
ᇱ
ሺݖሻ

ቇ ൐ µ , ሺz א ∆ሻ. 

  .دهيمنشان مي  ሻߤሺࣥ مجموعه اين توابع را با

  توان نشان داد كه اگر مي

ቤ
ሻݖሺ"݂ݖ
݂Ԣሺݖሻ െ 1ቤ ൏ 1 െ  .ߤ

  .است ߤاز مرتبه  محدب ݂آنگاه 

باشد كه در شرط نرماليزه  ∆يك تابع تحليلي در   ƒ فرض كنيم)  1قضيه الكساندر( 22-2-1 قضيه 

ƒصورت كند، در اينميصدق  א ሻݖᇱሺ݂ݖاگر و تنها اگر   ࣥ א   .כ࣭

ሻݖሺ݃دهيم قرار مي. برهان   ൌ   ، لذا داريمሻݖᇱሺ݂ݖ

z݃ᇱሺzሻ
݃ሺݖሻ ൌ 1 ൅

ሻݖƒ"ሺݖ  

ƒ
ᇱ
ሺݖሻ

. 

  ז .بنابراين حكم برقرار است  

݄ يم هرگاهگوي  2محدب نزديك بهرا محدب وار يا   ƒتابع  23-2-1تعريف    א موجودباشد   ࣥ

  كهچنان

ܴ݁ ቆ
  ƒᇱሺݖሻ
݄ᇱሺݖሻ ቇ ൐ל. 

  .دهيمنمايش مي  ܥباكلاس توابع محدب وار را 

  توان نشان داد كه اگر مي

                                                            
Alexander's Theorem١ 

Close-to-Convex٢   
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|݂ᇱሺݖሻ െ 1| ൏ 1 െ  .ߤ

  .است ߤمحدب وار از مرتبه  ݂آنگاه 

݄  طبق قضيه الكساندر א Ԣ݄ݖاگراگر و تنها  ࣥ א ᇱ݄ݖ ، حال اگر قرار دهيمכ࣭ ൌ ݃ሺݖሻ آنگاه ݃ א ، כ࣭

  فرم ي فوق را بهرابطهلذا 

ܴ݁ ቆ
ሻݖƒᇱሺ ݖ 

݃ሺݖሻ ቇ ൐ל, 

݃گاه را محدب وار گوييم هر  ƒبنابراين . ان نوشتمي تو א  كه موجود باشد چنان כ࣭

ܴ݁ ቊ
ሻݖƒᇱሺ ݖ 

݃ሺݖሻ ቋ ൐ל. 

ؿ ࣥ اريمد 24- 2- 1قضيه  כ࣭ ؿ   .در نتيجه تمامي توابع محدب وستاره گون، محدب وارند .  ܥ

݂ فرض كنيم .برهان א ܴ݁ پس כ࣭ ቀ ௭ ƒᇲሺ௭ሻ
௙ሺ௭ሻ ቁ ൐݃ي الكساندر بر قضيهبنا  .ל א ، كهوجود دارد چنان ࣥ

 ݂ሺݖሻ ൌ   در نتيجه . ሻݖᇱሺ݃ݖ

ܴ݁ ቊ
  ƒᇱሺݖሻ
݃Ԣሺݖሻ ቋ ൌ ܴ݁ ቊ

ሻݖƒᇱሺ ݖ 
ƒሺݖሻ ቋ ൐ל. 

݂ و لذا  א   .ܥ

ሻלሺ߱فرض كنيم) 1لم شوارتز(  25-2- 1لم  ൌݖ و به ازاي هر ) تحليلي است ∆در  ߱(  ל א ∆ ،

ห߱ሺݖሻห ൑   صورت در اين .1

ቚ߱
ᇱ
ሺݖሻቚ ൑ 1, ห߱ሺݖሻห ൑ |z|, ሺݖ א ∆ሻ. 

كه مبدأ  ،است  ∆  به توي  ∆ يك نگاشت تحليلي از ߱تعبير هندسي اين مطلب بدين صورت است كه 

ݖ يا داردابت نگه ميثرا  א ∆ െ ሼלሽ سازدتر ميرا از آنچه بوده به مبدأ نزديك.  
                                                            

Schwarez's lemma ١  
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  .مراجعه شود ሾ19ሿ به مرجع. برهان

  .ع شوارتز معروف استتز صدق كند به تابرتابعي كه در لم شوا 26-2-1تذكر 

  تحليلي باشند و  ݃و   ƒتوابع  فرض كنيم  27-2-1 تعريف

݂ሺݖሻ ൌ ෍ ܽ௡ݖ௡,
ஶ

௡ୀ١

   ݃ሺݖሻ ൌ ෍ ܾ௡ݖ௡  .
ஶ

௡ୀ١

 

ƒرا كه با نماد  ݃و  ݂ 1ضرب پيچشي כ   شوددهيم، بصورت زير تعريف مينمايش مي   ݃

൫ƒ כ ݃൯ሺݖሻ ൌ ෍ ܽ௡ܾ௡ݖ௡.  
ஶ

௡ୀ١

 

  است و  ݃تابع  2وپير  ݂گوييم تابع . باشند  ∆دو تابع تحليلي در  ݃و   ƒ فرض كنيم 28-2- 1تعريف 

݂نويسيم يم ط   ، طوريكههموجود باشد بሻݖሺ߱ ، هر گاه تابع شوارتزي مانند ݃

ƒሺzሻ ൌ ݃ ቀ߱ሺzሻቁ,   ሺݖ א ∆ ሻ. 

൏ל فرض كنيم 29-2- 1تعريف  ݔ ൏ ሻݔΓሺانتگرال. ∞ ൌ ׬ eି୲t௫ି1dtஶ
ל ، كه يك انتگرال همگرا   

  .ندامنمي مي باشد را تابع گاما

ܿو  باشند داد مختلطاع ܿ وܾ و  ܽ فرض كنيم 30-2-1تعريف  ,ל് െ1, െ2, .   تابع . ..

,ሺܽܨ ܾ; ܿ; ሻݖ ൌ 1 ൅
ܾܽ
1! ܿ

ݖ ൅
ܽሺܽ ൅ 1ሻܾሺܾ ൅ 1ሻ

2! ܿሺܿ ൅ 1ሻ
2ݖ ൅ ڮ ൌ  ෍

ሺܽሻ௞ሺܾሻ௞
ሺܿሻ௞݇!

ஶ

௞ୀל

 , ௞ݖ 

:ሺܽሻ௞كه  ൌ ܽሺܽ െ 1ሻ … ሺܽ ൅ ݇ െ 1ሻ, ሺܽሻל ൌ 1;  ሺ݇ א Գሻ . سري . نام دارد 3تابع فوق هندسي گاوس

ݖوق به ازاي ف א  .تحليلي است ∆لذا تابع فوق هندسي گاوس در . طور مطلق همگراستبه ∆

                                                            
convolution١  

Subordinate٢  
Gaussian hypergeometric function٣  
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  عبارت  31-2-1تعريف 

,ሺܽܨ ܾ; ܿ; ሻݖ ൌ
Γሺܿሻ

ΓሺܾሻΓሺܿ െ ܾሻ න ௕ି1ሺ1ݐ െ ሻ௖ି௕ି1ݐ
1

ל
ሺ1 െ  .ݐሻି௔݀ݖݐ

  .مشهور است 1الي اويلربه عبارت انتگر

  ،در اين صورت .اندمفروض ܾ و  ܽاعداد مختلط  2)شوارتز-نامساوي كوشي( 32- 2- 1 قضيه

อ෍ a୩b୩

୬

௞ୀ1
อ
2

൑ ൭෍|a୩|
୬

௞ୀ1
൱

2

൭෍|b୩|
୬

௞ୀ1
൱

2

. 

  اگر ) 3ساحتقضيه م( 33- 2- 1قضيه 

݂ሺݖሻ ൌ
1
ݖ

൅ ෍ ܽ௞ݖ௞
ஶ

௞ୀל

 

∑آنگاه  ݇|ܽ௞|2 ൑ 1ஶ
௞ୀל.  

  .مراجعه شود ሾ4ሿبه مرجع . برهان

اگر  34-2-1لم   

݂ሺݖሻ ൌ 1 ൅ ෍ ܽ௞ݖ௞
ஶ

௞ୀ௡ା1
 

ሻݖሺ݂ ܴ݁و  ൐آنگاه  ל|ܽ௞| ൑ 2.  

    .مراجعه شود ሾ8ሿ به مرجع. برهان

   

                                                            
Euler integral١ 

Cauchy-schwarz inequality٢ 
Area Theorem ٣  


