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چکیده
التصاق بررسی و فینسلري منیفلد مماسیک کلاف روي ترفیع یکمتر معرفی پساز پایان�نامه این در

عمودي لاپلاسین و افقی ویتزنبوكلاپلاسین فرمول و کرده بیان را لاپلاسین عملگر متر، این لوي-چویتاي

معرفی ترفیعِ متر لاپلاس-درام عملگر بین رابطه ادامه در می�آوریم. بدست کارتان التصاق برحسب را

می�کنیم. بررسی را ترکیبی لاپلاسین و عمودي لاپلاسین افقی، لاپلاسین عملگرهاي و شده

عمودي. لاپلاسین افقی، لاپلاسین فینسلري، منیفلد کلیدي: کلمات

دو
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پیشگفتار

در را آن پیدایش ریشه�هاي می�توان اگرچه است، آمده بوجود مدرن جهان نیازهاي براساس لاپلاسین

داده نمایش ∇.∇ یا ∇2 یا ∆ نماد با که لاپلاسین یا لاپلاس عملگر .([4] یافت(مرجع شانزدهم قرن

در (1749-1827) 1 لاپلاس دي پیر-سیمون نام به فرانسوي ریاضی�دان یک توسط بار اولین می�شود،

معادله�ي حاضر حال در که ∆ f = 0 معادله�ي لاپلاس، است. شده کاربرده به سماوي مکانیک مطالعه�ي

نامیده هارمونیک یا همساز توابع که لاپلاس معادله�ي جواب�هاي کرد. بررسی را می�شود، نامیده لاپلاس

همچون زمینه�هایی هستند، برخوردار فراوانی کاربرد و اهمیت از مهندسی و فیزیک ریاضیات، در می�شوند،

جاذب میدان�هاي هارمونیک، توابع نمونه عنوان به سیّالات. دینامیکِ و ستاره�شناسی الکترومغناطیسی،

.([30] ،[18] ،[16] ،[15] می�کنند(مراجع مشخص خلأ فضاي در را

شمار به بیضوي دیفرانسیلی عملگرهاي مهم�ترین از یکی لاپلاسین عملگر دیفرانسیل، هندسه�ي در

استفاده مورد کامپیوتري دید و تصاویر پردازش الکتریسیته، پتانسیل، نظریه�ي در عملگر این می�رود.

گرما معادله�ي و شرودینگر معادله�ي موج، معادله�ي مثل فیزیکی معادله�هاي از بسیاري در و می�گیرد قرار

به می�توانید یادشده، زمینه�هاي در لاپلاس کاربرد چگونگی مورد در بیشتر اطلاع جهت می�شود. ظاهر

کنید: مراجعه زیر مراجع

.[37] ، [35] ،[34] ،[33]،[32] ،[31] ،[27] ،[23] ،[22] ،[19] ،[17] ،[14] ،[12] ،[11] ،[6]

اثر موجوداتی چه روي که این و دیفرانسیل عملگر تعریف نوع به بسته که گفت می�توان نادقیق طور به

1- Pierre-simon de laplace

هفت



خاص حالتی در یا و طبیعی لاپلاسین یا کانکشن 1-لاپلاسین دارد: وجود لاپلاسین�هایی می�شود، داده

-3 لاپلاس-درام عملگر یا هاچ-لاپلاس عملگر یا هاچ لاپلاسین -2 لاپلاس-بلترامی عملگر نوع، این از

این مورد در بیشتر جزئیات و تعاریف کانفرمال. 5-لاپلاسین لیچنرویک 4-لاپلاسین باچنر لاپلاسین

است. موجود [9] مرجع در لاپلاسین�ها

بنابراین است، لاپلاس-درام عملگر همان یا هاچ لاپلاسین می�شود، بررسی پایان�نامه این در که لاپلاسینی

لاپلاس-درام عملگر یا هاچ لاپلاسین همان منظور شود، برده لاپلاسین یا لاپلاس نام هرجا پس این از

صورت به و است دوم مرتبه دیفرانسیلی عملگر یک لاپلاس عملگر اقلیدسی، n−بعدي فضاي در است.

دستگاه در مشتق�پذیر دوبار و حقیقی تابع یک لاپلاسِ عملگر می�شود. تعریف تابع یک گرادیان دیورژانس

از تعمیمی ریمانی فضاي آنجایی�که از می�شود. تعریف ∆ f =
∑n

i=1
∂2 f
∂x2i

صورت به دکارتی مختصات

استفاده با کرده�اند. تعریف خاصی مشکل بدون را لاپلاس عملگر هم فضا این در است، اقلیدسی فضاي

-1930) هاچ تجزیه قضیه مثل خوبی نتایج ریمانی، منیفلد یک روي شده تعریف لاپلاس-درام عملگر از

از تعمیمی فینسلري منیفلد که می�دانیم است. آمده بدست ویتزنبوك فرمول و باچنر قضیه ،([5] مرجع

عده�اي کنیم. تعریف را لاپلاس عملگر هم فضا این در بخواهیم که است طبیعی پس است، ریمانی منیفلد

منیفلد به را آن فینسلري منیفلد روي ترفیع متر یک تعریف با لاپلاسین تعریف براي گرفتند تصمیم

گفت می�توان زیر دلیل دو به استناد با کنند. تعریف آن روي را لاپلاسین سپس و کرده تبدیل ریمانی

دارد: وجود لاپلاسین تعریف براي زیادي روش�هاي فینسلري فضاي در که

کرد. تعریف می�توان فینسلري منیفلد روي متفاوتی ترفیعِ مترهاي متفاوت، روش�هاي کارگیري به با یک)

التصاق ریمانی، فضاي برخلاف فینسلري فضاي در و می�شود استفاده التصاق از لاپلاسین تعریف در دو)

ندارد. وجود واحدي

و کارها ندارد، وجود فینسلري فضاي در لاپلاس عملگر تعریف براي واحدي روش �که دلیل همین به شاید

کارهاي به نیاز که می�رسد نظر به بنابراین است، نیامده بدست زمینه این در برجسته�اي و خوب قضایاي

هشت



1 مونتِنو 2003 سال در البته است. لاپلاس زمینه�ي در محاسبات یکسري انجام مثل بیشتري تحقیقی

ریمانی برداري کلاف روي 1−فرم�هاي براي را عمودي و افقی لاپلاسین ویتزنبوك فرمول [28] مرجع در

صفرشدن قضیه بررسی با [39] مرجع در را ایده این 2009 سال در 2 ژانگ که است، آورده بدست

[36] مرجع در سال همان در نیز 3 وُیکو داد. توسعه کِهلِر فینسلر منیفلد روي هولومورفیک فرم�هاي

است. کرده محاسبه را بعدي 3 ساساکی منیفلدهاي روي ویتزنبوك فرمول

از ناشی نتایج برخی محاسباتی، انجام با و کرده تعریف را لاپلاسین عملگر می�خواهیم پایان�نامه این در

: است زیر صورت به پایان�نامه چارچوب کنیم. بررسی را تعریف این

تعریف براي لازم مقدمات شامل دوم فصل می�شود. بیان استفاده مورد تعاریف و مفاهیم اول فصل در

و افقی لاپلاسین ویتزنبوك فرمول محاسبه�ي براي لازم مقدمات به سوم فصل در است. لاپلاسین عملگر

افقی لاپلاسین ویتزنبوكِ فرمول و کرده تعریف را لاپلاسین آخر فصل در می�پردازیم. عمودي لاپلاسین

و نتایج برخی پایان در و می�کنیم بیان را ترکیبی لاپلاسین موضعی بیان همچنین و عمودي لاپلاسین و

می�آوریم. را لاپلاسین خواص برخی

است: زیر مقاله اساس بر پایان�نامه این

C. Zhong, Laplacians on the Tangent bundle of Finsler manifold, Balkan J, Vol.16, No.1,

2011, pp. 170-181.

1- Munteanu 2- Zhong 3- Voicu

نه



1 فصل

مقدماتی تعاریف

این در موجود مطالب اکثر می�پردازیم. پایان�نامه در استفاده مورد تعاریف و مفاهیم بیان به فصل این در

است. [38] ،[25] ،[13] ،[7] ،[1] مراجع از برگرفته فصل

یادآوري 1.1
M بر مماس فضاي TpM ،p ∈ M هر ازاي به و است هموار منیفلد یک M کنیم فرض .1.1.1 تعریف

می�نامیم. M بر مماس فضاي را آن و T M := ∪p∈MTpM می�دهیم قرار باشد، p در

صورت به شده تعریف π نگاشت .2.1.1 تعریف π : T M −→ M

[α] 7−→ α(0)
می�نامیم. T M طبیعی تصویر نگاشت را

هرگاه: می�نامیم، M روي V نمونه فیبر با برداري کلاف یک را (E, π, M,V) 4تایی .3.1.1 تعریف
می�نامیم. E کلاف رتبه را k باشند. k−بعدي برداري فضاي یک V و هموار منیفلد دو E و M الف)

باشد. پوشا و C∞ ،π : E −→ M ب)

1



2 مقدماتی تعاریف .1 فصل

نقطه در E فیبر را Ep باشد. k−بعدي برداري فضاي یک Ep := π−1(p) ،p ∈ M هر ازاي به ج)

می�نامیم. p

چنان φ : π−1(U) −→ U ×V دیفئومورفیسم و p حول U باز همسایگی یک ،pϵM هر ازاي به د)

این در باشد. خطی ایزومورفیسم یک φ|Eq : Eq −→ {p} × V ، q ∈ U هر ازاي به که باشد موجود

می�نامیم. E براي کلافی کارت یک را (φ,U) زوج حالت

(T M, π, M,Rn) برداري کلاف�هاي باشد، n-بعدي هموار منیفلد یک M کنیم فرض .4.1.1 تعریف
می�نامیم. M کتانژانت کلاف و M مماس کلاف ترتیب به را (T M∗, π, M,Rn∗) و

می�دهیم. نمایش T M∗ با را کتانژانت کلاف و T M با را مماس کلاف قرارداد:

نماد با را ω خارجی مشتق ، X1, · · · , Xk+1 ∈ χ(M) و ω ∈ Ak(M) کنیم فرض .5.1.1 تعریف
می�کنیم: تعریف زیر صورت به و می�دهیم نمایش dω

dω(X1, · · · , Xk+1) :=
k+1∑
i=1

(−1)i−1Xiω(X1, · · · , Xi−1, Xi+1, · · · , Xk+1)

+
∑

1≤i< j≤k
(−1)i+ jω([Xi, X j], X1, · · · , Xi−1, Xi+1, · · · , X j−1, X j+1, · · · Xk+1)

است. X j و Xi لی کروشه [Xi, X j] آن در که

داریم: X ∈ χ(M) و f ∈ C∞(M) هر براي

d f (X) = X. f =
∂ f
∂X j dx j.

: d عملگر ویژگی چند
(i). d(Ak(M)) ⊆ Ak+1(M)

(ii). ∀ω ∈ Ak(M), η ∈ Al(M), d(ω∧η) = dω∧η+(−1)1×kω∧dη

(iii). d◦d = 0
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می�دهیم: قرار باشد، X ∈ χ(M) کنیم فرض .6.1.1 تعریف iX : A(M) −→ A(M)

ω 7−→ iX(ω)

داریم: ω ∈ Ak(M) هر ازاي به آن در که

iX(ω)(X1, · · · , Xk−1) := ω(X, X1, · · · , Xk−1) ∀X1, · · · , Xk−1 ∈ χ(M)

گوییم. X برداري میدان در ادغام را iX عملگر

: iX عملگر ویژگی چند
(i). ∀ f ∈ C∞(M), iX : A0(M) −→ A−1(M), iX( f ) = 0

(ii). ∀X, Y ∈ χ(M), iX◦iY = −iY◦iX

(iii). ∀X ∈ χ(M),∀ f ∈ C∞(M), i f X = f iX

(iv). ∀ω ∈ Ak(M),∀ f ∈ C∞(M), iX( fω) = f iX(ω).

(v). ∀ω ∈ Ak(M),∀η ∈ Al(M), iX(ω∧η) = iX(ω)∧η+(−1)kω∧η

محاسباتی در قبل) صفحه خارجی(در مشتق عملگر ویژگی�هاي همچنین و ادغام عملگر ویژگی�هاي این

دارند. کاربرد بسیار می�شود، آورده بعد فصل�هاي در که

می�کنیم. استفاده iX(ω) نماد جاي به i(X)(ω) نماد از پس این از قرارداد:

ریمانی هندسه از مقدماتی 2.1
اندیس فرمولی در اگر که معنا این به است، شده استفاده اینشتین جمع�بندي قرارداد از پایان�نامه این در

عنوان به است. اندیس آن تغییرات دامنه در اندیس آن روي بستن جمع معناي به باشد برابر پایین و بالا

. yiN j
i =
∑n

i=1 yiN j
i مثال:

متر یک را M روي g ,0)−تانسور 2) باشد. n−بعدي هموار منیفلد یک M کنیم فرض .1.2.1 تعریف
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هرگاه: گوییم، ریمانی

باشیم: داشته X,Y ∈ χ(M) هر به�ازاي یعنی باشد، متقارن g الف)

g(X, Y) = g(Y, X)

باشیم: داشته X ∈ χ(M) هر به�ازاي یعنی باشد، معین مثبت g ب)

g(X, X) = 0⇐⇒ X = 0 , g(X, X) ≥ 0

می�نامیم. ریمانی منیفلد یک را (M, g) زوج صورت این در

صورت این در باشند، (xh,U)کارت به وابسته موضعی طبیعی برداري میدان�هاي ∂i =
∂

∂xi فرضکنیم

gi j := g(∂i, ∂ j) دهیم: قرار و باشند M روي برداري میدان دو Y = Y j∂ j و X = Xi∂i هرگاه

کارت به نسبت g تانسوري میدان موضعی مولفه�هاي را giها j .g(X,Y) = gi jXiY j داریم: آنگاه

می�نامیم. (xh,U)

. S i jk = S h
jk ghi مثال: می�کنیم. استفاده gi j از اندیس�ها کردن پایین و بالا براي پایان�نامه این در

تابع به است، n−بعدي هموار منیفلد یک M کنیم فرض .2.2.1 تعریف

∇ : χ(M) × χ(M)→ χ(M)

(X, Y) 7→ ∇Y
X

به و X1, X2,Y ∈ χ(M) هر ازاي به هرگاه می�گوییم، M روي خطی التصاق یا کواریان مشتق یک

باشند: برقرار زیر شرایط f ∈ C∞(M) هر ازاي

1)∇Y1+Y2
X = ∇Y1

X +∇
Y2
X

2)∇Y
X1+X2 = ∇

Y
X1+∇

Y
X2

3)∇ f Y
X = (X. f )Y+ f∇Y

X
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4)∇Y
f X = f∇Y

X

گوییم. آفین منیفلد یک را (M,∇) زوج

می�دهیم: قرار باشد، M کارت یک (x,U) و آفین منیفلد یک (M,∇) کنیم فرض .3.2.1 تعریف

∇

∂

∂x j
∂

∂xi

= γk
i j
∂

∂xk

داریم: واقع در می�نامیم. (x,U) کارت به نسبت ∇ کریستوفل نمادهاي را ها γk
i j

γk
i j = dxk

(
∇

∂

∂x j
∂

∂xi

)
.

تابع باشد، آفین منیفلد یک (M,∇) کنیم فرض .4.2.1 تعریف T : χ(M) × χ(M) −→ χ(M)

(X,Y) 7−→ T (X,Y)

ضابطه با

T (X,Y) = ∇Y
X − ∇

X
Y − [X,Y]

می�نامیم. ∇ التصاق تاب را

.γk
i j = γ

k
ji معادل طور به یا T = 0 هرگاه گوییم، آزاد تاب را ∇ التصاق .5.2.1 تعریف

می�نامیم، g متر با سازگار خطی∇را التصاق باشد، ریمانی منیفلد یک (M, g) فرضکنیم تعریف6.2.1.
.([38] (مرجع ∇Xg = 0 باشیم: داشته χ(M) به متعلق X هر ازاي به یعنی ،∇g = 0 هرگاه

این در است، ریمانی منیفلد یک (M, g) کنیم فرض ریمانی): هندسه اساسی (قضیه .7.2.1 قضیه
باشد. g متر با سازگار و آزاد تاب بطوریکه دارد وجود M روي التصاق یک فقط و یک صورت
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.[42] یا [40] مرجع اثبات.

زیر کریستوفل نمادهاي داراي که می�نامیم g متر لوي-چویتاي التصاق را فرد به منحصر التصاق این

است:

γk
i j =

1
2gkl{ gil

∂x j +
gl j

∂xi −
gi j

∂xl
}

است. آفین هندسه از خاصی حالت ریمانی هندسه بنابراین

[40] و [24] به التصاق�ها عملکرد نحوه و پیدایش چگونگی تاریخچه، مورد در بیشتر اطلاعات کسب براي

شود. مراجعه

هاچ∗ عملگر
داریم: آنجایی�که از xi به x̄i مختصات تغییر در

∂

∂x̄i =
∂x j

∂x̄i
∂

∂x j

از است عبارت ژاکوبین ماتریس

J =
(∂x
∂x̄

)
=


∂x1
∂x̄1 · · ·

∂x1
∂x̄n

...
...

∂xn

∂x̄1 · · ·
∂xn

∂x̄n


هرگاه می�شود، نامیده w وزن از (p, q) مرتبه از نسبی تانسور یک مولفه�هاي T

i1···ip
j1··· jq .8.2.1 تعریف

کند: تغییر زیر صورت به x̄i به xi تبدیل تحت

|J|w ∂x̄i1

∂xα1
· · · ∂x̄ip

∂xαp

∂xβ1

∂x̄ j1
· · · ∂xβq

∂x̄ jq
T
α1···αp
β1···βq

= T̄
i1···ip
j1··· jq.

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را εi1···in جایگشتی نمادهاي .9.2.1 تعریف

εi1···in = ε
i1···in =


+1 باشد (1, · · · , n) زوج جایگشت یک (i1 · · · in)اگر
−1 باشد (1, · · · , n) فرد جایگشت یک (i1 · · · in)اگر
0 صورت این غیر در
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تانسور یک مولفه�هاي εi1···in و −1 وزن با کواریانت نسبی تانسور یک مولفه�هاي εi1···in صورت این در

.([38] (مرجع هستند +1 وزن با کنتراواریانت نسبی

ω = 1
p!ωi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ و n−بعدي ریمانی هموار منیفلد یک M کنیم فرض .10.2.1 تعریف

بین یک به یک تناظر یک که می�کنیم تعریف طوري را ∗ω ∈ An−p(M) است، p−فرم یک dxip

می�دهیم: قرار موضعی طور به سازد، برقرار An−p(M) و Ap(M)

∗(dxi1 ∧ · · · ∧ dxip) :=
√

G
(n − p)!

gi1l1 · · · giplpεl1···lplp+1···lndxlp+1 ∧ · · · ∧ dxln

نتیجه در

∗ω =
√

G
p!(n − p)!

ωl1···lpεl1···lplp+1···lndxlp+1 ∧ · · · ∧ dxln

است. (gi j) ماتریس دترمینان G آن در که

است. خارجی هم�مشتق عملگر نمودن تعریف هاچ عملگر کاربرد مهم�ترین

M ریمانی منیفلد روي p−فرم یک ω = 1
p!ωi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip کنیم فرض .11.2.1 تعریف

می�کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان δω با را ω خارجی هم�مشتق است،

δω =
−1

(p − 1)!(g ji∇ jωii2···ip)dxi2 ∧ · · · ∧ dxip

داریم: بنابراین است، p)−فرم − 1) یک δω

δ : Ap(M) −→ Ap−1(M)

. δ f = 0 می�دهیم: قرار f ، C∞ توابع براي یعنی p = 0 براي

نمود(مرجع تعریف نیز δ = (−1)k ∗−1 d∗ صورت به می�توان را Ak(M) روي خارجی هم�مشتق عملگر

.([38] (مرجع δ ◦ δ = 0 داریم: δ عملگر براي .([5]

لاپلاس-درام عملگر
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منیفلد روي p−فرم�هاي روي زیر صورت به و داده نشان ∆ با را لاپلاس-درام عملگر .12.2.1 تعریف
می�کنیم: تعریف M ریمانی ∆ : Ap(M) −→ Ap(M)

∆ := (d + δ)2

خطی غیر التصاق 3.1
داریم: را زیر نگاشت صورت دراین باشد، T M طبیعی تصویر نگاشت π کنیم فرض

π∗ : T (T M) −→ T M

می�دهیم: قرار

VT M := ∪v∈T MKerπv
∗

می�نامیم. T M روي قائم برداري کلاف را VT M

VT M براي HT M متمم توزیع یک از است عبارت T M روي خطی غیر التصاق یک .1.3.1 تعریف
دیگر عبارت به ،TT M روي

TT M = VT M ⊕ HT M (1.1)

می�نامیم. افقی برداري کلاف را HT M

(1.1) تجزیه با متناسب پایه یک معرفی به حال است، TT M براي پایه یک
{ ∂
∂xi ,

∂

∂yi

}
که می�دانیم

صورت این در باشد، T M به TvT M از طبیعی تصویر نگاشت πv
∗ اگر می�پردازیم. TT M براي

πv
∗ := TvT M −→ T M

πv
∗(

∂

∂xi ) =
∂

∂xi , π
v
∗(
∂

∂yi ) = 0


