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چکیده

شده ثابت است. بوده توجه مورد گره�ها نظریه پیدایش ابتداي از S٣ یا R٣ در گره یک متمم درباره پژوهش
دست به S٣ در پیوند یک حول نابدیهی دن تشریح از همبند و بسته پذیر جهت بعدي، سه منیفلد هر که است
بار نخستین می�شود. مشخص بعدي سه منیفلدهاي و (پیوندها) گره�ها بین اساسی ارتباط که اینجاست می�آید
نوع دو که زد حدس او داد. نشان پره سه گره متمم بنیادي گروه محاسبه طریق از را نابدیهی گره وجود تیتز
این لوکه و گوردن ١٩٨٨ سال در باشند. هومئومورف هم با آن�ها متمم�هاي اگر فقط و اگر برابرند گره�ها از
بررسی بعدي سه منیفلدهاي عنوان به گرهی متمم�هاي �از ویژگی�هایی� نامه پایان این در کردند. ثابت را حدس
دریک را گره متمم و نمی�شود محدود S٣ یا R٣ در گره متمم بررسی به اخیر سالهاي در پژوهش��ها است. شده

می�دهد. قرار بررسی مورد نیز بعدي سه منیفلد
پذیري (جهت دیفرانسیل هندسه همولوژي،...)، گروه بنیادي، (گروه جبري توپولوژي از مقدماتی به اول فصل

است. شده داده اختصاص تافته...) و پیوند (گره، گره�ها نظریه و انحنا) و
همچنین می�کنیم. ثابت را تیتز حدس اثبات به مربوط قضیه�اي گره، براي P خاصیت تعریف با دوم فصل
معرفی را Mمی�باشد در هذلولوي غیر گره K و عدسی Mفضاي که (M,K) زوج�هاي از نامتناهی خانواده

می�شوند. مشخص لنزي فضاي همین در متمم�هایشان بوسیله گره�ها این که کرد خواهیم ثابت و می�کنیم
شاخصی هم و شاخه�اي پوشش اوربیفلد�ها، منیفلد�ها، هندسی ساختار�هاي مورد در را مطالبی سوم فصل در
متمم از استفاده با هذلولوي منیفلد�هاي بندي دسته چگونگی بررسی به آنها از استفاده با و کرده بیان گره�ها

می�پردازیم. هذلولوي گره�هاي
آنها بررسی مجال نامه پایان این در که سوم و دوم فصل�هاي با مرتبط رویکرد�هاي سایر چهارم فصل در نهایتا

می�کنیم. بیان را باشد مبحث این در تحقیقات ساز زمینه� می�تواند موضوع با ارتباط جهت به اما نشد فراهم
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1 فصل

اولیه مفاهیم

م�ͳگردند. مطرح اختصار به هستند ضروری نامه پایان در که نیاز پیش مفاهیم فصل این در

توپولوژیجبری از ͳمقدمات مفاهیم ١.١

دو بین وپوشش مجموعه روی گروه عمل همولوژی، گروه بنیادی، گروه مورد در اختصار به بخش این در

م�ͳکنیم. بیان را مطالبی Έتوپولوژی فضای

فضای به X Έتوپولوژی فضای از پیوسته ͳتوابع f, g : X −→ Y اگر (هموتوپی) .١.١.١ تعریف

باشد موجود چنان F : X× I −→ Y پیوسته نگاشت هرگاه هموتوپ�اند f, g گوییم باشند Y Έتوپولوژی

هموتوپی Έی را F اینجا در .F (x,١) = g(x), F (x,٠) = f(x) باشیم داشته x ∈ X هر برای که

بودن هموتوپ و م�ͳدهیم نمایش F (x, t) = ft(x), t ∈ I = [٠,١] با اختصار به و م�ͳنامیم f, g بین

م�ͳدهیم. نشان f ≃ g نماد با را f, g

هموتوپی را آنها مابین هموتوپی و است هموتوپ پوچ- f گوییم باشد ثابت تابع با هموتوپ f تابع اگر

گوییم. پوچ

f : I −→ X پیوسته نگاشت x١ به x٠ Xاز در f راه از مقصود Xباشند فضای از نقطه دو x١ و x٠ اگر

شهودی طور (به ١است. ساده f گوییم باشد Έی به Έی f اگر .f(١) = x١ ، f(٠) = x٠ که هست

باشد). نداشته ͳاشتراک خود مسیر یا راه اگر

١simple

١



هموتوپ را g و f راه�های آنگاه باشند x١ به x٠ از راه دو f, g اگر (ͳراه (هموتوپی .٢.١.١ تعریف

که باشد موجود F : I × I −→ X پیوسته نگاشت هرگاه گوییم

F (s,٠) = f(s), F (s,١) = g(s), F (٠, t) = x٠, F (١, t) = x١

م�ͳکنند. استفاده f ≃p g نماد واز م�ͳنامند g و f بین ͳراه هموتوپی را F

(ترکیب f ∗ g آنگاه باشد x٢ به x١ از X در ͳراه g و x١ به x٠ از X در ͳراه f اگر تعریف٣.١.١.

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به h مانند ͳراه عنوان به را ( g و f

h(s) =


f(٢s) ٠ 6 s 6 ١

٢
g(٢s− ١) ١

٢
6 s 6 ١

[f ] ͳیعن م�ͳدهیم نمایش [f ] با را ≃p رابطه تحت f رده آنگاه باشد x١ به x٠ از X در ͳراه f اگر

Έی راه�ها ترکیب عمل م�ͳشود. ختم x١ وبه شروع x٠ از که هست X در f با هموتوپ راه�های همه شامل

.[f ] ∗ [g] = [f ∗ g] ͳیعن م�ͳکند القاء راه�ها هموتوپی رده�های همه مجموعه روی عمل

که ͳراه باشد آن از نقطه�ای x٠ و Έتوپولوژی فضای Έی X کنید فرض بنیادی) (گروه تعریف١.١.۴.

ͳراه هموتوپی رده�های مجموعه م�ͳشود. نامیده x٠ پایه بر کمند Έی را م�ͳشود ͳمنته x٠ به و شروع x٠ از

π١(X, x٠) نماد با و نامیده x٠ پایه نقطه به نسبت X بنیادی گروه ∗ عمل با X در x٠ پایه بر کمندهای

م�ͳشود. داده نشان

X از عضوی ازای به و باشد ͳراه همبند فضایی هرگاه گوییم ساده همبند را X فضای تعریف١.١.۵.

باشد. ͳبدیه π١(X, x٠) گروه x٠ مانند

است. (Z,+) ͳیعن است ͳنامتناه دوری گروه (S١) دایره بنیادی گروه .۶.١.١ قضیه

شود. رجوع [۴۶] به اثبات.

گروه بین زیر رابطه آنگاه y٠ ∈ Y و x٠ ∈ X باشند، Έتوپولوژی فضای دو Y و X اگر .٧.١.١ قضیه

است: برقرار آنها بنیادی

π١(X × Y, x٠ × y٠) ∼= π١(X, x٠)× π١(Y, y٠)

٢



شود. رجوع [۴۶] به اثبات.

Z٢ با ایزومورف T ٢ = S١ × S١ دوبعدی چنبره بنیادی گروه فوق قضیه دو به توجه با .٨.١.١ مثال

است.

هرگاه ٢گوییم نشاننده را f : X −→ Y نگاشت باشند Έتوپولوژی فضای دو Y و X کنید فرض

باشد. همئومورفیسم f : X −→ f(X)

به نشاننده Έی اگر ایزوتوپ�اند f٠, f١ : X −→ Y نشاننده دو ([٧] (ایزوتوپی .٩.١.١ تعریف

و x ∈ X هر برای و (x, t) 7→ (f(x, t), t) که باشد داشته وجود F : X × I −→ Y × I صورت

حافظ ایزوتوپی Fرا نگاشت .f(x,٠) = f٠(x), f(x,١) = f١(x) باشیم داشته t ∈ I = [٠,١]

گوییم. f١ و f٠ دهنده اتصال که سط

هستند. متفاوت بودنشان گره�دار در آنها اگرچه باشند ایزوتوپ م�ͳتوانند S١ −→ S٣ نشاننده دو هر

م�ͳدهد. واض�ترنشان را مطلب این زیر شل

م�ͳشود. منقبض نقطه Έی در پیوسته طور به گره�دار ناحیه هر :١.١ شل

اگر گوییم ͳمحیط ایزوتوپ f٠, f١ : X −→ Y نشاننده دو ([٧] ͳمحیط (ایزوتوپ تعریف١٠.١.١.

سط حافظ ایزوتوپی

H : Y × I −→ Y × I, H(y, t) = (ht(y), t)

باشد. داشته وجود f١ = h١f٠, h٠ = idY شرایط با

٢embeding

٣



تعریف F (x, t) = (ht f٠(x), t) ضابطه با f١ و f٠ دهنده اتصال F ایزوتوپی ،ͳمحیط ایزوتوپی Έی

م�ͳگیرد) قرار استفاده مورد سه بخش در فوق تعریف م�ͳکند.(دو

بیان را و... زنجیر سادک، قبیل از را زیر ͳمقدمات تعاریف ابتدا همولوژی گروه مفهوم ͳبررس برای

م�ͳکنیم.

که بعدی q محدب پوسته از است عبارت ∆q استاندارد ͳهندس سادک q (سادک) .١١.١.١ تعریف

E٠ = (٠, ...,٠), E١ = (١, ...,٠), ...Eq = و م�ͳشود ساخته Rq فضای در E٠, ...Eq نقاط توسط

م�ͳشوند. نامیده سادک این رئوس (٠, ...,١)

E١ و E٠ واصل خط (١∆)پاره بعدی Έی سادک و است. نقطه (∆٠) بعدی سادکصفر مثال طور به

م�ͳباشد.

X در تکین سادک qΈی باشد Έتوپولوژی فضای ΈیX کنید فرض تکین) (سادک تعریف١٢.١.١.

.σ : ∆q −→ X پیوسته نگاشت از است عبارت

تکین سادک�های q همه وسیله به که م�ͳگیریم نظر در را Sq(X) آزاد مدول R باشد حلقه Έی R اگر

بین در σ و vσ ∈ R که است Σσvσ σ از ͳخط ترکیب صورت به Sq(X) عضو هر آنگاه است آمده پدید

ͳیعن م�ͳکند تغییر تکین سادک�های

Sq(X) = {Σσvσ σ ∈ X|vσ ∈ R, σ : ∆q −→ X}

گوییم. تکین زنجیر q را Sq(X) اعضای

ها σ(i) و است زنجیر q − ١ Έی که ∂(σ) = Σq
i=(١−)٠iσ(i) از است عبارت σ تکین سادک q مرز

ͳهمریخت به را مرز نگاشت م�ͳتوانیم م��ͳآیند. بدست σ از ام iراس حذف از هستند تکین سادک�های q−١

q − ١، ∂(σ)) دهیم. توسیع ∂(Σvσ σ) = Σvσ ∂(σ) ضابطه با ∂ : Sq(X) −→ Sq−١(X) ͳمدول

گوییم مرز را C تکین زنجیر q ضمنا گوییم دور Έی ∂C = ٠ که را C تکین زنجیر q است.) زنجیر

تعریف صفر زنجیر، صفر Έی مرز q = ٠ برای است تکین زنجیر q + ١ Έی C ′ که C = ∂(C ′) هرگاه

م�ͳشود.

∂∂ = ٠ .١٣.١.١ لم

شود. رجوع [۴۶] به اثبات.

۴



Bq با را مرزها همه مجموعه م�ͳشود داده نشان Zq با که م�ͳدهند مدول RΈی تشیل دور�ها مجموعه

کنید دقت .∂C = ∂∂(C ′) = ٠ آنگاه C = ∂(C ′) اگر زیرا است Zq مدول زیر Έی که م�ͳدهیم نشان

م�ͳنامند X برای تکین همولوژی مدول امین q را Zq

Bq

ͳقسمت خارج مدول حال . است صفر دور Έی مرز

م�ͳدهیم. نشان Hq(X) اختصار به یا و Hq(X,R) با را آن که

که [α] = α + Bq صورت به همرده�ها گوییم. همولوژی رده یا همولوژی کلاس را Hq(X) عناصر

آنها تفاوت اگر گوییم همولوگ را βو α صورت این در باشند α, β ∈ Zq کنید فرض م�ͳباشند. α ∈ Zq

وم�ͳنویسیم همولوژی�اند یΈکلاس به متعلق β و αاین�صورت در α−β ∈ Bq ͳیعن باشد ناحیه Έی مرز

.α ∼ β

گروه�های مثال عنوان به م�ͳنامیم. همولوژی گروه را تکین همولوژی مدول R آنگاه R = Z چنانچه

هستند زیر صورت به T ٢ چنبره و S١ دایره همولوژی

Hn(S
١) =


Z n = ٠,١

٠ n > ٢

Hn(T
٢) =


Z⊕ Z n = ١

Z n = ٠,٢

٠ n > ٣

جا�به�جا�گر� زیرگروه به بنیادی گروه قسمت توپولوژیXΈخارج فضای اول همولوژی گروه .١۴.١.١ قضیه

دارد. وجود π١(X)و H١(X) ٣بین همومورفیسم همواره و H١(X) =
π١(X)

[π١, π١]
ͳباشد.یعن�ͳم آن

شود. رجوع [۵] به اثبات.

هرگاه گوییم همولوژی کره Xرا بسته و همبند بعدی، سه منیفلد ([٣٧] همولوژی (کره تعریف١.١.١۵.

باشد. H١(X) = ٠

هرگاه گوییم هموتوپی کره Xرا بسته و همبند بعدی، سه منیفلد ([٣٧] هموتوپی (کره تعریف١.١.١۶.

باشد. π١(X) = ٠

هستند. همولوژی کره هموتوپی، کره�های که است واض

م�ͳشود. استفاده (ͳهمریخت) ͳهمسان از همومورفیسم جای به متون از ͳبعض ٣در

۵



نگاشت باشد گروه Έی Γ و مجموعه X کنید فرض مجموعه) Έی روی گروه (عمل تعریف١٧.١.١.

: اگر گوییم X بر Γ عمل Έرای f : Γ×X −→ X

f(e, x) = x ، x ∈ X عضو هر و e ∈ Γ ͳخنث عضو الف)برای

.f(γ, f(η, x)) = f(γ.η, x) باشیم داشته x ∈ X عضو هر برای و Γ از η و γ دلخواه عضو�های برای ب)

x ∈ X هر برای هرگاه م�ͳشود نامیده آزاد X مجموعه روی Γ گروه عمل آزاد) (عمل تعریف١٨.١.١.

ͳهمان γ شود نتیجه γx = x از x ∈ X برای اگر معادل بیان به η = γ که شود نتیجه γx = ηx که

است.

هر هرگاه گوییم سره ناپیوسته را X فضای روی Γ گروه عمل سره) ناپیوسته عمل ) .١٩.١.١ تعریف

Γ گروه ͳهمان عضو e) γU ∩ U ̸= ∅ =⇒ γ = e که طوری به باشد U باز ͳΎهمسای دارای x نقطه

است).

x ∈ X عضو هر برای کند Xعمل مجموعه روی Γ فرضکنید یΈعضو) ساز (پایدار تعریف٢٠.١.١.

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت وبه م�ͳدهیم نشان Γx رابا x ساز پایدار

Γx = {γ ∈ Γ | γ(x) = x}

هردو ͳیعن باشد مسیری توپولوژیΈهمبند Mفضای [٣١])فرضکنید ͳپوشش (فضای تعریف٢١.١.١.

M ͳپوشش فضای M̃ مسیری همبند Έتوپولوژی فضای شوند متصل هم به ساده مسیری توسط آن نقطه

اگر است

باشد. داشته وجود P : M̃ −→M پیوسته نگاشت (١)

که طوری به باشد موجود m از Um باز ͳΎهمسای m ∈M هر برای (٢)

ͳیعن باشد M̃ در باز مجموعه�های از F = {Wα} از مجزایی اجتماع P−١(Um) (الف)

P−١(Um) = ∪Wα∈FWα (⋆)

باشد. Wαهمئومورفیسم برای P |Wα : Wα −→ Uα (ب)

معکوس تصویر دو وقسمت (⋆) به توجه با است. ͳپوشش نگاشت P گوییم باشد برقرار فوق شرایط اگر

باشد ͳنامتناه است ممن نقاط تعداد م�ͳباشد ۴ تنها نقاط از ͳاجتماع m ∈ M نقطه Έی از P−١(m)

۴isolated

۶



باشد n برابر P−١(m) نقاط تعداد اگر این بر علاوه م�ͳشود. نامیده پوشش درجه، نقاط مجموعه این مرتبه

Mم�ͳباشد. از لایه�ای n یا ͳبرگ nپوشش M̃

باشد. ساده همبند M̃ هرگاه گوییم ͳجهان را P : M̃ −→M )پوشش ͳجهان (پوشش تعریف٢٢.١.١.

هم را P ′ : M ′ −→ Mو P : M̃ −→ M پوشش دو پوشش�ها) ارزی (هم .٢٣.١.١ تعریف

.P ◦ h = P ′ طوریه به باشد موجود h :M ′ −→ M̃ مانند ͳهمئومورفیسم هرگاه گوییم ارز(معادل)

همئومورفیسم باشد ͳپوشش نگاشت P : M̃ −→ Mکنید فرض (ͳپوشش (تبدیل .٢۴.١.١ تعریف

تشیل ترکیب عمل با تبدیلات این باشد. P ◦D = P هرگاه گوییم ͳپوشش تبدیل را D : M̃ −→ M̃

کند. عمل ͳپوشش فضای روی م�ͳتواند گروه این م�ͳهیم نمایش Aut(M̃, P ) با را آن که م�ͳدهند گروه

ͳیعن) m̃ آن mوبالابر ∈M ونقطه P : M̃ −→M ͳپوشش نگاشت منظم) (پوشش تعریف١.١.٢۵.

اگر م�ͳکند. القاء را P∗ : π١(M̃, m̃) −→ π١(M,m) همومورفیسم P بΎیرید. نظر در (P−١(m)

گوییم. نرمال یا منظم را پوشش آنگاه باشد نرمال π١(M,m) در P ∗ π١(M̃, m̃)

اگر باشد. دوری π١(M)

P∗π١(M̃)
هرگاه است دوری P : M̃ −→ M ͳپوشش نگاشت .٢۶.١.١ نکته

ͳمتناه دوری پوشش π١(M)

P∗π١(M̃)
∼= Zn اگر مشابه طور به است ͳنامتناه دوری پوشش π١(M)

P∗π١(M̃)
∼= Z

[٣٧] است. n مرتبه از

نگاشت Έی f اگر بΎیرید نظر در را p : M̃ −→M دلخواه نگاشت بالابر) (نگاشت تعریف٢٧.١.١.

باشد. p ◦ f̃ = f هرگاه گوییم f بالابر را f̃ : X −→ M̃ نگاشت Mباشد به X فضای از پیوسته

دیفرانسیل هندسه از ͳمفاهیم ٢.١

کرد. خواهیم اثبات و بیان را مطالبی منیفلد انحنای مفهوم و منیفلد پذیری جهت مورد در بخش این در

٧



از مقط΄ Έی باشد. آن مماس کلاف TM و بعدی n منیفلد M کنید فرض (مقط΄) .١.٢.١ تعریف

دامنه از m ∈ M نقطه هر به که X : M −→ TM نگاشت از است عبارت π : TM −→ M تابع

پذیر دیفرانسیل تابع Έی دامنه� با دامنه این اگر م�ͳکند وابسته m نقطه در را Xm مماس بردار خودش

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به اشتراک روی را Xf آنگاه باشد داشته اشتراک f :M −→ R

Xf :M −→ R

م�ͳکند. وابسته (Xm)f به را m که

باشد. پذیر دیفرانسیل Xf توابع همه اگر Mگوییم در برداری میدان را X مقط΄

به را m که ∂

∂xi
: U −→ TU تابع بΎیریم نظر در m ∈M نقطه حول را (x, U) کارت اگر مثال برای

برای ( ∂
∂xi

)m واق΄ در .( ∂
∂xi

)f =
∂f

∂xi
که م�ͳکند تعریف را برداری میدان Έی م�ͳکند وابسته ( ∂

∂xi
)m

که طوری به Mباشد از دیΎری کارت (y, V ) اگر م�ͳدهند. TmM برای پایه Έی تشیل i = ١, ..., n

.(i, j = ١, ..., n) و ∂

∂yj
=

∑ ∂xi

∂yj
∂

∂xi
داریم U ∩ V ناحیه در U ∩ V ̸= ∅

در اگر گوییم مستقل را M از U باز مجموعه زیر روی برداری میدان�های از X١, ...Xr مجموعه Έی
∂

∂x١
, ...,

∂

∂xn
مثال باشند.برای TmM از ͳخط مستقل بردارهای X١m, ..., Xrm ،m ∈ U نقطه هر

دامنه هر روی ͳمعین مستقل برداری میدان�های درنتیجه است. مستقل مجموعه x کارت از U دامنه روی

دارند. وجود ͳمختصات

از U باز زیرمجموعه روی X١, ..., Xn مستقل برداری میدان n از مرتب مجموعه Έی تعریف٢.٢.١.

سازی موازی سرتاسری طور به که منیفلد Έی م�ͳنامیم. U روی ۵ سازی موازی را M بعدی n منیفلد

گوییم. ۶ پذیر موازی را م�ͳپذیرد

مشخص ∂

∂x
با که م�ͳدهند xکارت دامنه روی سازی موازی تشیل ∂

∂x١
, ...,

∂

∂xn
برداری میدان�های

م�ͳکنیم.

مرتب مجموعه از است عبارت V ͳحقیق برداری eدرفضای تایی nقابΈ[۶])ی (قاب تعریف٣.٢.١.

صورت بدین آنها رابطه باشند V برای قاب دو e′ و e اگر .V در ͳخط مستقل بردارهای از e١, ..., en

۵parallelization

۶parallelizable

٨



است:

e′j =
∑

Ai
j ei, (i, j = ١, ..., n)

تعریف زیر صورت به را ارزی هم رابطه e′ و e قاب دو است.بین پذیر وارون ماتریس Έی A = [Ai
j] که

م�ͳکنیم:

e ∼ e′ ⇔ detA > ٠

Έی را ارزی هم کلاس هر م�ͳکند. تقسیم ارزی هم کلاس دو به را بعدی n قاب�های ارزی هم رابطه این

گوییم. V برای جهت

θ : تابع از است عبارت M پذیر دیفرانسیل منیفلد در جهت Έپذیر)ی جهت (منیفلد .۴.٢.١ تعریف

دیفرانسیل (شرط م�ͳکند. صدق پذیری دیفرانسیل شرط در که م�ͳباشد TmM برای ͳجهت θm mکه 7→ θm

U روی ساز موازی مقادیر بوسیله θ مقادیر که باشد U ͳΎهمسای دارای θ دامنه در نقطه هر ͳیعن پذیری

است. پذیر جهت منیفلد گوییم بپذیرد جهت سرتاسری طور به منیفلد Έی هرگاه شود). مشخص

پذیر موازی منیفلدها�ی بنابراین مشخصم�ͳکند دامنه�اش روی را یΈجهت ساز موازی Έی مثال٢.١.۵.

هستند. پذیر جهت

مشخص ∂

∂x
ساز موازی بوسیله M منیفلد روی x کارت از U دامنه روی جهت Έی .۶.٢.١ مثال

مطالبی به توجه با م�ͳشود. مشخص ∂

∂y
بوسیله y کارت از V دامنه روی جهت Έی مشابه طور م�ͳشود.به

آنها بنابراین و |∂x
∂y

| = det|∂x
i

∂yj
| > ٠ اگر فقط و اگر هستند موافق U ∩ V روی جهت دو شد ذکر که

از ͳاطلس بوسیله M منیفلد روی جهت نتیجه در م�ͳکنند. تعریف U ∩ V روی را جهت Έی همدیΎر با

م�ͳشود. مشخص |∂xα
∂xβ

| > ٠ که طوری به Uα ∩ Uβ اشتراک هر روی Uα دامنه Mبا از xα کارت�های

مشخص −ζ با را ودیΎری ζ رابا ازآنها ͳی که م�ͳپذیرد را جهت دو فقط ͳحقیق برداری فضای Έی

م�ͳکنیم.

−θ : m 7→ −θm تابع سپس باشد M منیفلد روی سرتاسری جهت Έی θ : m 7→ θm کنید فرض

Mم�ͳباشد. روی سرتاسری جهت Έی همچنان

باشد U دامنه با M روی جهت Έی θ′ و باشد M منیفلد روی جهت Έی θ کنید فرض .٧.٢.١ گزاره

م�ͳشود. محدود −θ یا θ به θ′ آنگاه باشد همبند U اگر

٩



را s ∈ S دلخواه نقطه .θm = θ′m که طوری به باشد m ∈ M نقاط مجموعه S کنید فرض اثبات.

Xi′ , Xi(i = ١, ..., n)ساز�های موازی با s از V ′ و V همسای�ͳΎهای بوسیله θ′ و θ توابع م�ͳکنیم. انتخاب

detA : M −→ R پذیر دیفرانسیل تابع و X ′
j =

∑
Ai

jXi داریم V ∩ V ′ ناحیه در م�ͳشود. مشخص

این روی درنتیجه است detA > ٠ s از ͳΎهمسای روی بنابراین است (detA)s > ٠ طوریه به داریم را

تصویر S).باشد�ͳم U از فضایی زیر Mو از بازی زیرمجموعه Έی S مجموعه θ.پس = θ′ همسای�ͳΎها

mاست ∈ U نقاط مجموعه U −S مجموعه است) دترمینال پذیر دیفرانسیل تابع تحت معکوس(∞,٠)

نتیجه است همبند U چون اما است باز U در مجموعه این که م�ͳدهد نشان مشابه بحث .θm = −θ′m که

م�ͳشود. محدود θ یا −θ به θ′ بنابراین است U خود یا ͳته S که م�ͳدهد

م�ͳپذیرد. را جهت دو فقط همبند پذیر جهت منیفلد .٨.٢.١ گزاره

.U =M دهیم قرار ͳقبل گزاره در است ͳکاف اثبات.

است. پذیر دیفرانسیل منیفلد�های برای ناوردا Έی پذیری جهت کنید توجه

رابه −M و م�ͳکنیم فرض وهمبند پذیر جهت را M منیفلد ودو Έی فصل سرتاسر در .٩.٢.١ ملاحظه

M٢بدین M١و منیفلد برای را زیر داد قرار و م�ͳکنیم. مشخص برعکس جهت با بعدی سه منیفلد عنوان

م�ͳکنیم: بیان صورت

جهت) گرفتن نظر در هستند.(بدون Έهمئومورفی منیفلد دو که است ͳمعن M١بدین ∼= M٢ •

نیستند. Έهمئومورفی دومنیفلد ͳیعنM١ ≇M٢ •

است. جهت حافظ M١وM٢که بین همئومورفیسم Έی دارد وجود ͳیعنM١ ∼= +M٢ •

کند. برعکس را جهت M١وM٢که بین ͳهمئومورفیسم دارد وجود ͳیعنM١ ∼= −M٢ •

منیفلد�هاست. روی میانگین وانحنای ͳگاوس انحنای مفهوم بخش این ادامه در مطالب ارائه از هدف

م�ͳنماییم. ͳمعرف را بنیادی فرم دومین و اولین ابتدا منظور این به که

فرض و م�ͳگیریم نظر در را Rn ͳاقلیدس فضای ([١٣] رویه���ها ابر روی القایی Έمتری) تعریف١٠.٢.١.

جا Rn در که باشد (Έی متمم بعد با معادل بیان به (یا n − ١ بعد با آن منیفلد زیر V n−١ که م�ͳکنیم

را خود م�ͳتوانیم بنابراین کرد. خواهیم توجه رویه ابر این ͳموضع خواص به تنها اینجا در است شده داده

Έدیس (یا V n−١ که م�ͳکنیم فرض ͳسادگ برای �کنیم. محدود شده داده جا Rn در که Dn−١ Έدیس به
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(مختصات) پارامتر�ها که است شده داده r⃗ = r⃗(u١, ..., un−١) ⊂ Rn هموار موض΄ بردار بوسیله (Dn−١

زیر موض΄ بردار که کرده�ایم فرض که آنجا از م�ͳکنند. تغییر Rn−١ فضای از ͳدیس در u١, ..., un−١

ͳخط مستقل تعریفشان نقطه هر در dr⃗

du١
, ...,

dr⃗

dun−١ بردار�های بنابراین م�ͳکند تعریف همواری منیفلد

P نقطه در متناظر�شان ͳمختصات خطوط بر مماسها�یی از عبارتند بردار�ها این که م�ͳشویم متذکر بود. خواهند

ͳخم V n−١ در کند تغییر ui مختص و باشد ثابت مختصات همه تعریف ناحیه در اگر ͳیعن) V n−١ بر واق΄

هموار جادهنده بود). خواهد P نقطه در خم این بر مماس dr⃗

dui
و م�ͳگذرد P نقطه از که آمد خواهد پدید

فرض است. زیر شرح به آن ساختار که م�ͳکند القا ͳریمان Έمتری Έی V n−١ منیفلد روی Rn در V n−١

هموار توابع مجموعه بوسیله r⃗ موض΄ بردار صورت این در باشد Rn در ͳدکارت مختصات x١, ...xn کنید

در ͳاقلیدس Έمتری ds٢ =
∑n

i=١(dx
i)٢ کنید فرض م�ͳشود. تعریف xi(u١, ..., un−١) ١ 6 i 6 n

م�ͳآید بدست زیر ٢ درجه فرم صورت این در باشد Rn

ds٢|V n−١ =
n∑

i=١

(dxi(u١, ..., un−٢((١ =
n∑

i=١

(
n−١∑
k=١

∂xi

∂uk
duk)٢

=
n∑

i=١

n−١∑
k,p=١

∂xi

∂uk
∂xi

∂up
duk dup =

n−١∑
k,p=١

gkp(u)du
k dup,

gkp =<
∂r⃗

∂uk
,
∂r⃗

∂up
>;

است. Rn در اسالر ضرب دهنده نشان <,> اینجا در که

درآن که ds٢|V n−١ =
∑

kp gkp du
k dup فرم ([١٣] بنیادی ٢ درجه فرم (نخستین تعریف١١.٢.١.

نامیده Rn در V n−١ بنیادی ٢ درجه فرم نخستین هستند بالا شده تعریف توابع gkp(u١, ..., un−١) توابع

م�ͳشود.

رویه، ابر شل تغییر ͳیعن موض΄ بردار تغییر تحت و داشته ͳبستگ رویه ابر موض΄ بردار به gkp توابع

اگر دقیق�تر بیان به م�ͳشود. تعریف V n−١ بر مماس بردار�های روی بنیادی فرم نخستین م�ͳکند. تغییر

م�ͳشود تعریف زیر صورت به اسالر ضرب آنگاه باشد دلخواه مماس بردار دو a⃗, b⃗ ∈ TpV
n−١

< a, b >ds٢(V n−١) =
n−١∑
k,p=١

gkpa
kbp

وپایین بالا در همانند اندیس�های وجود و کنیم حذف را
∑

نماد م�ͳتوانیم ͳسادگ برای فوق رابطه در

داشت. خواهد اندیس�ها این روی بستن جم΄ بر دلالت عبارت�ها
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بود. خواهد زیر شل به م�ͳآید پدید gkp(u١, ....un−١) توابع از که g Έمتری تانسور ماتریس

G =


g١١ g١٢ . . . g١,n−١

. . . . . . . . .

gn−١,١ gn−١,٢ . . . gn−١,n−١


رابطه با V n−١ بر واق΄ γ(t) مانند ͳخم طول م�ͳدانیم

Lb
a(γ(t)) =

∫ b

a

√
< γ̇, γ̇ > dt

بود. خواهد زیر صورت به عبارت این gkp(u) توابع بوسیله م�ͳآید. بدست

Lb
aγ(t) =

∫ b

a

√√√√ n−١∑
k,p=١

gkp(u(t))
duk(t)

dt

dup(t)

dt
dt

آنگاه باشد xn = f(x١, ..., xn−١) تابع نمودار صورت به V n−١ کنید فرض .١٢.٢.١ مثال

ds٢|V n−١ =
n−١∑
i=١

(dxi)٢ +
(
dxn(x١, ....xn−١)

)٢
=

n−١∑
i=١

(dxi)٢ +
n−١∑
k,p

∂f

∂xk
∂f

∂xP
dxk dxp

=
n−١∑
k,p

(δkp +
∂f

∂xk
∂f

∂xp
)dxk dxp

= gkp(x
١, ..., xn−١) dxk dxp.

وداریم بوده R٣ فضای در سط Έی V آنگاه باشد n = ٣ اگر مثلا

r⃗ = r⃗(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

باشد م�ͳتواند زیر شل به بنیادی فرم نخستین صورت این در

ds٢|V ٢ = Edu٢ + ٢Fdu dv +Gdv٢

آن در که

F =< r⃗u, r⃗v >, G =< r⃗v, r⃗v >, E =< r⃗u, r⃗u >
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بود خواهند زیر شل به r⃗ موض΄ بردار مختصات حسب بر و بوده فرم ضرایب

F = xuxv + yuyv + zuzv

G = x٢v + y٢v + z٢v

E = x٢u + y٢u + z٢u.

فرم به Έمتری ماتریس حالت این Eدر F

F G


E = G, F = ٠ هرگاه گوییم ͳاقلیدس همدیس را ds٢(V ٢) Έمتری که م�ͳشویم متذکر بود. خواهد

باشد. بنیادی فرم نخستین G و بوده همواری منیفلد زیر Rn مجموعه زیر V n−١ کنید فرض .١٣.٢.١ لم

است. ناتباهیده G فرم صورت این در

در ١ 6 k 6 n − ١ برای r⃗uk بردار�های تمام r⃗ = r⃗(u١, .., un−١) موض΄ بردار تعریف بنابر اثبات.

تشیل r⃗up و r⃗uk بردار�های اسالر ضرب از که G ماتریس بنابراین خط�ͳاند مستقل P ∈ V n−١ نقاط

بود. خواهد ناتباهیده G = (< r⃗uk , r⃗up >) ͳیعن شده�است

باشد Rn در رویه ابر V n−١ کنید فرض بپردازیم. بنیادی دو درجه فرم دومین ͳمعرف به داریم قصد حال

که باشد ͳاقلیدس بردار n⃗ = n⃗(P ) کنید فرض م�ͳشود. مشخص r⃗ = r⃗(u١, ..., un−١) موض΄ بردار با که

با a⃗ ∈ TPV
n−١ دلخواه بردار ازای به را Q(⃗a, a⃗) دو درجه فرم است. عمود P نقطه در V n−١ سط بر

قرار V n−١ روی که را γ(t) هموار دلخواه خم منظور این به کرد. خواهیم تعریف Q(⃗a, a⃗) مقادیر ارائه

م�ͳکنیم فرض چون .γ̇(٠) = a⃗ و γ(٠) = P که طوری به م�ͳگیریم نظر در م�ͳگذرد P نقطه واز داشته

تعریف م�ͳتواند یتا غیر طور به و دارد وجود همواره ͳخم چنین است Rn هموار منیفلد زیر Έی V n−١

شود.
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برداری تابع حال .⃗a =
d

dt
r⃗(u(t))|t=٠ پس است t از ͳتابع r⃗ موض΄ بردار γ(t) خم امتداد در

را ¨⃗r مقدار ¨⃗ra نماد با م�ͳگیریم. نظر در را ¨⃗r =
d٢

dt٢
r⃗(u(t)) ͳیعن t برحسب مشتق�اش و ˙⃗r =

d

dt
r⃗(u(t))

م�ͳدهیم. نشان t = ٠ ازای به

.Q(⃗a, a⃗) =< ¨⃗ra, n⃗ > م�ͳدهیم قرار تعریف٢.١.١۴.

م�ͳباشد. P نقطه در قائم بردار روی ¨⃗ra بردار تصویر مقدار برابربا بالا شده تعریف مقدار

داریم: م�ͳپردازیم، r⃗ بردار مختصات حسب بر Q(⃗a, a⃗) مقادیر محاسبه به حال

dr⃗

dt
= r⃗uk

duk(t)

dt
,

d٢r⃗

dt٢
= r⃗uk,up

duk

dt

dup

dt
+ r⃗uk

d٢uk

dt٢

داریم: r⃗uk ∈ TP (V
n−١), n⃗ ⊥ TP (V

n−١) چون بنابراین

<
d٢

dt٢
r(u(t)), n⃗ > = < r⃗uk,up

duk

dt

dup

dt
+ r⃗uk

d٢uk

dt٢
, n⃗ >

= < r⃗uk,up

duk

dt

dup

dt
, n⃗ > + < r⃗uk

d٢uk

dt٢
, n⃗ >

= < r⃗uk,up

duk

dt

dup

dt
, n⃗ > +

d٢uk

dt٢
< r⃗uk , n⃗ >

= < r⃗uk,up

duk

dt

dup

dt
, n⃗ > +٠
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