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چکیده

وقضایاي آن در فضاهاي متریک ) KKM(مازورکویچ -کوراتفسکی-هاي نسترنامه نگاشتدر این پایان

Nمحدب،ابر R -هاي چند مقداري محدب نافشرده براي نگاشتو فضاهاي متریک ابرمتریکي هافضا

.استبررسی شده

است و در نهایت کاربردهاي این همچنین قضایاي نقطه ثابت براي این فضاها مورد بررسی قرار گرفته

.استقضایا بیان شده

Nمحدب، فضاي متریک ابرثابت،، قضایاي نقطه KKMقضایاي :يکلمات کلید R-فضاي فضاي متریک ،

.هاي چند مقداريمحدب نافشرده، نگاشتمتریک ابر
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مقدمه

و بسـیاري از  ) KKMطـور خلاصـه  به( مازورکویچ -کوراتفسکی-قضیه نقطه ثابت براؤدر، قضیه نستر

.استهمواره وجود داشتهKKMهاي قضیهبنابراین کاربردها و تعمیم. خطی، معادل هستندنتایج در آنالیز غیر

خطی عنوان ابزاري سودمند در آنالیز غیر، قضیه معروف فان است، که بهKKMهايي نگاشتمهمترین نتیجه

.رودکار میبه

است و با توجـه بـه آن   محدب تعریف کردهرا در فضاهاي متریک ابرKKMهاينگاشت، ]٢۴[1خمسی

.استدست آوردهمحدب را بهفان، در فضاهاي متریک ابر-قضیه بهترین کی

گسترشـی و انقباضـی در   غیـر هـاي ، تعدادي از قضایاي نقطه ثابت را بـراي نگاشـت  ]٣٠[2کرك و شین

.اندمحدب ثابت کردهفضاهاي متریک ابر

گسترشـی در  هـاي غیـر  طور مستقل خاصیت نقطه ثابت را براي نگاشتبه]۴٣[2و سواردي]۴٢[1ساین

.اندمحدب کراندار ثابت کردهفضاهاي ابر

١Khamsi
٢Kirk and Shin
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دانان زیادي از گسترشی بسیار مهم است و ریاضیهاي غیرمحدب و نگاشترابطه بین فضاهاي متریک ابر

و ساین ]٣٣[و ساین 5، لین]٢٩و٢٨[، کرك ]٢٧و٢۶[، خمسی ]١۶[و کرك 4، گوبل]۵[3جمله بایون

.اندآن را بررسی کرده]۴١و۴٠[

هاي چند مقداري در براي نگاشتKKMنامه که شامل چهار فصل است، بررسی قضایايهدف این پایان

Nمحدب نافشرده ومحدب، ابرفضاهاي متریک ابر R-ها و بیان قضایاي و کاربردهاي آني متریکهافضا

.استدر این فضاها نقطه ثابت

.پردازیمگیرند، میهاي بعدي مورد استفاده قرار میدر فصل اول به تعاریف و قضایایی که در فصل

، قضیه بهترین تقریب فان و قضـایاي انطبـاق فـان را در فضـاهاي متریـک      KKMدر فصل دوم قضایاي

Nمحدب نافشرده ومحدب، ابرابر R-کنیمها بیان و اثبات میفضا.

در فصل سوم با استفاده از قضایایی که در فصل دوم بیان شده، برخی قضایاي نقطه ثابت، از جمله قضیه 

هاي چند مقداري در این فضاها فان را براي نگاشت-تیخونوف و قضیه نقطه ثابت براؤدر-نقطه ثابت شودر

.کنیمبیان و اثبات می

محـدب، بعضـی از   یافته در فضاهاي متریـک ابـر  متریکی تعمیمKKMدر فصل چهارم با استفاده از اصل

.کنیمها را بررسی میهاي نش در نظریه بازيکاربردهاي وجود نقطه زینی، قضایاي اشتراك و وجود تعادل

١Sine
٢Soardi
٣Baillon
٤Goebel
٥Lin



٧

فصل اول

تعاریف و قضایاي مقدماتی

آورده ]٣٩[، و]١۵[،]٧[،]١[هـاي بعـدي از مراجـع    در این فصل مفاهیم مورد نیاز بـراي درك فصـل  

.استشده

توپولوژي. 1.1

.توان توپولوژي را مطالعه خواص توپولوژیک فضاهاي توپولوژیک تعریف کردطور کلی میبه

2وXفرض کنید.1.1تعریف   X)2که در آنXهايمجموعه تمام زیرمجموعهXبه قسمی )است

باشد که سه اصل زیر برقرار باشند

1(وX.

براي هراگر)2 ، Gآنگاه :    G.
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براي هراگر)3 1,...,i n،iGآنگاه
1





n

i
i

G.

.استXیک توپولوژي دردر این صورت

مرتباند و جفتهاي باز، موسومبه مجموعهعناصر ,Xنامیمرا یک فضاي توپولوژیک می.

فرض کنید.2.1تعریف  ,Xوکفضاي توپولوژیY Xباشد، گردایه :Y V Y V   از

صورترا در نظر بگیرید، در اینYهايمجموعهزیر ,YYیک فضاي توپولوژیک است و توپولوژيY ،

.استYرويتوپولوژي القایی یا توپولوژي نسبی

تابع.3.1تعریف    1 2: , , f S Tدرx S    2پیوسـته اسـت هـر گـاه( )  f x U   ایجـاب کنـد

xطوریکهوجود دارد به1Gعنصري مانند Gو( ) f G U.

xدر هر نقطهfاگرپیوسته استfتابع Sگوییمیک تابع پیوسته را، نگاشت نیز می. پیوسته باشد.

شـود  فضاي برداري توپولوژیک نامیده مـی ،با توپولوژيXیک فضاي برداري حقیقی مانند.4.1تعریف 

هرگاه

نگاشت)1 , x y x yازX XهبXپیوسته باشد.

نگاشت)2 , y yاز XبهXپیوسته باشد.

.اعمالی پیوسته باشنداعمال جمع برداري و ضرب اسکالر در بردار تحت توپولوژيیعنی

فرض کنید براي هر.5.1تعریف  ،X  .

حاصلضرب دکارتی)1 :X     عبارت اسـت از تمـام توابـع : :X X   

قسمی که براي هربه ،( )X X  .
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ــویري )2 ــت تص نگاش : :X X     ــر ــراي ه ب و :x X    ،

)صورت به )x x  شودتعریف می.

:تهی و تابعغیرمجموعهXاگر. 6.1تعریف   d X Xدر شرایط زیر صدق کند

x,براي هر)1 y X، , 0d x y .

x,براي هر)2 y X،x yاگر و تنها اگر , 0d x y .

x,براي هر)3 y X،   , ,d x y d y x.

,براي هر)4 ,x y z X،     , , ,d x y d x z d z y ).نابرابري مثلثی.(

، وX، را تابع فاصله یا متریک رويdآنگاه ,X dرا یک فضاي متریک گوییم.

.دانیم هر فضاي متریک یک فضاي توپولوژیکی استمی

بـه ازاي هـر دو نقطـه    شود هر گـاه نامیده می) 2T(فضاي هاوسدورف ،Xفضاي توپولوژیک.7.1تعریف 

.باشدyو دیگري شاملxدو مجموعه باز و مجزا موجود باشند، که یکی شامل،Xدرyوxمتمایز

خانواده.8.1تعریف  :A   هاي یک فضاي توپولوژیکمجموعهازX  را موضعا متناهی گوییم اگـر

xازاي هر نقطهبه Xاي باز شامل، مجموعهxطوري که تنها تعداد متنـاهی از عناصـر ایـن    موجود باشد به

خانوادهعبارت دیگر به. خانواده را قطع کند A 
X,در فضاي توپولوژیک  موضعا متناهی است اگر

xبراي هر X،G کهموجود باشدx Gو رابطهG A هايتنها براي تعداد متناهی از اندیس

  باشد، برقرار.

هـا ممکـن اسـت    Aهایی که بـین بستگی دارد و هیچ ربطی به اشتراكXها درAاین مفهوم به موقعیت

.موجود باشد، ندارد



١٠

اگر در فضاي متریک.9.1تعریف  ,X dکوشی، همگرا باشد آنگاههر دنباله ,X d  فضاي متریک کامـل

.است

فرض کنید.10.1تعریف  ,X،فضاي توپولوژیک باشد : 2    XGبرايیپوشش ,X  اسـت

اگر :  X G.

اگر براي هر ، G،شودپوشش فوق، پوشش باز نامیده می.

در ایـن  . باشـد Xتوپولوژیـک یک تابع حقیقی مقدار تعریف شده روي فضاي fفرض کنید. 11.1تعریف 

بستهصورت مجموعه : ( )x X f x  را محملfنامیم و بامیSupp fدهیمنمایش می.

خـانواده .فضاي هاوسـدورف باشـد  Xفرض کنید.12.1تعریف  :f   هـاي پیوسـته  از نگاشـت

 : 0,1f X یک افراز پیوسته یکانی رويXاست اگر

.را تشکیل دهدXها یک پوشش بسته موضعا متناهی ازfمحمل همه)1

xبراي هر)2 Xرابطه ،( ) 1f x


برقرار باشد.

.ها قرار داردfدر محمل حداکثر تعداد متناهی ازxجمع بالا خوش تعریف است زیرا، هر

فرض کنید. 13.1تعریف  :U   بازیک پوششXباشد، گوییم افراز پیوسته یکانی :f   

وابسته به پوشش U ازاي هراست اگر به ،

Supp f U .

.باشد) باز(فشرده است اگر پوشش باز آن شامل یک زیر پوشش باپایان Xفضاي توپولوژیک.14.1تعریف 

فشرده بودن فضاي توپولوژیک.1.1تذکر  ,Xتقریبا بستگی تمام به توپولوژيدارد نه به مجموعهX.
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یک مجموعه باپایان باشـد، کـه در ایـن صـورت    Xکهاستثناء فقط در حالتی است ( ,X   بـه ازاي همـه

).فشرده استهاي ممکنتوپولوژي

هر گاه تابع پوشاي.1.1قضیه    1 2: , , f S Tپیوسته و ، 1,Sفشرده باشد آنگاه فضاي 2,T نیز

.فشرده است

.رجوع کنید]39[به مرجع :اثبات 

فضاي.2.1قضیه  ,Xفشرده است اگر و تنها اگر براي خانواده  
Fهاي بستهاز زیرمجموعهX  بـا

(خاصیت اشتراك متناهی : 1,...,    i
F i n(مباشی، داشته

 : .F  

.رجوع کنید]39[به مرجع :اثبات 

شود اگر هـر نقطـه آن داراي یـک همسـایگی     موضعا فشرده نامیده میXفضاي توپولوژیک.15.1تعریف 

.فشرده باشد

) طور فشـرده بسـته  به(طور فشرده باز ، بهXفضاي توپولوژیکازAیک زیرمجموعه غیرتهی.16.1تعریف 

X،AازCشود، اگر براي هر زیرمجموعه فشرده و غیرتهیگفته می C درC باشد) بسته(باز.

.فضاي توپولوژیک باشدXفرض کنید.17.1تعریف 

A Xبررا یک درونXماننـد ايتابع پیوسـته نامند اگر و تنها اگرمی:f X A    وجـود داشـته باشـد

xطوریکه براي هربه A، f x x.یعنی نگاشت همانی بر رويAطور پیوسته بررا بتوان بهX گسترش

.نامندبري میرا یک درونfتابع. داد
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به عنوان مثال بازه بسته 0,1I بر فضاي حقیقییک درون،بريبا تابع درونfصورت زیر تعریف ، که به

باشداست میشده

 

0 0

0 1

1
1

x

f x x x

x
x


 


  


 

Xپذیرپذیر بوده و براي هر فضاي متریکمتریکYنامند هرگاهبر مطلق میدرونراYفضاي.18.1تعریف 

Aمجموعه بستهو هر زیر Xهر تابع پیوسته ،:f A Yقابل گسترش رويXباشد.

آنالیز تابعی. 2.1

که باYدرXي تمام عملگرهاي کراندار ازدار باشد، گردایهدو فضاي نرمYوXاگر.19.1تعریف 

 ,L X Yشود، با اعمال جبري زیر یک فضاي برداري استنشان داده می.

1(        T S x T x S x.

2(     T x T x

 ,L X Yمجهز به نرم  sup : 1 T T x xدار استیک فضاي برداري نرم.

شود، اگربا نرم تعریف شده روي فضا، یـک  فضاي باناخ نامیده می،یک فضاي برداري نرم دار.20.1تعریف 

.فضاي کامل باشد

،ضرب داخلی خود کامل باشدوسیلههر فضاي با ضرب داخلی را که نسبت به نرم القا شده به.21.1تعریف 

.شودیک فضاي هیلبرت نامیده می
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x,، محدب است هر گاه بـراي هـر  Xاز فضاي توپولوژیک برداريAزیرمجموعه.22.1تعریف  y Xو

0 1 tداشته باشیم

 1 .t x t y A  

هاي محـدب  باشد، اشتراك مجموعهXفضاي توپولوژیک برداريزیرمجموعهAفرض کنید.23.1تعریف 

(A، غلاف محدب)Aکوچکترین مجموعه محدب شامل(Aشامل Conv A (بـه عبـارت   .شودنامیده می

دیگر 

 
1 1

: , 0 , 1
n n

i i i i i
i i

Conv A x x A  
 

      
  
 

X,یک فضاي توپولوژیک برداري.24.1تعریف    اسـت هرگـاه  ، موضعا محـدب   داراي یـک پایـه در

.هاي محدب باشدشامل مجموعهصفر،همسایگی

فضاي توپولوژیک، قویا ناهمبند است هرگاه فضـاي مـنظم کامـل باشـد و در آن بسـتار هـر       .25.1تعریف 

.مجموعه باز، باز باشد

:تابع.26.1تعریف  f X X0را در نظر بگیرید، نقطهx X،ثابتنقطهf،است هرگاه 0 0x f x

باشد آنگاهداشته) پایین(کران بالا Xدر،Xمرتبجزئااگر هر زنجیر واقع در مجموعه) لم زرن(.1.1لم 

X دارد) مینیمال(حداقل یک عنصر ماکسیمال.

فضاي متریک.27.1تعریف  ,X d، است هرگاهکلی کراندار

2تعداد متناهی نقطه مانند،0rبه ازاي هر 1,..., ,nx x xطوریکهوجود داشته باشد به 
1

,



n

i
i

X B x r.
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.مجهز استsupهاي کراندار که به نرمدنبالهفضاي باناخ همهاست از ،عبارت .28.1تعریف 

      : : supi i i I ii I
I x x x    

دار باشد،دو فضاي نرمYوXاگر.1.1تذکر  ,L X Yدار است و اگرنیز نرمYفضاي باناخ باشد

 ,L X Yیک فضاي باناخ است،.

مقداريهاي چندنگاشت. 3.1

:نگاشت.29.1تعریف  2 YF Xکه به هر نقطهx Xیک زیرمجموعه یکتاي ،( )F xازY  را نسـبت

.نامندمیمقدارمجموعهمقداري یا نگاشت دهد، نگاشت چند می

:معکـوس . دو فضاي توپولوژیکی باشـد YوXاگر.30.1تعریف  2YF X    نگاشـت چنـد مقـداري ،

1 : 2 XF Y تعریف شده به صورت ، 1( ) : ( )   F y x X y F xباشدمی.

ــف  ــوژیکی باشــدYوXاگــر.31.1تعری ــد .دو فضــاي توپول ــدارينگاشــت چن :مق 2 YF X را

F)گراف. در نظر بگیرید rG F ( را با  , : ( )x y X Y y F x  دهیمنشان می.

:مقـداري نگاشت چنـد  . دو فضاي توپولوژیکی باشدYوXاگر.32.1تعریف  2YF X  پیوسـته  ، نـیم

بالایی  . . .u s cبـاز اگر براي هر زیرمجموعـه استVازY  مجموعـه : ( ) x X F x VدرXـ  از ب

صورت زیر نیز نوشتتوان بهتعریف فوق را می.باشد

Bبستهمجموعهبراي هر  Yمجموعه ،    1 :    F B x X F x BدرXبسته باشد.
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:مقـداري نگاشت چند . دو فضاي توپولوژیکی باشدYوXاگر.33.1تعریف  2YF X  پیوسـته  ، نـیم

پایینی  . . .l s cبازاگر براي هر زیرمجموعهاستVازY مجموعه : ( ) x X F x VدرX  بـاز

.باشد

:دو فضاي توپولوژیکی وYوXاگر.34.1تعریف  2YF X باشد آنگاهنگاشت چند مقداري

Fپیوسته پایینی باشدپیوسته بالایی و نیمپیوسته است هرگاه نیم.

:مقدارينگاشت چند . دو فضاي توپولوژیکی باشدYوXاگر.35.1تعریف  2 YF X بسته است اگر ،

 rG FدرX Yبسته باشد.

:مقـداري چنـد  نگاشـت  .دو فضاي توپولوژیکی باشدYوXاگر. 36.1تعریف  2 YF X  را در نظـر

F)بستار. بگیرید cl F X(پایینی است که ازپیوسته، بزرگترین تابع نیمFکمتر باشد.

:مقدارينگاشت چند . دو فضاي توپولوژیکی باشدYوXاگر.37.1تعریف  2 YF X  فشرده اسـت ،

اگر cl F Xاي ازفشردهمجموعهزیرYباشد.

:فرض کنید.3.1قضیه  2 YF X،یک نگاشت چند مقداريY   فضاي فشرده هاوسـدورف و بـراي هـر

x X ،( )F xنگاشت. بسته باشدFپیوسته بالایی است اگر و تنها اگر نیم rG FدرX Yبسته باشد.

.رجوع کنید]٧[به مرجع :اثبات 

:دو فضاي توپولوژیکی وYوXفرض کنید.4.1قضیه  2 YF X ونگاشت چند مقـداري ،Y  فضـاي

.پیوسته بالایی استنیمFبسته باشد آنگاهFاگر. فشرده باشد

.رجوع کنید]٧[به مرجع:اثبات 
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:دو فضاي توپولوژیکی و YوXاگر.38.1تعریف  2YF X نگاشت چند مقداري وA زیرمجموعه

)AبهFتحدید. باشدXغیرتهی از )AFنگاشت چند مقداري ،: 2Y
AF A     اسـت کـه بـراي همـه

x Aبه صورت( ) ( )AF x F xشودتعریف می.

f:تابع. دو فضاي توپولوژیکی باشدYوXاگر.39.1تعریف  X Y   یک انتخـاب پیوسـته از نگاشـت

: 2YF X است، اگرfپیوسته باشد وبراي هرx X ،داشته باشیم( ) ( )f x F x.

:نگاشـت چنـد مقـداري   . دو فضاي توپولوژیکی باشدYوXاگر.40.1تعریف  2 YF X  را در نظـر

0xبگیرید، نقطه X،ثابت براي نگاشتیک نقطهF است هرگاه 0 0x F x.

قضایاي نقطه ثابت. 4.1

.شود آورده شده استدر این قسمت تعدادي از قضایاي نقطه ثابت، که در فصلهاي بعد از آنها استفاده می

)nقضیه نقطه ثابت براوئر در فضاي اقلیدسی(.5.1قضیه 

f:باشد، آنگاه هر نگاشت پیوستهnگوي بسته یکه درBاگر B Bحداقل یک نقطه ثابت دارد.

.قضیه نقطه ثابت براوئر توسط شودر به فضاهاي با بعد نامتناهی گسترش داده شد.3.1تذکر 

)قضیه نقطه ثابت شودر(.6.1قضیه 

f:وXزیرمجموعه محدب و فشرده ازCفضاي باناخ،Xفرض کنید C C یک نگاشت پیوسته باشـد .

.داردCحداقل یک نقطه ثابت درfدر این صورت
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مجموعه فشـرده و محـدب از یـک فضـاي موضـعا      زیروئر را برايقضیه نقطه ثابت براتیخونوف .4.1تذکر 

.محدب گسترش داد

)قضیه نقطه ثابت تیخونوف(.7.1قضیه 

f:وXزیرمجموعه محدب، فشرده و غیرتهی از یک فضـاي موضـعا محـدب   Cفرض کنید C C  یـک

.داراي یک نقطه ثابت استfدر این صورت. پیوسته باشدنگاشت

)قضیه نقطه ثابت براؤدر(. 8.1قضیه 

تهـی از یـک فضـاي بـرداري توپولوژیـک هاسـدورف و      مجموعه فشرده، محـدب و غیـر  زیرXفرض کنید

: 2XT X مقداري با شرایط زیر باشدنگاشتی چند

i (براي هرx X، T xتهی استمحدب و غیر.

ii (براي هرy X ،مجموعه    1 :T y x X y T x   باز است.

0xصورتدر این Xطوریکه وجود دارد به

 0 0 .x T x
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فصل دوم

KKMقضایاي 

در فضاهاي متریک ابر محدبKKMقضایاي. 1.2

محدب ثابت کردند یک فضاي ابروابداع کردند، ]۴[2و پانیچ پکداي1محدب بودن را آرونزجانمفهوم ابر

صورت جادهی بري مطلق است، یعنی یک درون بري غیرگسترشی از هر فضاي متریک که بهیک درون

ترشی بسیار مهم گسهاي غیرمحدب و نگاشتبین فضاهاي متریک ابررابطهبه همین دلیل باشد، ایزومتریک می

.محدب تعریف کردابربراي هر فضاي متریک یک غلاف]٢٢[3ایزبل.است

فضاي متریک.1.1.2تعریف ,M dمحدب گوییم هرگاه براي هر مجموعه از نقاطرا ابر  I
x  ازM

و هر مجموعه اعداد حقیقی نامنفی  I
r طوریکه براي هر، به, I 

 ,d x x r r    

داشته باشیم

١Aronszajn
٢Panitchpakdi
٣Isbell
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 , .
I

B x r 




 ,B x rرا گوي بسته به مرکزx M0و شعاعr و ,N x rمرکزبه را گوي بازx Mو شعاع

0r یمگیردر نظر می.

علاوه محدب متریک بودن بیان صورت خاصیت اشتراك دوتایی بهتواندبهتعریف فوق می.1.1.2تذکر

x,متریک بودن یعنی، براي هرمحدب ، و]۴[شود می y Mو 0,1،z M ،وجود داشته باشد

طوریکهبه

     , 1 ,d y z d x y 

و

   , , .d x z d x y

x,براي هرگیریمخاصیت اشتراك دوتایی نتیجه میاززیرا y Mو اعداد حقیقی مثبتو،طوریکه به

داشته باشیم ,d x y   ،z Mطوریکهوجود دارد به ,d x z و ,d z y  و این معادل

است با اینکه داشته باشیم

   , ,z B x B y  

بنابراین   , ,B x B y  دهدو محدب متریکی نتیجه می ,d x y   .

اگر 0,11و  صورت داریم، در این

   , ,d x z d x yو     , 1 ,d y z d x y .

محدب بودن به خاصیت توجه به اینکه در فضاهاي خطی محدب متریک بودن برقرار است، تعریف ابربا

.یابدکاهش می) ن هر دو گوي بستهتهی داشتاشتراك غیر(ها اشتراك دوتایی در گوي
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ورا یک فضاي متریکMزیرا اگر  ,
I

B x r  
هاي بسته با خاصیت اشتراك اي از گويرا خانواده

,براي هردوتایی در نظر بگیریم آنگاه  I  اگر   , ,z B x r B x r    داریم ،

     , , ,d x x d x z d z x r r        

محدب باشد داریمبنابراین اگر فضا ابر

 , .
I

B x r 


 

.البی دارندمحدب ویژگی هاي جمتریک ابرفضاهاي 

.محدب نیستمحدب لزوما ابرفضاي متریک ابرتوانیم نشان دهیم اشتراك دو با یک مثال ساده می

در فضاي. 1مثال  2 , . ،1Hخطی که نقاطرا پاره 1,0و 1,0کند ورا به یکدیگر وصل می

2Hها دو نقطهکه یکی از آنخطیرا اجتماع دو پاره 1,0و 0, 1ط و دیگري نقا 1,0و 0,1 را

محدب و کراندار هاي ابرهر دو مجموعه2Hو1H، واضح است کهگیریمدر نظر میکندبه هم وصل می

ها دو نقطههستند اما اشتراك آن 1,0و 1,0محدب نیستکه ابر،است.

.لزوما محدب نیست2محدب حتی درابرمجوعهزیرهمچنین

اگر.2مثال  2 , . 2وX  صورترا به

     , : 0,1 , 0,1 0
x

X x x n
n

       
  

 


