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যࡪْم�ِا္�ِاॐඟّ໌ْ૱ن�ِاনඟّ໌࣓م

೯داਪیپایا৯دীهٔ ච໋اردنಪࣥواষند. اورا ِ ঈوতندگان،ऑقّ ৯داষند،و ॷمارඟ໋انॷدنേھایاو و ৲ماষند ণپاس೯داਪیرا।ੂࣨورانਬభࣥودناو
وબف ଘ ৎࡁජف॰ฬدیا॥تو ൈબھایاو ျণگ. ୀࢾش౮ජࡁग़یایభ ଘ ژرفرو ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ျॻگا॥ت، او তناساਪی راه భزگامඵෑ
ढอণඟ໕ھاඟ໌زهٔزඖنراय़భھار ඳැراඅید،وبا ষభیاॠدی،وభوमࢌজฬ࣊یدی،وଘزمایઍ࡙ख़وصরฬودی.दଘدر়شخلاقرایا່ید،وଘرൕॐࢾشبادرا

ইുید.
 ਗی�دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی�آਵࣣغ ا৷مان، و رویاد از দواਤঘی ਟی�േঙتا॥ت. و ৯دارد اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا  ਗی�دকم দواਘی
ৗوریا॥ت భع࢙موردگار. ້آیඓࢻുه িشاਪ�ଡی৮دیدار،و با و کار، ଲیآਣশد با ভࡶণජتاد اورا مد(ص)ندهٔاووධෂஉراو॥ت.

دودฮیازدঀھاБЗداید،وباࣵࡆّتودॻࣱلمُචم່ماید. رࣺشان،وඟ໖ایا॥ت່وزان،ودਬࣥورীشروଃنوࣅیان.ඟَ໋หدِ
پاک೯دایا!БЗଦرگا॥تآهਗی�ඇඏ࣒مازخࡲتو؛وඟ໕ُଦدا॥ت،БЗرਛیآنభنارदدرتو؛وଦباഎࠝ࢟تا॥تآهਗی�ඇඏ࣒مازم࢘ࢆوت
و،وඵฬଦزا॥تୀاୀآهୀما৩ھانا॥تازسാࢸتو،و່ଦاඵවرا॥ت࢟توభاଌنगھان؛وଦا৯دکا॥تభنارേھایآنगھان.
ൾফنکاراز گاریૼنభآنا॥تਵࣥو່ଥما! ശণر داه ودॿمرا کارمراଘૼن৶ما ৯داৣم،صلاحِ ণیدنرا راهِ ا०భඟ໋شऒودభماৣمیا ೯دایا!

.ଡوھایশفاঅࣂࡣتوازඓ راঘ࣒ماගশھایوতฬناه

از່ماীشاتතअرتعلی(ع)

ͷی
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خدا بنام

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.

دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دلسوزانه و بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه آغاز در
ایشان ارزنده های راهنمایی بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه شیرمحمدی، اله نعمت
این مشاوره و مطالعه زحمات که نقͬ�پور رضا دکتر آقای جناب از نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این
کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب پایان�نامه این سازی آماده در و فرمودند تقبل را پایان�نامه

دارم. را امتنان
زیاد وقت صرف و دقت نهایت با را مجموعه این داوری که سهندی پرویز دکتر آقای جناب از
قدردانͬ و تشͺر کمال همدرسانم و تحصیل دوران دوستان تمام از مͬ�نمایم. تشͺر دادند، انجام
محمد دکتر آقای از مخصوصاً تبریز دانشͽاه اساتید همه و تحصیلم دوران دبیران ازکلیه دارم. را
تشͺر شده�اند، متحمل را فراوانͬ زحمات اینجانب دانشͽاهͬ تحصیلات مدت در که شهریاری
مراحل تمامͬ در که ساله�اش پنج و بیست همراهͬ و مهربانͬ�ها بپاس پدرم از پایان در مͬ�نمایم.

مͬ�کنم. سپاسͽزاری بودند من مشوق و یار همواره

اخلای ଘ۱۳۹۰ربا

سه



ربابه نام: اخلاقͬ دانشجو: خانوادگͬ نام

خطͬ رشد خاصیت و اولیه مؤلفه�های اولیه، تجزیه عنوان:

شیرمحمدی نعمت�اله دکتر : راهنما استاد

نقͬ�پور رضا دکتر : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

۵۵ صفحات: تعداد ١٣٩٠ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

خطͬ. رشد و آرتین-ریس اعداد اولیه، مؤلفه اولیه، تجزیه واژه�ها: کلید

چͺیده

شد: خواهد مطالعه R نوتری حلقه� روی اولیه تجزیه�های از زیر خواص پایان�نامه، این در

،Ass(M/N) Xاز = {P۱, P۲, . . . , Pr} زیرمجموعه Nو ⊆M مولد متناهͬ ازایمدول�های به (١
مͬ�کنیم Nتعریف = Q۱∩Q۲∩· · ·∩Qr مقطع صورت به Nرا ⊆M X−اولیه مؤلفه ͷی
اولیه تجزیه�های سازگاری سپسخاصیت هستند. N ⊆M Piاولیه مؤلفه�های Qiها آن در که
و مͬ�کنیم بررسͬ را N ⊆ M ماکسیمال X−اولیه مؤلفه�های آن، ͷکم به و کرده اثبات را

مͬ�پردازیم. Ass(M/N) باز مجموعه�های بررسͬ به نهایت در

مͬ�کنیم. بیان آرتین-ریس اعداد با را آن ارتباط و کرده تعریف را رشد�خطͬ خاصیت (٢

تولید با مدول�های ازای به مͬ�دهیم نشان یعنͬ مͬ�کنیم، اثبات را Tor و Ext رشد�خطͬ خاصیت (٣
طبیعͬ عدد ͷی ،i نامنفͬ صحیح عدد هر و R از I۱, I۲, . . . , It ایدآل�های ،M و N متناهͬ
تجزیه ͷی مͬ�توان n = (n۱, n۲, . . . , nt) ∈ Nt هر ازای به طوری�که به مͬ�شود یافت k
در صفر زیرمدول یا ) En = ExtiR(N,M/In۱

۱ In۲
۲ . . . Int

t M) در صفر زیرمدول از اولیه
از Q P−اولیه مؤلفه هر که طوری به کرد پیدا (Tn = TorRi (N,M/In۱

۱ In۲
۲ . . . Int

t M)

.|n| = n۱ + n۲ + · · ·+ nt آن در که باشد، (P k|n|Tn (یا P k|n|En شامل تجزیه این



مطالب فهرست

۶ اولیه تجزیه ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه تجزیه ١.١

١۴ اولیه مؤلفه�های ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مؤلفه�های ١.٢

٢۶ آرتین-ریس اعداد و خطͬ رشد خاصیت ٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ رشد خاصیت ١.٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . آرتین-ریس اعداد و آرتین-ریس خاصیت ٢.٣

۴٠ کوهمولوژی و همولوژی مدول�های رشد�خطͬ خاصیت ۴
۴١ . . . . . . . . . . . (کوهمولوژی) همولوژی مدول�های رشد�خطͬ خاصیت ١.۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Tor و Ext رشد�خطͬ خاصیت ٢.۴

۵٣ مراجع

۵۵ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

١



مقدمه

مثل دیͽر که شد پیدا حلقه�هایی وایلز٢) فرما- قضیه (اکنون فرما١ حدس حل برای تلاش جهت در

دنبال حلقه�هایی چنین در دلیل همین به مͬ�رفت. بین از تجزیه یͺتایی آن��ها در ، صحیح اعداد حلقه

١٩٠۵ سال در لاسͺر٣ آمد. وجود به اولیه تجزیه نظریه ترتیب، بدین مͬ�گشتند. جایͽزین یͷمفهوم

حلقه�های در را آن وجود حذف، نظریه ͷکم به و کرد فرمول�بندی را نظریه این که بود کسͬ اولین

کلͬ حالت ١٩٢١ سال در نوتر۴ بعد، مدتͬ کرد. اثبات همͽرا توانͬ های سری حلقه�های و آفین

بسیاری جهات از نوتر کار آورد. دست به صعودی زنجیر شرط ͷکم به تنها را اولیه تجزیه نظریه

بسیار نیز را اثبات�ها مͬ�داد، توسعه ساده طور به را نظریه که حال عین در او کار زیرا داشت. اهمیت

یافت. جابجایی جبر کتاب�های در مͬ�توان مدون، طور به را نظریه این امروزه مͬ�کرد. ساده�تر

باشد. M از سره زیرمدولͬ N و مولد متناهͬ R−مدول ͷی M نوتری، حلقه ͷی R کنید فرض

نشان عبارتͬ، به مͬ�کند. ثابت را M در N از اولیه تجزیه ͷی حداقل وجود مقدماتͬ، قضیه�ای

Mاست. اولیه زیرمدول متناهͬ تعداد از مقطعͬ N که مͬ�دهد

M/N وابسته اول ایدآل�های همه مجموعه Ass(M/N) = {P۱, P۲, . . . , Ps} اگر علاوه، به
١Fermat
٢Wiles
٣Lasker
۴Noether

٢



٣ مطالب فهرست

به�طوری�که مͬ�شود Mیافت در Qi Pi−اولیه زیرمدول ،۱ ≤ i ≤ s هر ازای به آنگاه باشد،

N = Q۱ ∩Q۲ ∩ · · · ∩Qs.

طور به سوال این بالا، نمادهای با اکنون مͬ�شود. Mنامیده Nدر Pi−اولیه مؤلفه�های Qiها اینجا، در

(x)∩(x۲, xy, y۲) = ساده بسیار مثال دستمͬ�آیند؟ به یͺتا طور به Qiها آیا که مͬ�شود مطرح طبیعͬ

مͬ�دهد استنشان یͷمیدان k آن در که k[x, y]چندجمله�ای�های حلقه در (x۲, xy) = (x)∩(x۲, y)

این برای کرد. بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را بالا سوال حال است. منفͬ بالا سوال جواب که

است. نیاز زیر تعریف به کار

ͷی Q۱ ∩Q۲ ∩ · · · ∩Qr مقطع ،Ass(M/N) از X = {P۱, P۲, . . . , Pr} زیرمجموعه ͷی برای

نماد با را M در N X−اولیه مولفه�های همه مجموعه مͬ�شود. نامیده M در N X−اولیه مؤلفه

یعنͬ باشد، موجود M در N X−اولیه مؤلفه ͷی دقیقاً اگر حال مͬ�دهند. نشان ΛX(N ⊂ M)

یا مستقل X Mروی در N اولیه تجزیه�های آنگاه باشد، ١ برابر ΛX(N ⊂M) اصلͬ عدد

زیرمجموعه�های مͬ�توان آیا مͬ�آید: در زیر صورت به بالا سوال بنابراین مͬ�شوند. نامیده X−مستقل

باشند؟ مستقل X Mروی در N اولیه تجزیه�های به�طوری�که کرد شناسایی را Ass(M/N) از X

صورت این در .P ∈ Ass(M/N) آن در که Mباشد در N P−اولیه مؤلفه ͷی Q فرضکنید حال

متناهͬ R−مدول�های از خانواده�ای اگر حال .P kM ⊆ Q که مͬ�شود یافت طوری k طبیعͬ عدد

کنترل را آمده دست به توان�های مͬ�توان آیا که مͬ�شود مطرح سوال این آنگاه باشد، شده داده مولد

ͷی t کنید فرض مفهوم، این دقیق بیان برای مͬ�شود. منجر خطͬ رشد مفهوم به سوال این کرد؟

خانواده کنید فرض و باشد طبیعͬ عدد

F = {Mn | n = (n۱, n۲, . . . , nt) ∈ Nt}

خاصیت در F مͬ�گویند .N = {۰,۱,۲, . . .} آن در که باشد شده داده مولد متناهͬ R−مدول�های از

هر ازای به که طوری به شوند یافت k, b ∈ N هرگاه مͬ�کند صدق خطͬ رشد



۴ مطالب فهرست

۰ = Qn۱
∩ Qn۲

∩ · · · ∩ Qnsn
مانند Mn در ۰ از اولیه تجزیه ͷی ،n = (n۱, n۲, · · · , nt) ∈ Nt

در ،Mn در ۰ Pni−اولیه
مؤلفه ،Qni

،i = ۱,۲, . . . , sn هر برای طوری�که به باشد داشته وجود

.|n| = n۱ + n۲ + · · ·+ nt آن در که کند صدق P
k|n|+b
ni

Mn ⊆ Qni
شمول

١٩٩٧ در ۵ سوانسون باشد. R از ایدآل�هایی I۱, I۲, . . . , It و نوتری حلقه ͷی R کنید فرض

خطͬ رشد خاصیت دارای
{

R

In۱
۱ In۲

۲ · · · Int
t

| n = (n۱, n۲, . . . , nt) ∈ Nt

}
خانواده که داد نشان

بود. داده انجام خود دکتری رساله در را کار همین فرضاضافͬ، ͷی با ١٩٩۴ در ایشان البته، است.

خانواده برای را او کار انژکتیو، مدول�های ͷکم به ٢٠٠٠ در ۶ شارپ }سپس،
M

In۱
۱ In۲

۲ · · · Int
t M

| n = (n۱, n۲, . . . , nt) ∈ Nt

}
اعداد ͷکم به ٢٠٠٢ در یائو٧ بالاخره است. مولد متناهͬ R−�مدول ͷی M آن در که داد تعمیم

است. داده انجام مجدداً را کار همین آرتین-ریس

مراجع اساس بر پایان�نامه این مͬ�دهیم. پاسخ جزئͬ طور به بالا، سوالات به پایان�نامه، این در

مورد مقدماتͬ مطالب و مفاهیم ،١ فصل در است. فصل ۴ بر مشتمل و است شده تنظیم [١٢ ،١١]

را X−اولیه مؤلفه�های از مهم ویژگͬ ͷی نخست، ،٢ فصل در شده�اند. آورده فصل�ها بقیه در نیاز

مͬ�کنیم اثبات ساده خیلͬ صورت به دوباره را سازگاری خاصیت آن، ͷکم به سپس، و �کرده اثبات

است. شده اثبات [١١] در بار اولین که

N و مولد متناهͬ R−مدول ͷی M و نوتری حلقه ͷی R کنید فرض نتیجه٢.١.٢.(سازگاری)

،i = ۱,۲, . . . , s هر برای کنید Ass(M/N).فرض = {P۱, P۲, . . . , Ps} و باشد آن از زیرمدولͬ

تجزیه ͷی Nلزوماً = Q۱∩Q۲∩· · ·∩Qs صورت این در Mباشد. Nدر Pi−اولیه مولفه ͷیQi

برحسب را اولیه تجزیه�های استقلال خاصیت مͬ�توان سازگاری نتیجه ͷکم به است. مینیمال اولیه

۵Swanson
۶Sharp
٧Yao



۵ مطالب فهرست

بیان دقیق طور به ،٣.١.٢ قضیه در موضوع، این کرد. رده�بندی Ass(M/N) باز زیرمجموعه�های

دست به اولیه تجزیه�های درباره مهم نتیجه ͷی ،[٣] نتایج از بعضͬ تعمیم با ادامه، در مͬ�شود.

(نسبت ماکسیمال X−اولیه مؤلفه��های همه دادن نشان برای Λ◦
X(N ⊆M) نماد از اینجا در مͬ�آید.

مͬ�کنیم. استفاده شمول) به

آن از زیرمدولͬ N و مولد متناهͬ MیRͷ−مدول و نوتری حلقه ͷی R فرضکنید قضیه٧.١.٢.

دهید قرار و X = {P۱, P۱, . . . , Pr} ⊆ Ass(M/N) کنید فرض باشد.

U = R \
∪

{P | P ∈ X} .

صورت این در

.Λ◦
X(N ⊆M) =

{∩r
i=۱Qi | Qi ∈ Λ◦

Pi
(N ⊆M) ،۱ ≤ i ≤ r هر ازای به

}
الف)

هر واقع، در .Q′ =
∩

{Q | Q ∈ Λ◦
X(N ⊆M), Q′ ⊆ Q} ،Q′ ∈ ΛX(N ⊆ M) هر برای ب)

است. ماکسیمال X−اولیه عنصر متناهͬ تعداد مقطع ،Q′ مانند X−اولیه مؤلفه

معکوس تصویر با برابر
∩

{Q | Q ∈ Λ◦
X(N ⊆M)} =

∩
{Q | Q ∈ ΛX(N ⊆M)} مقطع ج)

مͬ�دهد نشان این است. ،U−۱N ∩M یعنͬ ،M −→ U−۱M طبیعͬ نگاشت تحت U−۱N

Mنامتناهͬ Nدر ماکسیمال X−اولیه مولفه�های تعداد نباشد، باز Ass(M/N) Xدر اگر که

است.

برایخانواده�های را اولیه تجزیه�های خطͬ خاصیترشد آرتین-ریس، اعداد بررسͬ از بعد ،٣ فصل در

مͬ�کنیم. اثبات دوباره را شارپ و سوانسون کار نهایت در و کرده بررسͬ R−مدول�ها از بخصوصͬ

مͬ�دهیم نشان و داده تعمیم را فصل این اصلͬ نتیجه ،٣ فصل در شده داده ابزار ͷکم به ،۴ فصل در

مͬ�کنند. صدق خطͬ خاصیترشد در (کو)همولوژی مدول�های از مرکب بخصوصͬ خانواده�های که

باشد. مولد متناهͬ MیRͷ−مدول و نوتری حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض پایان�نامه، این سراسر در



١ فصل

اولیه تجزیه

بیشتر اثبات برای مͬ�پردازیم. آتͬ فصل�های در موردنیاز و پایه مفاهیم پاره�ای بیان به فصل این در

است ذکر به لازم ضمن در ببیند. را [٢] زیبای کتاب از ٣ فصل مͬ�تواند خواننده فصل، این مطالب

است. شده داده اثبات�هایی نابدیهͬ حقایق بعضͬ برای که

۶



٧ اولیه تجزیه .١ فصل

اولیه تجزیه ١.١

Mمͬ�نامیم از وابسته اول ایدآل ͷی را P باشد. R از اول ایدآلͬ P و MیRͷ−مدول فرضکنید

همه مجموعه .P = (۰ :R x) که طوری به باشد موجود x مانند M از ناصفری عنصر هرگاه

فرض بعلاوه، مͬ�دهیم. نشان AssM با اختصار به یا AssRM نماد با را M وابسته اول ایدآل�های

.Ass(M/Q) = {P} هرگاه مͬ�نامیم P−اولیه را Qاین�صورت در Mباشد. از زیرمدولͬ Q کنید

مولد متناهͬ MیRͷ−مدول حلقه، ͷی R فرضکنید .AssM = ∅ اگر وتنها Mاگر = ۰ بعلاوه

را Ass(M/N) مجموعه شمول) رابطه به (نسبت مینیمال عناصر باشد. M از سره زیرمدولͬ Nو

کنید فرض بعلاوه مͬ�نامیم. N نشاننده اول ایدآل�های را آن عناصر بقیه و N مینیمال اول ایدآل�های

مقطعͬ عنوان به N از نمایشͬ ،M در N ١ اولیه تجزیه ͷی .Ass(M/N) = {P۱, P۲, . . . , Ps}

M در Qi هر آن، در که است N = Q۱ ∩ Q۲ ∩ · · · ∩ Qs مانند M اولیه زیرمدول�های از متناهͬ

کنید فرض بالا، نمادهای با مͬ�نامند. N اولیه −Pi مؤلفه را Qi است. اولیه

N = Q۱ ∩Q۲ ∩ · · · ∩Qs (١.١)

شرایط در هرگاه است نافزونه و مینیمال اولیه تجزیه مͬ�گوییم باشد. M در N از اولیه تجزیه ͷی

کند: صدق زیر

.Pi ̸= Pj آنگاه ،i ̸= j اگر یعنͬ باشند. متمایز Ass(M/N) اعضای بودن) (مینیمال •

.N ̸=
∩
i ̸=j Qi ،j = ۱,۲, . . . , s هر برای (نافزونگͬ) •

ͷی M کنید فرض است. نافزونه و مینیمال اولیه تجزیه اولیه، تجزیه ͷی از منظور پس، این از

نافزونه و مینیمال اولیه تجزیه ͷی حداقل وجود باشد. آن از زیرمدولͬ N و مولد متناهͬ R−مدول�

١Primary decomposition



٨ اولیه تجزیه .١ فصل

Ass(M/N) = فرض با واقع، در مͬ�دهد. تشͺیل را مقدماتͬ بسیار قضیه ͷی محتوای M در N

آن در که دارد وجود N = Q۱ ∩ Q۲ ∩ · · · ∩ Qs صورت به N از نمایشͬ ،{P۱, P۲, . . . , Ps}

،P ∈ Ass(M/N) آن در که P−اولیه، مؤلفه مفهوم هستند. M از Pi−اولیه زیرمدول�های Qiها

داد. تعمیم زیر صورت به مͬ�توان را

از زیرمجموعه�ای X = {P۱, P۲, . . . , Pr} کنید فرض بالا، نمادهای با .١.١.١ تعریف

صورت این در باشد. Ass(M/N) = {P۱, P۲, . . . , Pr, Pr+۱ . . . , Ps}

همه مجموعه و نامیده M در N از X−اولیه مؤلفه ͷی را Q۱ ∩ Q۲ ∩ · · · ∩ Qr مقطع •

مͬ�دهیم. نشان ΛX(N ⊆M) نماد با Mرا در N ممͺن X−اولیه مؤلفه�های

X−اولیه مؤلفه را آن آنگاه باشد، ماکسیمال شمول، رابطه به نسبت X−اولیه، مؤلفه ͷی اگر •

نماد با Mرا Nدر از ممͺن ماکسیمال X−اولیه مؤلفه�های همه مجموعه و �نامیده ماکسیمال

مͬ�دهیم. نشان Λ◦
X(N ⊆M)

از ،ΛX(N ⊆ M) نماد جای به مͬ�توان باشند، معلوم N و M R−مدول�های متن، در اگر •

کرد. استفاده Λ◦
X نماد از ،Λ◦

X(N ⊆M) نماد جای به و ΛX نماد

.Λ◦
P یا ΛP مͬ�نویسیم ،Λ◦

{P} یا Λ{P} جای به ،X = {P} اگر •

ͷی ΛX مجموعه یعنͬ باشد، موجود M در N از X−اولیه مؤلفه ͷی فقط صورتͬ�که در •

و است X−مستقل) (یا مستقل X روی M در N اولیه تجزیه�های مͬ�گوییم باشد، عضوی

مͬ�دهیم. نمایش QX نماد با را مؤلفه این

ازای به هرگاه هستند مستقل X Mروی در N اولیه تجزیه�های که گفت مͬ�توان معادل طور به

واقع، در دهد. رخ
∩
Pi∈X Qi =

∩
Pi∈X Q

′
i تساوی ،Qi, Q

′
i ∈ ΛPi

(N ⊆ M) هر و Pi ∈ X هر

است. عضوی ͷی ΛX مجموعه آنگاه باشد، مستقل X Mروی Nدر اولیه تجزیه�های اگر



٩ اولیه تجزیه .١ فصل

صورت این در باشد. آن از مدولͬ زیر N و مولد متناهͬ MیRͷ−مدول� کنید فرض .٢.١.١ لم

است. متناهͬ Ass(M/N)

،R در I ایدآل هر ازای به و داده نشان Spec(R) با را R اول ایدآل�های همه مجموعه ادامه، در

مͬ�دهیم قرار

V(I) = {P ∈ Spec(R) | P ⊇ I}

در بسته مجموعه�های برای موضوعه اصول در V(I) مجموعه�های مͬ�نامیم. I ٢ واریته را آن و

پس این از و نامیده ٣ ͬͺزاریس توپولوژی را حاصل توپولوژی مͬ�کنند. صدق توپولوژی فضای ͷی

زیرمجموعه�ای عنوان به ،Ass(M/N) بنابراین مͬ�گیریم. نظر در توپولوژی این با همراه را Spec(R)

است. زیرفضایی توپولوژی دارای ،Spec(R) توپولوژی فضای از

U−۱R نماد از باشد. R−مدول ͷی M و R حلقه از ضربی بسته زیرمجموعه ͷی U کنید فرض

شده موضعͬ مدول −U−۱R دادن نشان برای U−۱M از و U روی شده موضعͬ حلقه نمایش برای

وابسته اول ایدآل هر که مͬ�دهد نشان زیر لم است. یͺریخت U−۱R ⊗M با که مͬ�کنیم استفاده

مͬ�شود. Mحاصل از بخصوصͬ وابسته اول ایدآل از U−۱M

در باشد. ضربی بسته مجموعه ͷی U و Ass(M) = {P۱, P۲, . . . , Ps} کنید فرض .٣.١.١ لم

با است برابر دقیقاً U−۱M U−۱R−مدول وابسته اول ایدآل�های مجموعه صورت این

Ass(U−۱M) = {U−۱P | P ∩ U = ∅}.

مجموعه ͷی U کنید فرض بعلاوه باشد. M P−اولیه زیرمدول ͷی Q کنید فرض .۴.١.١ لم

آن در که Q = φ−۱(U−۱Q) صورت این در .P ∩ U = ∅ طوری�که به باشد R ضربی بسته

است. طبیعͬ همومورفیسم φ :M → U−۱M

٢variety
٣ Zariski topology
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y ∈ Q نتیجه در .φ(x) = x
۱ ∈ U−۱Q این�صورت در .x ∈ φ−۱(U−۱Q) کنید فرض اثبات.

که آنجایی از اما .stx = ty ∈ Q که هست t ∈ U پس .x۱ = y
s
به�طوری�که موجودند s ∈ U و

.x ∈ Q که مͬ�شود نتیجه st /∈ P

کوتاه دقیق رشته ͷی در ظاهرشده مدول�های وابسته اول ایدآل�های مجموعه بین ارتباط زیر لم

مͬ�دهد. نشان را

از دقیق رشته�ای ۰ −→M ′ −→M −→M ′′ −→ ۰ و نوتری حلقه ͷی R کنید فرض .۵.١.١ لم

صورت این در باشد. R−مدول�ها

Ass(M ′) ⊆ Ass(M) ⊆ Ass(M ′) ∪Ass(M ′′).

یͺتا مینیمال باز زیرمجموعه ͷی در Ass(M/N) از زیرمجموعه هر که مͬ�شود داده نشان زیر در

مͬ�کند. ایفا را خود اساسͬ نقش جاها بسیاری در بعداً یͺتا، زیرمجموعه این دارد. قرار

ͷی در X صورت این در باشد. Ass(M/N) از زیرمجموعه ͷی X کنید فرض .۶.١.١ لم

نماد با را یͺتا مینیمال باز زیرمجموعه این دارد. قرار Ass(M/N) از یͺتا مینیمال باز زیرمجموعه

.o(X) = {P ∈ Ass(M/N) | P ⊆
∪
P ′∈X P

′} واقع، در مͬ�دهیم. نمایش o(X)

Ass(M/N) در X شامل باز زیرمجموعه�های تعداد پس است، متناهͬ Ass(M/N) چون اثبات.

یͷزیرمجموعه ،Ass(M/N) Xدر شامل باز زیرمجموعه�های همه مقطع این�رو از است. متناهͬ نیز

است. Ass(M/N) در X شامل و یͺتا مینیمال باز

P ⊆ که مͬ�کنیم ادعا .P ∈ o(X) کنید فرض ابتدا ،o(X) برای شده گفته توصیف اثبات برای

لذا .r /∈ P ′ ،P ′ ∈ X هر ازای به به�طوری�که، دارد وجود r ∈ P صورت، این غیر در .
∪
P ′∈X P

′

.X ⊆ Spec(R) \ V(⟨r⟩) رو این از .P ′ /∈ V(⟨r⟩) ،P ′ ∈ X هر ازای به ولͬ .P ∈ V(⟨r⟩)

لذا است. X شامل Ass(M/N) در (Spec(R) \V(⟨r⟩)) ∩Ass(M/N) باز مجموعه نتیجه در
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با این اما .o(X) ⊆ (Spec(R) \V(⟨r⟩)) ∩Ass(M/N) که مͬ�دهد نشان ،o(X) بودن مینیمال

مͬ�شود. اثبات مدعا بنابراین است. تناقض در P ∈ o(X)فرض

دهیم نشان این�که برای .P ⊆
∪
P ′∈X P

′ که باشد طوری P ∈ Ass(M/N) کنید فرض برعکس،

Ass(M/N) از U Xمانند شامل و باز زیرمجموعه هر در P که کنیم ثابت است کافͬ ،P ∈ o(X)

یافت طوری R از I ایدآل ͷی صورت این در باشد. زیرمجموعه�ای چنین U کنید فرض دارد. قرار

طرف از .X ⊆ Spec(R)\V(I) نتیجه در .U = (Spec(R) \V(I))∩Ass(M/N) که مͬ�شود

،P ′ ∈ X بعضͬ ازای به که مͬ�دهد نتیجه فرض ͷکم به اول ایدآل�های از اجتناب قضیه دیͽر،

مͬ�شود. کامل اثبات ولذا P ∈ U یعنͬ .P /∈ V(I) بنابراین .P ⊆ P ′

.o(P نوشت( مͬ�توان o({P}) جای به ،P M/Nمانند از وابسته اول ایدآل هر برای

مͬ�دهیم: قرار صورت این در Mباشد. R−مدول از زیرمدولͬ N و R از ایدآلͬ I کنید فرض

(N :M I∞) :=
∞∪
i=۱

(N :M I i).

مͬ�دهیم قرار همچنین،

H ۰
I(M) := {x ∈M | Inx = ۰ ،n ∈ N برخͬ برای }.

دیͽر عبارت به

H ۰
I(M) :=

∞∪
i=۱

(۰ :M In).

این در Rباشد. از ایدآلͬ I کنید فرض Mباشد. P−اولیه زیرمدول ͷی Q کنید فرض .٧.١.١ لم

صورت

U−۱Q ∩M =

{
Q ،P ∩ U = ∅ اگر
M ،P ∩ U ̸= ∅ اگر

(٢.١)
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و

(Q :M I∞) =

{
Q I * P اگر
M I ⊆ P اگر

(٣.١)

است. آمده [٣.١٣ ،٢] در زیر اساسͬ و زیبا قضیه اثبات

دهید قرار و باشد R حلقه از ایدآلͬ I کنید فرض .٨.١.١ قضیه

A = {P ∈ Ass(M) | P ⊇ I}.

Pi−اولیه�اند. مؤلفه�های Miها آن در که Mباشد در ۰ اولیه تجزیه ͷی ۰ =
∩
iMi فرضکنید الف)

ویژه، به نیستند. A عضو آن، متناظر Piهای که است Miهایی Hمقطع ۰
I(M)صورت این در

است. شده داده اولیه تجزیه از مستقل مقطع این

و P ∈ Ass(M) اگر فقط و اگر است P ∈ A به�طوری�که دارد وجود f مانند I از عنصری ب)

.H ۰
I(M) = ker(M →Mf ) داریم fهایی چنین برای .f ∈ P

H ۰
I(M) خواص این بعلاوه، .Ass

(
M

H ۰
I(M)

)
= AssM \ A و Ass (H ۰

I(M)) = A داریم ج)

مͬ�کنند. مشخص یͺتا طور به را

این در باشد. R از ایدآلͬ I و آن از زیرمدولͬ N مولد، متناهͬ مدول R ͷی M کنید فرض

داریم: بعلاوه .(۰ :M/N I) = (N :M I)/N صورت

(۰ :M/N I∞) =
∞∪
n=۱

(۰ :M/N In)

=
∞∪
n=۱

(N :M In)/N

= (N :M I∞)/N
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متناهͬ R−مدول در N اولیه تجزیه ͷی N = Q۱ ∩ Q۲ ∩ · · · ∩ Qs کنید فرض .٩.١.١ نتیجه

ͷی U کنید فرض است. اولیه −Pi مؤلفه Qi ،i = ۱,۲, . . . , s هر برای آن در که باشد M مولد

.(N :M I∞) =
∩
I*Pi

Qi این�صورت در باشد. R حلقه از ایدآلͬ I و ضربی بسته زیرمجموعه



٢ فصل

اولیه مؤلفه�های

ͬͺتوپولوژی نگاهͬ با و مͬ�پردازیم استقلال خاصیت و اولیه مؤلفه�های مفهوم بیان به فصل این در

مͬ�کنیم. بررسͬ ویژگͬ این با را باز زیرمجموعه�های ارتباط

١۴
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اولیه مؤلفه�های ١.٢

P−اولیه مؤلفه�های مفهوم بخش این در Mباشد. از Nزیرمدولͬ و R اول ایدآل ͷی P فرضکنید

دلخواه زیرمجموعه�ای X آن، در که مͬ�دهیم تعمیم M در N X−اولیه مؤلفه�های به را M در N

را [٣] در آمده بدست نتایج از بعضͬ X−اولیه مؤلفه�های خواص بررسͬ با است. Ass(M/N) از

ویژگͬ��های و اولیه تجزیه�های سازگاری خاصیت برای ابزار این ͷکم به همچنین، مͬ�دهیم. تعمیم

از بعضͬ و سازگاری خاصیت مͬ�کنیم. ارائه ساده�تر اثبات�های Ass(M/N)باز زیرمجموعه�های

شده�اند. ظاهر [١١] در ابتدا Ass(M/N) باز زیرمجموعه�های ویژگͬ�های

کنید فرض باشد. آن از زیرمدولͬ N و مولد متناهͬ MیRͷ−مدول کنید فرض .١.١.٢ لم

معادل�اند: هم با زیر موارد N ⊆ Q ⊆M شرط با Q R−زیرمدول هر ازای به .X ⊆ Ass(M/N)

.Q ∈ ΛX(N ⊆M) یعنͬ Mاست. در N X−اولیه مؤلفه ͷی Q الف)

.Ass(Q/N) ⊆ Ass(M/N) \X و Ass(M/Q) ⊆ X ب)

.Ass(Q/N) = Ass(M/N) \X و Ass(M/Q) = X ج)

دهید قرار .N = ۰ کرد فرض مͬ�توان مساله، کلیت از کاستن بدون اثبات.

X = {P۱, P۲, . . . , Pr} ⊆ Ass(M) و AssM = {P۱, P۲, . . . , Pr, . . . , Ps} .

که دارد وجود ۰ = Q۱ ∩ Q۲ ∩ · · · ∩ Qs مانند M در ۰ اولیه تجزیه ͷی فرض، بنابر ب. ⇐ الف

طبیعͬ نشاننده صورت این در .Q = Q۱ ∩Q۲ ∩ · · · ∩Qr و Pi−اولیه�اند Qiها آن در
M

Q
=

M∩r
i=۱Qi

−→
r⊕
i=۱

M

Qi


