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 فصل اول
  
 

گوردن -نوسانگر كلاين
يك بعدي در مكانيك 
 كوانتومي نسبيتي

   
  
  
  
  



 ٤

  
    مقدمه1-1
  
به دست آوردن پاسخ هاي دقيق معادلات موج در مكانيك كوانتومي نسبيتي               

به دليل نقش مهم اين پاسخ ها در افزايش درك فيزيكي ما از مسائل واقعي تـر                 

در عمـل تنهـا تعـداد محـدودي         . حائز اهميت فراوان مي باشند    جهان خارجي   

رت دقيق حل پـذير     پتانسيل وجود دارد كه براي آن ها معادله شرودينگر به صو          

 به شكل تحليلـي بـه دسـت          و تابع موج دستگاه را مي توان       بوده و طيف انرژي   

نوسانگر هماهنگ از جمله شناخته شده ترين اين پتانسيل ها اسـت كـه              . آورد

مطالعـه  . ن به صورت دقيق قابل بررسي مي باشـد        معادله شرودينگر مرتبط با آ    

. نوسانگر هماهنگ در حوزه نسبيتي في النفسه مسئله جالبي به نظر مـي آيـد              

علاقه به مطالعه نوسانگر هماهنگ در مكانيك كوانتـومي نـسبيتي از موقعيـت              

ات نسبيتي نقـش مهمـي      هاي متعدد و مختلفي ناشي مي شود كه در آن ها اثر           

گوردن براي  -ر اين فصل نخست ما به فرمول بندي معادله كلاين         د .ايفا مي كنند  

زمان پرداخته و بعد از جدا كردن وابـستگي         - بعد فضا  1+1نوسانگر هماهنگ در    

معادلـه مـوج    گوردن نشان مي دهيم كـه پاسـخ هـاي           -زماني تابع موج كلاين   

گوردن ايستا در يك بعد فضايي بر حسب توابع فـوق هندسـي همـشار               -كلاين

در ادامه با اعمال شرايط مـرزي بـر روي تـابع مـوج نوسـانگر       .بيان استقابل 

ر ا فواصل بسي   و ءگوردن يك بعدي، يعني متناهي شدن تابع موج در مبدا         -كلاين

 وابسته به نوسانگر كلاين گوردن يك بعدي به صـورت           دور از آن ترازهاي انرژي    

 زهـاي ر خلاف ترا   ترازها گسسته بوده و ب     اين. تحليلي به دست آورده مي شوند     



 ٥

 ـ      انرژي نوسانگر هماهنگ     سبيتي فاصـله   يك بعدي در مكانيك كوانتومي غير ن

طيف  در انتها به مطالعه   . ميان ترازهاي متوالي انرژي با يكديگر برابر نمي باشند        

دهيم كه   گوردن در حد غير نسبيتي پرداخته و نشان مي        -انرژي نوسانگر كلاين  

1در اين حد جمله     
2

n ω⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

بعـدي غيـر    يك  كه انرژي مربوط به يك نوسانگر =

نسبيتي است همراه با جملات تصحيحي به جمله انرژي غير نسبيتي حاصل مي             

  .گردد

  
  گوردن- كلايننوسانگر  1-2
  

در مكانيـك   زمـان - بعد فضا1+1 گوردن براي يك ذره آزاد در–معادله كلاين   

  : ]1[كوانتومي نسبيتي به شكل زير است

)1-1(                                                                 
2

0.mcµ
µ

⎛ ⎞∂ ∂ Ψ + Ψ =⎜ ⎟
⎝ ⎠=

 

  :كرد شكل زير باز نويسي به را مي توان )1-1( معادله

)1-2(                                              
2 2

2 2
2 2 0.m c
c t i x i x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ Ψ + Ψ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

= = = 

   يعني، خطي در مكانيك كوانتوميبا توجه به تعريف عملگر تكانه

)1-3(                                                                          ( ) ,x op
p i

x
∂

= −
∂
= 

  :شد خواهد )2-1 (معادله

)1-4(                                                   ( )
2 2

2 2 2
2 2 0.x op

p m c
c t

⎛ ⎞∂
+ + Ψ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

=  

  فتن پاسخي به شكلبا در نظر گر



 ٦

)1-5(                                                                     ( ) ( ),
iEt

x t e xψ
−

Ψ = = 

 دست مي آوريم به )4-1( در  آنو جايگذاري

)1-6(                                                    ( ) ( )
2 2 4

2
2 0.x op

E m cp x
c

ψ
⎛ ⎞−

− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

گوردن بـراي ذره آزاد در يـك بعـد    -در واقع همان معادله كلاين )6-1(معادله 

گوردن بر طبق دستور العمل     -به منظور ساختن نوسانگر كلاين    .فضايي مي باشد  

  :جايگزيني زير را انجام مي دهيم ]2[ارائه شده توسط ميرزا و همكاران

)1-7(                                                                  .x x xp p im xω→Π = − 

x عملگر
+Π  الحاقي عملگرxΠبا توجه به هر ميتي بودن عملگرهاي  xp و x به 

 :            صورت زير تعريف مي شود

)1-8(                                                                        .x xp im xω+Π = + 

)در اين حالت جمله  )2
x op
p متقارن را با تركيب) 6-1( در معادله  

)1-9                                                                     (( )1 ,
2 x x x x

+ +Π Π +Π Π 

گوردن بـراي   -با توجه به مطالب گفته شده معادله كلاين       . جايگزين خواهيم كرد  

  :گوردن يك بعدي خواهد شد–نوسانگر كلاين

)1-10                                     (( ) ( )
2 2 4

2

1[ ] 0,
2 x x x x

E m c x
c

ψ+ + −
Π Π +Π Π − =  

  و يا
( )( ) ( )( )1 1[

2 2x x x xp im x p im x p im x p im xω ω ω ω− + + + − − 

)1-11(                                ( )
2 2 4

2 ] 0.E m c x
c

ψ−
=                                         

 : به شكل زير در مي آيد)11-1(با اندكي محاسبه مي توان نشان داد كه معادله 



 ٧

)1-12(                                          ( )
2 2 2 2 2 2 4

2 2 2 2[ ] 0.d m x E m c x
dx c

ω ψ−
− + =

= =
  

  به شكل λ  و2k با تعريف پارامترهاي ثابت

)1-13(                                                                        
2 2 4

2
2 2 ,E m ck
c
−

=
=

 

)1-14(                                                                                  ,mωλ =
=

 

  :خواهد شد )12-1(معادله 

)1-15(                                                   ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
2 0.

d x
k x x

dx
ψ

λ ψ+ − = 

به معادله ديفرانسيل وبر  )15-1(در متون توابع خاص رياضي فيزيك معادله 

  به شكل k/با تعريف پارامتر ثابت  .]3[معروف است

)1-16 (                                                                           
2 2 2 4

/
2 ,

2 2
k E m ck

mcλ ω
−

= =
=

  

   و انجام تغيير متغير

)1-17           (                                                                                     2 ,y xλ=  

  :خواهيم داشت

)1-18(                                                                          2

2 ,

d d y d
d x d x d y

dx
d y
dy
d y

λ

λ

=

=

=

  

)1-19(                                                                   

2

2

2

2

2 2

14 .
2

d d d
dx dx dx

d dy y
dy dy

d dy
dy dy

λ λ

λ

=

=

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
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  :خواهد شد) 15-1(معادله ) 19-1(و ) 17- 1(، )16- 1(ادلات با استفاده از مع

)1-20(                                                 
2 /

2

1 1 0.
2 2 4

d d ky y
dy dy
ψ ψ ψ

⎛ ⎞
+ + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

) اكنون با معرفي تابع )yφبه شكل   

)1-21(                                                                        ( ) ( )2
y

y e yψ φ
−

=  

را به شكلي در مي آوريم كه اين شكل در متون استاندارد توابع ) 20-1(معادله 

  :داريم. باشد خاص رياضي فيزيك شناخته شده تر

)1-22(                                                 ( ) ( ) ( )2 1 ,
2

yd y d y
e y

dy dy
ψ φ

φ
− ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

)1-23(                                  ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2 2

1 .
4

yd y d y d y
e y

dy dy dy
ψ φ φ

φ
− ⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  :به دست مي آوريم) 20- 1( معادله در) 23-1(تا ) 21- 1(يگذاري معادلات با جا

)1-24(                             ( ) ( ) ( )
2 /

2

1 1 0.
2 2 4

d y d y ky y y
dy dy
φ φ

φ
⎛ ⎞⎛ ⎞+ − + − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

ما در بخش بعد . ]3[به معادله ديفرانسيل كومر موسوم است) 24- 1(معادله 

  . كومر و جواب هاي آن خواهيم داشتر كوتاهي بر معادله ديفرانسيلمرو
  

    معادله ديفرانسيل كومر  1-3

                                                                    

معادله ديفرانسيل كومر كه به آن معادله فوق هندسي همشار نيز گفته مي    

اين معادله به شكل زير  .]4[تبه دوم استشود يك معادله ديفرانسيل خطي مر

  است 



 ٩

)1-25       (                                        ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 0,
d y d y
y c y a y
dy dy
φ φ

φ+ − − = 

0yمي توان نشان داد كه نقطه  .اعداد ثابتي هستند cو aكه  يك نقطه  =

yتكينگي منظم و  = تكينگي نامنظم معادله ديفرانسيل كومر،   يك نقطه∞

 حول نقطه تكينه منظم) 25- 1(بنابراين معادله  .مي باشند) 25-1(يعني معادله 

0y= خواهد بود اراي پاسخ سري به شكل زيرد  

)1-26(                                                                                ( )
0

.n b
n

n
y a yφ

∞
+

=

=∑  

  داريم

)1-27(                                                                ( ) ( ) 1

0
,n b

n
n

d y
a n b y

dy
φ ∞

+ −

=

= +∑  

)1-28(                                               ( ) ( )( )
2

2
2

0
1 .n b

n
n

d y
a n b n b y

dy
φ ∞

+ −

=

= + + −∑  

  به دست مي آوريم ) 25-1(در معادله ) 28- 1(تا ) 26- 1(با جايگذاري روابط 

( ) ( )( ) ( )0 1
0

1 [ 1 ] 0,n b
n n

n
a b b c a n b n b c a n b a y

∞
+

+
=

− + + + + + + − + + =∑  

)1-29(  

0كه اگر  0a   دو مقدار به شكل زير به دست مي آيد bدر نظر بگيريم براي  ≠

)1-30(                                                                                                     0,b =  

)1-31                                                                                                (1 ,b c= −  
  بطه بازگشتي ما خواهد شد راهمچنين

)1-32                                                              (
( )( )1 .

1n n
n b aa a

n b n b c+

+ +
=

+ + + +
  

0bبه ازاي ) 32-1( به كار بردن رابطه بازگشتي با ) 26- 1(سري فروبنيوسي  ،=

  خواهد شد



 ١٠

)1-33        (          ( ) ( )
( )

( )( )
( )( )

2 3

0

1 1 2
[1 ...].

1! 1 2! 1 2 3!
a a a a aa y y yy a

c c c c c c
φ

+ + +
= + + + +

+ + +
  

)را با نماد ) 33- 1(بارت داخل كروشه در معادله ع ), ;M a c y  نشان مي دهند كه

( ), ;M a c y پس ،]4[ه تابع فوق هندسي همشار معروف استب  

               ( ) ( )
( )

( )( )
( )( )

2 31 1 2
, ; 1 ...,

1! 1 2! 1 2 3!
a a a a aa y y yM a c y

c c c c c c
+ + +

= + + + +
+ + +

  

)1-34      (           0, 1, 2,... .c ≠ − −  

  ]4[ معرفي نماد پوكهامر به صورتبا

0( ) 1a =  

)1-35(  ( ) ( )( ) 1 ... 1 , 1, 2,3,...na a a a n n= + + − =  

  را مي توان چنين نوشت ) 34-1(بع فوق هندسي همشار در معادله تا

)1-36                                                                      (( ) ( )
( )0

, ; .
!

n
n

n n

a yM a c y
c n

∞

=

=∑  

1bرا به ازاي ) 25- 1(ال پاسخ معادله كومر ح c= فرض  .به دست مي آوريم −

  م كه اين پاسخ را بتوان به صورتكنيمي 

)1-37                                                                                  (( ) ( )1 ,cy y z yφ −=  

  :داريم .وشتن

)1-38                                                    (( ) ( ) ( )1 1 ,cd y dz y cy z y
dy dy y
φ − ⎡ ⎤−

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

)1-39    (            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1
2 2 2

2 1 1
.cd y d z y c dz y c c

y z y
dy dy y dy y
φ − ⎡ ⎤− −

= + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

  به دست مي آوريم) 25-1(در معادله ) 39- 1(تا ) 37- 1( جايگذاري روابط با

)1-40                             ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 1 0.
d z y dz y
y c y a c z y
dy dy

+ − − − + − =  



 ١١

  داراي پاسخي به شكل زير است ) 40-1(عادله م

)1-41      (                              ( ) ( )1 , 2 ; , 2,3, 4,... .z y M a c c y c= + − − ≠  

جواب دوم معادله ديفرانسيل ) 41- 1(و ) 37-1(براين با به كار بردن معادلات ناب

  خواهد شد) 25- 1(كومر 

)1-42 (                              2,3,4,... .c ≠    ( ) ( )1 1 , 2 ; ,cy y M a c c yφ −= + − −  

معادله  cبه ازاي مقادير غير صحيح ) 42- 1(و ) 33- 1( به كار بردن معادلات با

  داراي جواب عمومي به شكل زير خواهد بود) 25-1(ديفرانسيل كومر 

( ) ( ) ( )1
1 2, ; 1 , 2 ; , 0, 1, 2,...cy C M a c y C y M a c c y cφ −= + + − − ≠ ± ±  

)1-43(  

  .اعداد ثابتي هستند 2Cو  1C كه

 با شرايطي مواجه مي گرديم كه مطالعه معادله ديفرانسيل كومر اغلب هنگام به

)لازم مي شود رفتار تابع  ), ;M a c y  را به ازاي مقادير كوچكy( 0)y→  و نيز

)yمقادير بزرگ  )y→∞ رفتار مجانبي تابع فوق هندسي ]4[ر مرجعد .بدانيم 

  همشار مورد مطالعه قرار گرفته و نشان داده شده است كه

)1-44              (                                         ( ), ; 1, 0M a c y y→∼  

  اي

)1-45                          (                          ( ), ; 1 , 0aM a c y y y
c

+ →∼  

)1-46(                                                      .y→∞  ( ) ( )
( )

, ; ,a c yc
M a c y y e

a
−Γ

Γ
∼  

گوردن يك بعدي بر حسب -عد به بررسي پاسخ هاي نوسانگر كلاينر بخش بد

 .خواهيم پرداخت توابع فوق هندسي همشار



 ١٢

  مقادير انرژي براي ويژه توابع و ويژه به دست آوردن   1-4

 گوردن يك بعدي -       نوسانگر كلاين

  

در مي يابيم كه جواب عمومي ) 25- 1( و) 24-1(با مقايسه اي ميان معادلات    

  به شكل زير است) 24-1(معادله 

)1-47(                              ( )
1
2

1 2
1 1 3, ; , ; ,
2 2 2

y C M a y C y M a yφ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  كه 

)1-48                                                                                     (
/ 1 .

2 4
ka

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

)براين شكل نهايي تابع موج بنا )xψ  و ) 21-1(، )17- 1(، )14-1(بر طبق روابط

  به صورت زير تعيين مي گردد) 1-47(

( )
2( ) 22

1
1, ;
2

m x mx C e M a x
ω ωψ

− ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=
  

)1-49  (                              
2( ) 22

2
1 3, ; .
2 2

m x m mC e xM a x
ω ω ω− ⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

= =
  

)نشان مي دهد ويژه توابع ) 49-1(همان طور كه  )xψ قسمت مجزا به از دو 

  شكل زير تشكيل شده است

)1-50(                                                     ( )
2

22 1, ; ,
2

m x

even
mx e M a x

ω ωψ
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

=
  

)1-51(                                            ( )
2

22 1 3, ; .
2 2

m x

odd
mx e xM a x

ω ωψ
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

=
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)تحت اثر عملگر پاريته  )x x→− 1(ويژه توابع معرفي شده در معادلات فتار ر-

  به شكل زير است) 51- 1(و ) 50

)1-52(                                                        ( ) ( ) ( ) ,even even evenx x xψ ψ ψ→ − =  

)1-53(                                                       ( ) ( ) ( ).odd odd oddx x xψ ψ ψ→ − = −  

)ء در نزديكي مبدا )0x→ هر دو ويژه تابع متناهي بوده و داريم  

)1-54(                                                                   ( ) 1 , 0even x xψ →∼  

)1-55(                                                                       ( ) 0 0.odd x xψ →∼  

) ءاز طرفي هر دو ويژه تابع در نواحي دور از مبدا )x→±∞  بايد مقادير متناهي

- 1(و ) 50- 1(رفتار مجانبي توابع ) 46-1(رابطه مجانبي به با توجه  .داشته باشند

  خواهد شد ∞±→xبه ازاي ) 51

)1-56(                                                        ( )
2

2 1 2 ,
m xa

even x x e x
ω

ψ − → ±∞=∼  

)1-57(                                                       ( )
2

2 1 2 , .
m xa

odd x x e x
ω

ψ − → ±∞=∼  

تنها راه اجتناب از . واگرا مي باشند ∞±→xدر ) 57-1( و )56-1( دو پاسخ هر

1و ثابت ) 50-1(در معادله  aگرايي اين است كه ثابت مشكل وا
2

a در معادله  +

  ]5[برابر اعداد صحيح منفي باشند، يعني) 1-51(

;                                         )  زوجراي ويژه توابعب( 0,1,2,...a n n= − =  

)1-58(  

1                                    )راي ويژه توابع فردب( . ; 0,1,2,...
2

a n n+ = − =  

)1-59(  
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طيف انرژي و ويژه ) 58- 1(و ) 50-1(، )48- 1(، )16-1(با به كار بردن روابط 

گوردن يك بعدي به صورت زير به دست مي - توابع زوج براي نوسانگر كلاين

  دآين

)1-60(                                                             2 2 4 212(2 ) ,
2nE m c n mc ω= + + =  

)1-61(                   ( )
2

22
,

1, ; , 0,1,2,... .
2

m x

even n
mx e M n x n

ω ωψ
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

=
  

طيف انرژي و ويژه توابع ) 59- 1(و ) 51-1(، )48-1(، )16- 1(با به كار بردن روابط 

  ك بعدي به صورت زير به دست مي آيندگوردن ي- فرد براي نوسانگر كلاين

)1-62(                                                             2 2 4 232(2 ) ,
2nE m c n mc ω= + + =  

)1-63(                ( )
2

22
,

3, ; , 0,1,2,... .
2

m x

odd n
mx e x M n x n

ω ωψ
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

=
  

گوردن يك - مقادير نوعي طيف انرژي براي نوسانگر كلاين2 و 1در جداول 

  .ده اندبعدي آورده ش

  

  

  

  

  

  

  

  



 ١٥

  گوردن- مقادير انرژي نوسانگر كلاينويژه :1جدول

 يك بعدي براي ويژه توابع زوج

 

2
nE  n  

2 4 2m c mc ω+ =  
2 4 25m c mc ω+ =  
2 4 29m c mc ω+ =  

2 4 213m c mc ω+ =  

0  

1  

2  

3  

  

   گوردن-ويژه مقادير انرژي نوسانگر كلاين :2جدول

 يك بعدي براي ويژه توابع فرد

  

2
nE  n  

2 4 23m c mc ω+ =  
2 4 27m c mc ω+ =  

2 4 211m c mc ω+ =  
2 4 215m c mc ω+ =  

0  

1  

2  

3  

  

گورن يك بعدي -ين ترازهاي انرژي مربوط به نوسانگر كلا2 و شكل 1در شكل 

  .ترسيم شده اند
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.                                      

.                                      

.                                     

2 4 29m c mc ω+ + =  
 

 
2 4 25m c mc ω+ + = 

 
2 4 2m c mc ω+ + = 

 
2 4 2m c mc ω− + = 

 
2 4 25m c mc ω− + = 

 

 
2 4 29m c mc ω− + = 

.                                       

.                                       

.                                                                        

 

  گوردن-ترازهاي انرژي نوسانگر كلاين :1شكل

        زوج     يك بعدي براي ويژه توابع                                
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.                                      

.                                      

.                                      
2 4 211m c mc ω+ + = 

 

 
2 4 27m c mc ω+ + = 

 
2 4 23m c mc ω+ + = 

 
2 4 23m c mc ω− + = 

 
2 4 27m c mc ω− + = 

 

 
2 4 211m c mc ω− + = 

.                                       

.                                       

.                                       

  

  گوردن-ترازهاي انرژي نوسانگر كلاين :2شكل

  ديك بعدي براي ويژه توابع فر                                                  
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 نشان مي دهند ترازهاي انرژي وابسته به نوسانگر 2 و 1همان طور كه اشكال 

 يك بعدي همانند ترازهاي انرژي مربوط به نوسانگر هماهنگ يك گوردن- كلاين

البته در اين حالت بر خلاف حالت غير . بعدي غير نسبيتي گسسته مي باشند

لازم به ذكر  .نيستند نسبيتي فاصله ميان ترازهاي متوالي انرژي با يكديگر برابر

 با ويژه توابع براي ويژه مقادير انرژي متناظر) 60-1(است كه مي توان روابط 

براي ويژه مقادير انرژي متناظر با ويژه توابع فرد را با يكديگر ) 62-1(زوج و 

- ادغام نموده و رابطه واحدي براي ترازهاي انرژي مربوط به نوسانگر كلاين

 گوردن يك بعدي به شكل زير ارائه نمود

)1-64(                                   2 2 4 212( ) , 0,1,2,... .
2nE m c n m c nω= + + == 

را مي توان بر حسب چند جمله اي ) 63-1(و ) 61- 1(از سوي ديگر ويژه توابع 

  ]6[داريم. هاي شناخته شده هر ميت بيان كرد

)1-65(                                            ( ) ( ) ( ) 2
2

2 ! 11 , ; ,
! 2

n
n

n
M n

n
ξ ξ⎛ ⎞Η = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠ 

)1-66(                                 ( ) ( ) ( ) 2
2 1

2 2 1 ! 31 , ; .
! 2

n
n

n
M n

n
ξ ξ ξ+

+ ⎛ ⎞Η = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠ 

) 61- 1(ويژه توابع زوج معرفي شده در معادله ) 65-1(با به كار بردن معادله 

 خواهند شد

)1-67(                          ( ) ( )
2

2
, 2 2 , 0,1, 2,... ,

x

even n n nx N e x n
λ

ψ λ
−

= Η = 

ويژه ) 66- 1(همچنين با استفاده از معادله . يك ثابت بهنجارش است 2nNكه 

 را مي توان چنين نوشت) 63-1(ه در معادله توابع فرد معرفي شد
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)1-68(                      ( ) ( )
2

2
, 2 1 2 1 , 0,1, 2,... ,

x

odd n n nx N e x n
λ

ψ λ
−

+ += Η = 

2كه  1nN در نهايت مي توان .  ثابت بهنجارش مربوط به ويژه توابع فرد مي باشد+

را با ) 68- 1(و ويژه توابع فرد در معادله ) 67- 1(در معادله ويژه توابع زوج 

 يكديگر تركيب نموده و رابطه واحدي براي ويژه توابع به صورت زير ارائه نمود

)1-69(                                ( ) ( )
2

2 , 0,1, 2,... .
x

n n nx N e x n
λ

ψ λ
−

= Η =  

به دست آورده شده و مقدار ) 69-1(در معادله  nN ثابت بهنجارش ]6[ مرجعدر

  آن برابر است با

)1-70(                                                                     1 .
2 !n nN
n

λ
π

=  

گوردن يك بعدي -يستاي بهنجار وابسته به نوسانگر كلاينابنابراين ويژه توابع 

  خواهد شد

)1-71(                    ( ) ( )
2

21 , 0,1, 2,... .
2 !

x

n nnx e x n
n

λλψ λ
π

−
= Η =  

  

  گوردن يك بعدي در -ي نوسانگر كلاين  بررسي طيف انرژ1-5

 حد غير نسبيتي        

  

براي اين منظور . مي پردازيم) 64- 1(اكنون به بررسي حد غير نسبيتي عبارت    

  لازم است كه از بسط زير استفاده كنيم 
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)1-72(                                          ( )
1

22
1 11 1 ..., | | 1.
2 8

x x x x+ = + − + <  

  داريم
1
2

2
2

2 2 2
2

2

12
21

1 1 1 , 0,1, 2,... .
2 2 2

n

n
E mc

mc

mc n n n
mc

ω

ωω

⎡ ⎤⎛ ⎞+⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥= +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

==

  

)1-73(  

مربـوط بـه انـرژي در حـال سـكون           ) 73-1(جمله اول در سمت راست معادله       

همـان جملـه    ) 73-1(دومين جمله در سمت راست معادلـه        . نوسانگر مي باشد  

جملـه   .آشناي مربوط به انرژي نوسانگر هماهنگ يك بعدي غير نسبيتي اسـت           

. يح نسبيتي انرژي مـي باشـد      معرف تصح ) 73-1(سوم در سمت راست معادله      

 را بـه    ]5[گوردن يك بعـدي معرفـي شـده در مرجـع          -بنابراين نوسانگر كلاين  

درستي مي توان تعميمي نسبيتي از نوسانگر هماهنگ در مكانيـك كوانتـومي             

-در فصول بعد به بررسي مكانيك آماري نوسانگر كلايـن         . غير نسبيتي دانست  

  .گوردن يك بعدي مي پردازيم

  
 

 

 

  

   


