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خدا نام به

فضاهای دو-خطیدر نگاشتهایخطیو

دو-نرم
توسط:

میرزایی ملیحه
پایان�نامه

لازم تحصیلͬ فعالیت�های از بخشͬ عنوان به دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات به شده ارائه

ارشد کارشناسͬ درجه اخذ برای

رشته در
محض ریاضͬ

دامغان دانشͽاه از
خوب درجه: با پایان�نامه کمیته توسط شده تأیید و ارزیابی

علوم و ریاضͬ دانشͺده تابعͬ آنالیز گرایش محض ریاضͬ استادیار تبادکان عباسپور غلامرضا دکتر

راهنما) (استاد دامغان دانشͽاه کامپیوتر

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده ͷهارمونی آنالیز محضگرایش ریاضͬ استادیار رمضانپور محمد دکتر

مشاور) (استاد دامغان دانشͽاه

(داور سمنان دانشͽاه ریاضͬ دانشͺده ͷهارمونی آنالیز گرایش محض ریاضͬ دانشیار غفاری علͬ دکتر

اول)

معلم تربیت دانشͽاه ریاضͬ دانشͺده تابعͬ آنالیز گرایش محض ریاضͬ استادیار صادقͬ قدیر دکتر

دوم) (داور سبزوار

دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده توپولوژی گرایش محض ریاضͬ استادیار ابری محمد دکتر

تکمیلͬ) تحصیلات (نمایندۀ دامغان



١٣٩٠ اسفند

۴



ଘم৤قدৎ
: مهربانم ومادر بزرگوارم پدر به تقديم

سپر را خود و خريدند جان به را سختيها گذشتند هايشان خواسته از كه فرشته�ای دو آن

برسم. ايستادم آن در اكنون كه جايͽاه˼ͬ در من تا كردند وناملايمات مشͺلات بلای

بودنم. واميد خستگيم همسرم،پناه



ণپاسࢂචاری
از: مͬ�کنم سپاسͽزاری

زندگيم سياه تخته بر را سپيدی كه پور عباس دكتر آقای جناب فرزانه و فرهيخته استاد

راهنمايی�های با را ودانش علم سرای وگلشن بخشيد روشنͬ را دل سرزمين و نگاشت

ساخت. بارور سازنده و ساز كار

بود. كنارم در هميشه كه مهربانم همسر

سائده. عزيزم دوست و جان مرضيه عزيزم عمه دختر



چͺیده

فضاهای دو-خطیدر نگاشتهایخطیو

دو-نرم

وسیله�ی: به
میرزایی ملیحه

اکید محدب فضاهای مͬ�پردازیم، دو-نرم و ͷدو-متری فضاهای عمومͬ خواص معرفͬ به نامه پايان دراين

بررسͬ مورد را خطͬ دو-نرم فضاهای روی خطͬ نگاشت�های پیوستگͬ مͬ�کنیم، معرفͬ را اکید ودو-محدب

دار نرم فضای ͷی به دو-نرم مجموعه ͷی از کراندار دو-خطͬ عملͽرهای بررسͬ به نهایت در مͬ�دهیم. قرار

باناخ یͷفضای توی به کراندار دو-خطͬ عملͽرهای از یͷخانواده برای را باناخ-اشتینهوس قضیه و مͬ�پردازیم

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد

د



فهرستمطالب

ه� مطالب فهرست

٢ ومقدماتͬ اساسͬ مفاهیم ١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ دو-نرم فضاهای معرفͬ ١-١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبري نقطه و دو-نرم ميانͯ نقطه ١-٢

٢٣ خطͬ دو-نرم فضاهای در خطͬ های نگاشت ٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اکید دو-محدب و اکید محدب ٢-١

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ نگاشتهای پیوستگͬ ٢-٢

۴٢ خطͬ دو-نرم های مجموعه در کراندار دو-خطͬ عملͽرهای ٣

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن از نتایجͬ و دو-نرم فضای از تعاریفͬ ٣-١

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندار دو-خطͬ عملͽرهای همه فضای ٣-٢

۵١ . . . . . . . . . کراندار دو-خطͬ عملͽر�های برای اشتینهوس - باناخ قضیه ٣-٣

۵۶ مراجع

۵٧ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

۵٨ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

ه�



پیشگفتار

ساختار روی دیͽری دانان رياضͬ و معرفͬ�کرد دو-متریͷرا و خطͬ دو-نرم فضاهای گاهلر ،١٩۶٣ در

مطالعه�کردند. گسترده طور به ... و دو-محدب اکید، محدب جمله از فضاها این هندسͬ

فضای ،ͷدو-متری فضای داخلͬ، دو-ضرب فضای با را خطͬ دو-نرم فضای بین رابطه گاهلر

باشد نرمدار خطͬ فضای فضا، اگر که کرد ثابت همچنین و نمود. بیان اکید ودو-محدب اکید محدب

تعریف�کرد. مͬ�توان دو-نرم ͷی آن روی صورت این در

ͷدو-متری و دو-بردار داخلͬ، دو-ضرب خطͬ، دو-نرم فضاهای پایان�نامه، این اول فصل در

دوم فصل در سپس شده�است. مطرح گاهلر توسط آنها از حاصل نتایج بیشتر که مͬ�شوند معرفͬ

پیوستگͬ سپس مͬ�کنیم. مطرح خطͬ دو-نرم فضاهای برای را اکید دو-محدب و اکید محدب مفهوم

مͬ�کنیم. بررسͬ را دو-نرم فضاهای روی خطͬ نگاشت�های

فضای ͷی توی به دو-نرم مجموعه ͷی از کراندار دو-خطͬ عملͽرهای از جزئیاتͬ سوم فصل در

دو-نرم فضای و باناخ فضای به شرایط بعضͬ تحت عملͽرها این فضای که مͬ�گیریم نظر در را نرمدار

مͬ�شوند. تبدیل متقارن

ͷی از کراندار دو-خطͬ عملͽرهای از خانواده ͷی برای را باناخ-اشتینهوس قضیه سوم بخش در

مͬ�کنیم. بررسͬ باناخ فضای توی به دو-نرم مجموعه

١



١ فصل

اساسیومقدماتی مفاهیم

اصطلاحات کردن فراهم یادآوری، فصل، این از هدف مͬ�کنیم. ذکر را مقدماتͬ مفاهیم فصل این در

بود. خواهد نیاز مورد آتͬ های فصل در که است مقدماتͬ و

خطͬ دو-نرم فضاهای معرفͬ ١-١

داخلͬ ضرب ͷی باشد. (C يا R)Kمیدان روی برداری فضای ͷی X فرض�کنید .١.١.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در که Kمͬ��باشد، توی به X ×X از (x, y) → (x|y) تابع X فضای روی

(I١) (i) (x|x) ≥ ٠, (ii) (x|x) = ٠ ⇔ x = ٠;

(I٢) (x|y) = (y|x);

(I٣) (x+ y|z) = (x|z) + (y|z);

(I۴) (αx|y) = α(x|y) ∀x, y, z ∈ X ,α ∈ K;

مͬ�باشد. (y|x) مختلط مزدوج دهنده نمایش (y|x) که

داده نمایش (X, (·|·)) با که مͬ�شود گفته داخلͬ ضرب فضای (·|·) داخلͬ یͷضرب Xبا بردار

مͬ�شود.

حقیقͬ تابع ،X روی نرم ͷی باشد، (C R)Kيا روی خطͬ فضای ͷیXفرض�كنيد تعریف٢.١.١.

٢



صدق�کند: زیر شرایط در که مͬ�باشد، x → ∥x∥ مقدار

(I١) ∥x∥ = ٠ ⇔ x = ٠;

(I٢) ∥αx∥ = |α|∥x∥;

(I٣) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥; ∀x, y ∈ X ,α ∈ K

مͬ�شود. داده نمایش (X, ∥.∥) با که مͬ�شود، گفته نرمدار خطͬ فضای ∥.∥ نرم با X خطͬ فضای

آنگاه باشد، داخلͬ ضرب فضای (X, (·|·)) اگر .٣.١.١ قضیه

|(x|y)| ≤ (x|x)
١
٢ (y|y)

١
٢

باشند. خطͬ وابستۀ x, y اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و ،x, y ∈ X هر برای

مͬ�باشد. معروف ١ شوارتز کشͬ- نامساوی به فوق قضیه�ي در نامساوی

X در نرم ͷی ∥x∥ =
√
(x|x) آنگاه باشد، داخلͬ ضرب فضای (X, (·|·)) اگر .۴.١.١ قضیه

مͬ�کند. تعریف

به[۵] شود رجوع اثبات.

حقیقͬ تابع ͷی (·, ·|·) و باشد ͷی از بزرگتر بعد با خطͬ فضای ͷی X فرض�کنیم .۵.١.١ تعریف

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در که باشد X ×X ×X در مقدار

(I١) (i) (a, a|b) ≥ ٠, (ii) (a, a|b) = ٠ ⇔ باشند خطͬ ,bوابستۀ a;

(I٢) (a, a|b) = (b, b|a);

(I٣) (a, b|c) = (b, a|c);

(I۴) (αa, b|c) = α(a, b|c) ∀α ∈ R

(I۵) (a+ a′, b|c) = (a, b|c) + (a′, b|c) ∀a, a′, b, c ∈ X;

نامیده داخلͬ دو-ضرب فضای (X, (·, ·|·)) و مͬ�شود نامیده Xروی داخلͬ دو-ضرب ͷی (·, ·|·)

مͬ�شود.

١Cauchy-Schwarz

٣



به X روی داخلͬ دو-ضرب ͷی باشد داخلͬ ضرب فضای ͷی (X, (·|·)) فرض�کنیم .۶.١.١ مثال

مͬ�شود: تعریف زیر صورت

(a, b|c) =

∣∣∣∣∣ (a|b) (a|c)

(b|c) (c|c)

∣∣∣∣∣ = (a|b)∥c∥٢ − (a|c)(b|c)

مͬ�باشند: زیر صورت به داخلͬ دو-ضرب ای پایه خواص برخͬ

آنگاه باشد Xروی داخلͬ دو-ضرب ͷی (·, اگر(·|· .٧.١.١ لم

١)|(a, b|c)| ≤
√
(a, a|c)

√
(b, b|c) a, b, c ∈ Xهر برای

٢)(a, b|b) = ٠ a, b,∈ Xهر برای

٣)(a, b|γc) = γ٢(a, b|c) γ ∈ R, a, b, c ∈ Xهر برای

(١) اثبات.

داریم: β حقیقͬ عدد هر برای

(a+ β(a, b|c)b, a+ β(a, b|c)b|c)

= (a, a+ β(a, b|c)b|c) + (β(a, b|c)b, a+ β(a, b|c)b|c)

= (a+ β(a, b|c)b, a|c) + (a+ β(a, b|c)b, β(a, b|c)b|c)

= (a, a|c) + (β(a, b|c)b, a|c) + (a, β(a, b|c)b|c)

+ (β(a, b|c)b, β(a, b|c)b|c)

= (a, a|c) + β(a, b|c)(b, a|c) + β(a, b|c)(b, a|c) + β٢(a, b|c)٢(b, b|c)

= (a, a|c) + β(a, b|c)٢ + β٢(a, b|c)٢(b, b|c) + β(a, b|c)٢

= (a, a|c) + β٢(a, b|c)٢(b, b|c) + ٢β(a, b|c)٢ ≥ ٠

مͬ�شود نتیجه بالا ازنامساوی (b, b|c) = ٠ اگر

(a, a|c) ≥ −٢β(a, b|c)٢ ⇒ (a, b|c)٢ ≤ −(a, a|c)
٢β

(β < ٠).

داریم: لذا −(a, a|c)
٢β

−→ ٠ ،β → −∞ که زمانͬ

(a, b|c)٢ ≤ ٠ ⇒ (a, b|c) = ٠

۴



مͬ�آید. بدست نامساوی β =
−١

(b, b|c)
گرفتن درنظر با آنگاه ،(b, b|c) ̸= ٠ اگر

(a, a|c)− ٢(a, b|c)٢

(b, b|c)
+

(a, b|c)٢

(b, b|c)
≥ ٠

(a, a|c) ≥ (a, b|c)٢

(b, b|c)
⇒ (a, b|c)٢ ≤ (a, a|c)(b, b|c)

⇒ |(a, b|c)| ≤
√

(a, a|c)
√
(b, b|c)

(٢) اثبات.

|(a, b|b)| ≤
√
(a, a|b)

√
(b, b|b) = ٠ =⇒ (a, b|b) = ٠

(٣) اثبات.
١
۴
[
(a+ b, a+ b|γc)− (a− b, a− b|γc)

]
=
١
۴
[
(a, a+ b|γc) + (b, a+ b|γc)− (a, a− b|γc) + (b, a− b|γc)

]
=
١
۴
[
(a+ b, a|γc) + (a+ b, b|γc)− (a− b, a|γc) + (a− b, b|γc)

]
=
١
۴
[
(a, a|γc) + (b, a|γc) + (a, b|γc) + (b, b|γc)− (a, a|γc)

+(b, a|γc) + (a, b|γc)− (b, b|γc)
]

=
١
۴
[
٢(b, a|γc) + ٢(b, a|γc)

]
=
١
۴
(۴(a, b|γc)) = (a, b|γc)

لذا و

(a, b|γc) =
١
۴
[
(a+ b, a+ b|γc)− (a− b, a− b|γc)

]
=

١
۴
[
(γc, γc|a+ b)− (γc, γc|a− b)

]
=

١
۴
[
γ(c, γc|a+ b)− γ(c, γc|a− b)

]
=

γ

۴
[
(γc, c|a+ b)− (γc, c|a− b)

]
=

γ٢

۴
[
(c, c|a+ b)− (c, c|a− b)

]
=

γ٢

۴
[
(a+ b, a+ b|c)− (a− b, a− b|c)

]
=

γ٢

۴
(۴(a, b|c)) = γ٢(a, b|c)

۵



حقیقͬ تابع ͷی ∥., .∥ و باشد ͷی از بزرگتر بعد با حقیقͬ خطͬ Xفضای فرض�کنیم تعریف٨.١.١.

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در که X ×X در مقدار

(I١) ∥x, y∥ = ٠, ⇔ باشند خطͬ ,yوابستۀ x

(I٢) ∥x, y∥ = ∥y, x∥;

(I٣) ∥αx, y∥ = |α|∥x, y∥;

(I۴) ∥x, y + z∥ ≤ ∥x, y∥+ ∥x, z∥ x, y, z ∈ X ,α ∈ Rهر ;براي

مͬ�شود. نامیده خطͬ دو-نرم فضای ͷی (X, ∥., .∥) و مͬ�شود نامیده X روی دو-نرم ͷی ∥., .∥

داریم: α ∈ R و x, y ∈ X هر برای .٩.١.١ نکته

∥x, y∥ = ∥x, y + αx∥

زیرا:

∥ x, y ∥ = ∥ x, y + αx− αx ∥≤∥ x, y + αx ∥ + ∥ x,−αx ∥

= ∥x, y + αx∥

طرفͬ از

∥ x, y + αx ∥≤∥ x, y ∥ + ∥ x, αx ∥ =⇒∥ x, y + αx ∥≤∥ x, y ∥

نرم دو ͷی ∥x, y∥ =
√

(x, x|y) رابطه با (X, (·, ·|·)) داخلͬ دو-ضرب فضای .١٠.١.١ قضیه

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در که مͬ�کند تعریف X روی

(i) (x, y|z) = ١
۴
(∥x+ y, z∥٢ − ∥x− y, z∥٢)

(ii) ∥x+ y, z∥٢ + ∥x− y, z∥٢ = ٢(∥x, z∥٢ + ∥y, z∥٢) ∀x, y, z ∈ X.

۶



است. نرم دو ͷی ∥ ·, · ∥ مͬ�دهیم نشان ابتدا اثبات.

١) ∥x, y∥ =
√
(x, x|y) = ٠ ⇔ (x, x|y) = ٠ ⇔ باشند خطͬ ,yوابستۀ x;

٢) ∥x, y∥ =
√
(x, x|y) =

√
(y, y|x) = ∥y, x∥;

٣) ∥αx, y∥ =
√
(αx, αx|y) =

√
α(x, αx|y) =

√
α(αx, x|y)

=
√
α٢(x, x|y) = |α|∥x, y∥;

۴) ∥x, y + z∥ ≤ ∥x, y∥+ ∥x, z∥ دهیم: مͬ نشان پایان در و

(∥x, y∥+ ∥x, z∥)٢ = ∥x, y∥٢ + ∥x, z∥٢ + ٢∥x, y∥∥x, z∥

= (x, x|y) + (x, x|z) + ٢
√

(x, x|y)
√
(x, x|z)

= (x, x|y) + (x, x|z) + ٢
√

(y, y|x)
√

(z, z|x)

≥ (x, x|y) + (x, x|z) + ٢(y, z|x)

= (x, x|y) + (y, z|x) + (x, x|z) + (y, z|x)

= (y, y|x) + (z, y|x) + (z, z|x) + (y, z|x)

= (y + z, y|x) + (y + z, z|x) = (y, y + z|x) + (z, y + z|x)

= (y + z, y + z|x) = (x, x|y + z)

لذا

(∥x, y∥+ ∥x, z∥)٢ ≥ (x, x|y + z)

∥x, y∥+ ∥x, z∥ ≥
√

(x, x|y + z) = ∥x, y + z∥

:(i) برهان

(x, y|z) =
١
۴
[
(z, z|x+ y)− (z, z|x− y)]

=
١
۴
[
(x+ y, x+ y|z)− (x− y, x− y|z)]

=
١
۴
(∥x+ y, z∥٢ − ∥x− y, z∥٢)

٧



:(ii) برهان

∥x+ y, z∥٢ + ∥x− y, z∥٢ = (x+ y, x+ y|z) + (x− y, x− y|z)

= (x, x+ y|z) + (y, x+ y|z) + (x, x− y|z)− (y, x− y|z)

= (x+ y, x|z) + (x+ y, y|z) + (x− y, x|z)− (x− y, y|z)

= (x, x|z) + (y, x|z) + (x, y|z) + (y, y|z) + (x, x|z)

− (y, x|z)− (x, y|z) + (y, y|z) = ٢(x, x|z) + ٢(y, y|z)

= ٢((x, x|z) + (y, y|z)) = ٢(∥x, z∥٢ + ∥y, z∥٢)

,.∥را .∥ تابع باشد. ͷی از بزرگتر بعد با داخلͬ یͷفضایضرب (X, (·|·)) فرض�کنیم .١١.١.١ مثال

مͬ�كنيم: تعريف زير صورت به X ×X روی

∥x, y∥ :=

∣∣∣∣∣ (x|x) (x|y)

(y|x) (y|y)

∣∣∣∣∣
١
٢

X در استاندارد دو-نرم آنرا که است Xروی نرم دو ͷی ∥ ·, · ∥ ،(۶.١.١) مثال و فوق قضیه به بنا

مͬ�نامیم.

صورتشرط این در کند صدق I٣ و I٢ ،I١ شرایط در ∥ ·, · ∥ تعریف، در فرض�کنیم .١٢.١.١ قضیه

است. معادل زیر شرط با I۴

I
′

۴ : ∥x+ z, y + z∥ ≤ ∥x, y∥+ ∥y, z∥+ ∥z, x∥

مͬ�دهیم: نشان باشد. برقرار I۴ فرض�کنیم ابتدا اثبات.

∥x+ z, y + z∥ ≤ ∥x, y∥+ ∥y, z∥+ ∥z, x∥

داریم:

∥x+ z, y + z∥ ≤ ∥x+ z, y∥+ ∥x+ z, z∥ = ∥y, x+ z∥+ ∥z, x+ z∥

≤ ∥y, x∥+ ∥y, z∥+ ∥z, x∥+ ∥z, z∥

= ∥ x, y ∥ + ∥ y, z ∥ + ∥ z, x ∥

.∥ z, z ∥= ٠ ،(I١) به بنا زیرا

٨



همه مجموعه B′
X مͬ�دهیم قرار باشد. ͷی از بزرگتر بعد با خطͬ فضای Xاگر .١٣.١.١ تعریف

هستند. X در بردارهایی ،i = ١,٢, . . .m ،yi و xi که ،
∑m

i=١ xi × yi فرم به ها نمایش

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به ،B′
X در را ” ∼ ” رابطه

m∑
i=١

xi × yi ∼
m′∑
i=١

x′
i × y′i

X در g و f دلخواه خطͬ تابع هر برای اگر

m∑
i=١

∣∣∣∣∣ f(xi) g(xi)

f(yi) g(yi)

∣∣∣∣∣ =
m′∑
i=١

∣∣∣∣∣ f(x′
i) g(x′

i)

f(y′i) g(y′i)

∣∣∣∣∣
مͬ�باشد. B′

X روی ارزی هم رابطه ͷی فوق رابطه باشد برقرار

و مͬ�شوند. Xنامیده بر بردار دو BX عناصر مͬ�گیریم. نظر در B′
X/ ∼ قسمتͬ خارج فضای را BX

مͬ��شوند. نامیده بردار دو از نمایشͬ B′
X عناصر

مͬ�دهیم. نمایش b(
∑m

i=١ xi × yi)صورت به
∑m

i=١ xi × yi نماینده با بردار دو ͷی

مͬ�باشد. زیر صورت به خطͬ فضای ،BX فضای

b(
n∑

i=١

xi × yi) + b(
m∑
i=١

xi+n × yi+n) = b(
m+n∑
i=١

xi × yi)

αb(
m∑
i=١

xi × yi) = b(
m∑
i=١

xi × αyi) α ∈ R

روی دو-نرم ͷی ∥x, y∥ = ∥b(x × y)∥ آنگاه باشد، BX روی نرم ͷی ∥.∥ اگر .١۴.١.١ قضیه

مͬ�شود. Xتعریف

اثبات.

(١)

∥x, y∥ = ∥b(x× y)∥ = ٠ ⇐⇒ (x× y) ∼ (٠× ٠)

لذا

b(x× y) = ٠BX
⇐⇒ باشند خطͬ وابسته y و x

∥x, y∥ = ∥y, x∥ لذا b(x× y) = b(y × x) چون (٢)

لذا b(αx× y) = αb(x× y) چون (٣)

∥αx, y∥ = ∥b(αx× y)∥ = |α|∥b(x× y)∥ = |α|∥x, y∥

٩



لذا b(x× (y + z)) = b(x× y) + b(x× z) چون (۴)

∥x, y + z∥ = ∥b(x× (y + z))∥

= ∥b(x× y) + b(x× z)∥

≤ ∥b(x× y)∥+ ∥b(x× z)∥

= ∥x, y∥+ ∥x, z∥

در که مͬ�باشد (x, y) → d(x, y) مقدار حقیقͬ Xتابع مجموعۀ روی ͷمتري ͷی تعریف١.١.١۵.

کند: صدق زیر شرایط

(I١) d(x, y) ≥ ٠;

(I٢) d(x, y) = ٠ ⇔ x = y;

(I٣) d(x, y) = d(y, x);

(I۴) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z); x, y, z ∈ X هر برای

مͬ�دهند. نمایش (X, d) با که مͬ�شود، گفته ͷمتری فضای dͷمتري ͷی با X مجموعۀ

متر ͷی d(x, y) = ∥x − y∥ آنگاه باشد، نرمدار خطͬ فضای ͷی (X, ∥.∥) اگر .١۶.١.١ گزاره

مͬ�کند. تعریف

[۵] به شود رجوع اثبات.

است. شده تعریف فوق گزارۀ در که متری با مͬ�باشد ͷمتری فضای ͷی نرمدار، خطͬ فضای ͷی

X×X×Xتعریف روی که ،d مقدار حقیقͬ نامنفͬ تابع Xبا تهͬ غير مجموعه تعریف١٧.١.١.

کند: صدق زیر شرایط در که طوری به مͬ�شود

طوری�که به �باشد داشته وجود z ∈ X نقطۀ x ̸= y که x, y ∈ X جفت هر برای (١a)

،d(x, y, z) ̸= ٠

باشند، مساوی x, y, z نقاط از دوتا حداقل که زمانͬ d(x, y, z) = ٠ (١b)

،d(x, z, y) = d(x, y, z) = d(y, z, x) (٢)

d(x, y, z) ≤ d(x, y, w) + d(x,w, z) + d(w, y, z) (٣)

١٠



مͬ�شود. گفته ͷدو-متری فضای ͷی (X, d) و مͬ�شود گفته X فضای برای ͷدو-متری ͷی

d(x, y, z) = ∥x−z, y−z∥ تابع آنگاه باشد خطͬ دو-نرم فضای (X, ∥., .∥) اگر .١٨.١.١ گزاره

مͬ�کند. تعریف X روی ͷدو-متری ͷی

مͬ�افتد: اتفاق حالت دو x ̸= y که x, y ∈ X جفت هر برای (١a) اثبات.

وجود z و x و y = αx که طوری به دارد وجود ١ ̸= α ∈ R باشند، خطͬ وابستۀ y و x اول: حالت

داریم: نباشند. خطͬ وابسته که بطوری باشند داشته

d(x, y, z) = ∥x− z, y − z∥ = ∥x− z, αx− z∥ = ∥x− z, αx− z + x− x∥

= ∥x− z, αx− x∥ = ∥x− z, αx− x∥ = ∥x− z, (α− ١)x∥ = |α− ١|∥x− z, x∥

= |α− ١|∥x− z, x− z + z∥ = |α− ١|∥x− z, z∥ = |α− ١|∥x− z + z, z∥

= |α− ١|∥x, z∥ ̸= ٠

مͬ�گیریم.داریم: نظر در z = x− y،نباشند خطͬ وابسته yوx دوم: حالت

d(x, y, z) = ∥x− z, y − z∥ = ∥x− x+ y, y − x+ y∥ = ∥y,٢y − x∥

= ∥ y, y + y − x ∥=∥ y, y − x ∥

= ∥y,−x∥ = ∥y, x∥ ≠ ٠

(١b)

d(x, y, z) = d(x, x, z) = ∥x− z, x− z∥ = ٠

(٢)

d(x, y, z) = ∥x− z, y − z∥ = | − ١|∥z − x, y − z∥ = ∥y − z, z − x∥

= ∥y − x+ x− z, z − x∥ = ∥y − x, z − x∥ = d(y, z, x)

d(x, z, y) = ∥x− y, z − y∥ = ∥z − y, x− y∥ = | − ١|∥y − z, x− y∥

= ∥y − z, x− z + z − y∥ = ∥y − z, x− z∥ = ∥x− z, y − z∥ = d(x, y, z)

d(x, z, y) = ∥x− y, z − y∥ = ∥x− y, z − x+ x− y∥ = ∥x− y, z − x∥

= ∥y − x, z − x∥ = d(y, z, x)

١١



(٣)

d(x, y, z) = ∥x− z, y − z∥ = ∥x− w + w − z, y − w + w − z∥

≤ ∥x− w + w − z, y − w∥+ ∥x− w + w − z, w − z∥

= ∥y − w, x− w + w − z∥+ ∥w − z, x− w + w − z∥

≤ ∥y − w, x− w∥+ ∥y − w,w − z∥

+ ∥w − z, x− w∥+ ∥w − z, w − z∥

= ∥x− w, y − w∥+ ∥y − w, z − w∥+ ∥z − w, x− w∥

= d(x, y, w) + d(y, z, w) + d(z, x, w)

= d(x, y, w) + d(w, y, z) + d(x,w, z).

هر برای اگر مͬ�شود گفته x به همͽرا (X, ∥.∥) نرمدار فضای در {xn} دنبالۀ ͷی .١٩.١.١ تعریف

، n ≥ N هر براي که طوری به باشد داشته وجود N = N(ε) صحیح عدد ،ε > ٠

∥xn − x∥ < ε.

ͷی اگر همͽراست دنباله (X, ∥., .∥) خطͬ دو-نرم فضای در {xn} دنبالۀ ͷی .٢٠.١.١ تعریف

، z ∈ X هر براي که طوری به باشد داشته وجود x ∈ X

lim
n→∞

∥xn − x, z∥ = ٠

هر برای اگر مͬ�شود گفته کشͬ دنبالۀ (X, ∥.∥) نرمدار فضای در {xn} دنبالۀ ͷی .٢١.١.١ تعریف

،m,n ≥ N هر برای که طوری به باشد داشته وجود N = N(ε) صحیح عدد ،ε > ٠

∥xn − xm∥ < ε.

اگر مͬ�شود گفته کشͬ دنبالۀ (X, ∥., .∥) خطͬ دو-نرم فضای در {xn} دنبالۀ ͷی .٢٢.١.١ تعریف

كه طوری به باشد داشته وجود y ∈ X نقطه

lim
n,m→∞

∥xn − xm, y∥ = ٠

باشد ای نقطه به همͽرا آن در کشͬ دنباله هر که (X, ∥.∥) نرمدار خطͬ فضای ͷی .٢٣.١.١ تعریف

مͬ�شود. گفته باناخ فضای

١٢


