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نام೯دا
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ من و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.

واعظͬ حمید آقایدکتر جناب راهنمایخود، استاد دریغ زحماتبی از مͬ�دانم وظیفه�یخود آغاز در
انجام به مجموعه این ایشان ارزنده�ی های راهنمایی بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه ،
را پایان�نامه این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که امامعلͬ�پور حسین دکتر آقای جناب از نمͬ�رسید.
دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه این سازی آماده در و فرمودند تقبل
و دقت نهایت با را رساله این داوری که رنجبری اصغر دکتر آقای جناب از دارم. را امتنان کمال

مͬ�نمایم. تشͺر دادند، انجام زیاد وقت صرف
دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال تحصیلم دوران دوستان و اساتید معلمان، تمام از

سپاسͽزاری بوده�اند، من مشوق و یار همواره تحصیل مراحل تمامͬ در که خانواده�ام اعضای کلیه از
مͬ�کنم

تشͺر را بودند تحصیلم دوران دوست بهترین که قیطران محبوبه خانم عزیزم دوست از پایان در و
مͬ�کنم.

وࣣಮه عاه
ෙ७ور۱۳۹۳

سه



عاطفه نام: وظیفه دانشجو: خانوادگͬ نام

برگمن فضاهای برای لیپشیتز نوع سازی�های مشخص عنوان:

واعظͬ حمید : راهنما استاد

امامعلͬ�پور حسین : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه آنالیز گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

۵۶ صفحات: تعداد ١٣٩٣ شهریور التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

لیشیتز. شرایط هذلولوی، متر هذلولوی، شبه متر برگمن، فضاهای واژه�ها: کلید

چͺیده

نوع شرایط وسیله�ی به استاندارد وزن با برگمن فضاهای برای را جدیدی های مشخصه اینجا در ما
قضایای یͷنتیجه، عنوان به بدستمͬ�آوریم. هذلولوی شبه و هذلولوی متر اقلیدسͬ، متر در لیپشیتز،
برده بالا دوگانه ͷدیس به متقارن طور به واحد ͷدیس روی بر تحلیلͬ تابع که زمانͬ بهینه جانشانͬ

نمود. خواهیم ثابت مͬ�شود،



مطالب فهرست

٢ پیشͽفتار

۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ١.١
٩ . . . . . . . . . . . آن خواص برخͬ و موبیوس) خطͬ(نگاشت دو نگاشت ٢.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگمن فضاهای برای پایه مفاهیم ٣.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن خواص و هذلولوی شبه متر ۴.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هذلولوی متر ۵.١

٢٠ برگمن فضاهای برای لیپشیتز شرایط بررسͬ ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . هذلولوی و هذلولوی شبه مترهای باب در اولیه نتایج ١.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلͬ نتایج ٢.٢

٣٧ دوگانه ͷدیس به واحد ͷدیس از بالابر توابع ٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . بالابر متقارن عملͽر و قطری عملͽر معرفͬ ١.٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . L : Ap

α(D) → Ap
α(D۲) عملͽر کرانداری ٢.٣

۴۴ Cn فضای واحد گوی به نتایج تعمیم ۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cn فضای واحد گوی به تعمیم ١.۴

۵١ مراجع

۵٣ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

١



پیشͽفتار

جدیدی مشخصسازی�های خواصآنها بردن بͺار با و مختلف متر سه از استفاده با پایان�نامه این در

متقارن بالابر عملͽر سپس آورد. خواهیم بدست لیپشیتز نوع از شرایط برحسب برگمن فضاهای از

روی را عملͽر این برگمن، فضاهای مشخصسازی از حاصل نتایج بردن بͺار با و گرفته نظر در را

نمود. خواهیم مطالعه را آن خواص از برخͬ و داده قرار مطالعه مورد Ap
α(D) وزن�دار برگمن فضای

قرار بررسͬ مورد [۶] و [١] در ٣ بلوم کورن و ٢ مالم هدن ، ١ دورن توسط وزن�دار برگمن فضاهای

، ۴ شیلدز دورن، توسط ͷدیس پلͬ از برگمن و هاردی فضاهای روی قطری عملͽر اثر است. گرفته

است. گرفته قرار مطالعه مورد [٩] و [٢] در ۶ اوبرلین و ۵ ویتز هورو

بصورت گرفت خواهند قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که D واحد ͷدیس روی مختلف متر سه

مͬ�باشند: زیر

بصورت اقلیدسͬ معمول ١)متر

| z − w | , z, w ∈ D

١P. Duren
٢H. Hedenmalm
٣B. Korenblum
۴A. Shields
۵C. Horowitz
۶M. Oberlin

٢



٣ پیشͽفتار

بصورت D روی هذلولوی شبه ٢)متر

ρ(z, w) = | z − w

۱ − z̄w
| , z, w ∈ D

توسط D روی هذلولوی ٣)متر

β(z, w) =
۱

۲
log

۱ + ρ(z, w)

۱ − ρ(z, w)
, z, w ∈ D

مͬ�شوند. تعریف

همچنین [٣] در ٧ گارنت توسط آنها به مربوط مفاهیم و هذلولوی شبه و هذلولوی های ͷمتری

است. گرفته قرار مطالعه مورد [١٩] و [۶] در ٨ زو و مالم هدن توسط

که طوری به مͬ�کنیم تعریف D در f تحلیلͬ توابع همه فضای را α > −۱ و p > ۰ برای ، Ap
α(D)∫

D
|f(z)|pdAα(z) <∞

صورت به که است وزن�دار مساحت اندازه dAα آن در که

dAα(z) = (α + ۱)(۱ − |z|۲)dA(z) ∀α > −۱

مͬ�شود. تعریف

مͬ�نامیم. استاندارد وزن با وزن�دار برگمن فضای را Ap
α(D)

است زیر صورت به کرد خواهیم ثابت را آن پایان�نامه این در که اصلͬ قضیه

معادل یͺدیͽر با زیر حالات آنگاه است. تحلیلͬ D در f و α > −۱ و p > ۰ کنید فرض قضیه:

هستند:

Ap
α(D) به است متعلق f .١

داریم D در w و z هر برای که است موجود چنان g ∈ Lp(D, dAα) پیوسته تابع .٢

| f(z)− f(w) |≤ ρ(z, w) (g(z) + g(w))

داریم D در w و z هر برای که است موجود چنان g ∈ Lp(D, dAα) پیوسته تابع .٣

| f(z)− f(w) |≤ β(z, w) (g(z) + g(w))

٧J. Garnett
٨K. Zhu



۴ پیشͽفتار

داریم D در w و z هر برای که است موجود چنان g ∈ Lp(D, dAα+p) پیوسته تابع .۴

| f(z)− f(w) |≤| z − w | (g(z) + g(w))

کرد. خواهیم ثابت و کرده مطرح جداگانه قضیه سه در را فوق قضیه

بررسͬ مورد [۵] و [۴] در ٩ هاجلاس توسط هاردی-سوبولوف فضاهای برای مشابه مشخصه�های

پایان�نامه نگارش انگیزه کرد. مراجعه [١٠] به مͬ�توان زمینه این در آن بر علاوه است. گرفته قرار

مطلوب نتیجه�ی به رسیدن جهت در که دیͽری مورد عنوان به مͬ�گیرد. نشأت [١٠] مرجع از کنونͬ

است D در f تحلیلͬ توابع شامل B ͷکلاسی بلاک فضای که مͬ�کنیم یادآوری داد انگیزه ما به

که چنان

sup{(۱ − |z|۲)|f ′(z)| : z ∈ D} <∞

Bمتعلق به D در f تحلیلͬ تابع ͷی دقیق�تر طور به مͬ�باشد. لیپشیتز نوع مشخصه دارای همچنین و

باشیم داشته D به متعلق w و z هر برای که طوری به باشد داشته وجود C ثابت اگر تنها و اگر است

|f(z)− f(w)| ≤ Cβ(z, w).

L∞(D) در g پیوسته تابع ͷی اگر تنها و اگر دارد Bتعلق Dبه در f تحلیلͬ تابع ͷی گفت مͬ�توان یا

باشیم داشته D به متعلق w و z هر برای که باشد موجود چنان

|f(z)− f(w)| ≤ β(z, w)(g(z) + g(w)).

است: شده پایه�ریزی زیر صورت به و شده تنظیم و تهیه [١٧] مرجع اساس بر پایان�نامه این

مͬ�باشد. برگمن فضاهای به مربوط اولیه مفاهیم و تعاریف برخͬ شامل پایان�نامه این او̰ل فصل •

کرد. خواهیم اثبات و کرده مطرح جداگانه قضیه سه در را پایان�نامه اصلͬ قضیه دوم فصل در •

وزن�دار برگمن فضای روی را عملͽر این سپس کرده معرفͬ را متقارن بالابر عملͽر سوم فصل در •

نمود. خواهیم مطالعه

اصلͬ قضیه مشابه و داده تعمیم Cn فضای در واحد گوی به را شده بیان مطالب چهارم درفصل •

کرد. خواهیم اثبات یافته تعمیم واحد گوی در تحلیلͬ تابع برای را

٩P. Hajlasz



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

۵



۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مقدمـه

آتͬ فصلهای نیاز مورد مفاهیم برای شده ارائه وقضایای مفاهیم بر مروری پایان�نامه نخست فصل

هدف که چرا شد خواهند بیان اثبات بدون شده ارائه قضایای از برخͬ نخست بخش در است.

برگمن متر و هذلولوی شبه متر نهایت در شد. خواهد نیاز آن به بعداً که است مفاهیمͬ یادآوری

کرد. خواهیم بررسͬ را آنها خواص و شده معرفͬ

نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ١.١

تعریف احتمال فضای در رویدادها از ای مجموعه روی بر که مقدار حقیقͬ تابعͬ .١.١.١ تعریف

نامیده ١ احتمال اندازه کند مͬ صدق جمعͬ شمارای مانند اندازه مفهوم خصوصیات در و مͬ�شود

مͬ�شود.

اختصاصمͬ�دهد. آن به را ͷی مقدار احتمال، فضای کل برابر یͷورودی ازای به احتمال اندازه ͷی

باز مجموعه زیر ͷی روی بر که هستند توابعͬ تحلیلͬ توابع یا ٢ ͷهولومورفی توابع تعریف٢.١.١.

دارند. مختلط مشتق نقطه هر در که C در مقادیری با شده�اند تعریف C مختلط صفحه از

بی�نهایت تابع که دارد این بر دلالت آن و است مختلط پذیری مشتق از قویتر شرط ͷی بودن تحلیلͬ

شود. داده نشان تیلورش سری با مͬ�تواند و است مشتق�پذیر بار

به ͷدیس ͷی درون جا هر در مشتق�پذیر بلͺه a در مشتق�پذیر تنها نه معنͬ به ” a نقطه در ”تحلیلͬ

است. مختلط صفحه در a مرکز

تحلیلͬ نیز آن معکوس که است دوسویی تحلیلͬ تابع ͷی ، ٣ تحلیلͬ دو تابع .٣.١.١ تعریف

باز زیرمجموعه روی بر که است ϕ مانند تابعͬ تحلیلͬ دو تابع ͷی دقیق�تر، تعریفͬ در باشد. مͬ

باز مجموعه تابع این تصویر که طوری به است. تحلیلͬ و ͷی به ͷی تابعͬ و شده تعریف U ⊆ Cn

١Probability measure
٢Holomorfic functions
٣Biholomorphic function



٧ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. تحلیلͬ نیز ϕ−۱ : V → U یعنͬ تابع این معکوس همچنین باشد. مͬ V ⊂ Cn

۴ متعامد جمله�ایی چند دو (a, b) فاصله در را pm(t) و pn(t) ایی جمله چند دو .۴.١.١ تعریف

هرگاه ∫نامند b

a

pn(t).pm(t)dt = ۰

و [a, b] بر نتگرال�پذیر تابعͬ f هرگاه انتگرال. و دیفرانسیل حساب اساسͬ قضیه .۵.١.١ قضیه

آنگاه F ′ = f که باشد چنان [a, b] بر F مشتق�پذیر ∫تابع b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

.[١٣] ر.ک. برهان.

اندازه با اندازه�پذیر فضای دو (Y,
∑

y, λ) و (X,
∑

x, µ) کنید فرض فوبینͬ. قضیه .۶.١.١ قضیه

باشد. X بر -اندازه�پذیر (
∑

x ×
∑

y) تابع ͷی f و -متناهͬ σ

آنگاه f y = f(x, y) و fx(y) = f(x, y) ، ۰ ≤ f ≤ ∞ هرگاه (١

-اندازه�پذیر
∑

y ، ψ و -اندازه�پذیر
∑

x ، φ آنگاه ، ψ(y) =
∫
X
f ydµ و φ(x) =

∫
Y
fxdλ اگر (i)

هستند.

(ii)∫
X

φdµ =

∫
X×Y

fd(µ× λ) =

∫
Y

ψdλ

و باشد مختلط f هرگاه (٢∫
X

∫
Y

|f |xdλdµ <∞

f ∈ L۱(µ× λ) آنگاه

y ∈ Y هر تقریباً ازای به و fx ∈ L۱(λ) ، x ∈ X هر ازای به تقریباً آنگاه f ∈ L۱(µ×λ) هرگاه (٣

L۱(µ) در ترتیب به شده�اند تعریف (i) با جا همه تقریباً که ψ و φ توابع مͬ�باشند. f y ∈ L۱(µ) ،

مͬ�باشد. برقرار (ii) رابطه�ی و دارند قرار L۱(λ) و
۴Orthogonal



٨ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

.[١٢] ر.ک. برهان.

عملͽر باشند. ۵ نرمدار فضاهای Y و X کنید فرض .٧.١.١ تعریف

T : D(T ) ⊂ X → Y

یعنͬ T ٧ گراف هرگاه است بسته ۶ خطͬ عملͽر ͷی

G(T ) = {(x, Tx) | x ∈ D(T )}

باشد. بسته X × Y نرمدار فضای در

عملͽر و باشند ٨ باناخ فضاهای Y و X کنید فرض . بسته گراف قضیه .٨.١.١ قضیه

است. ٩ کراندار T آنگاه باشد بسته D(T ) اگر باشد. بسته خطͬ عملͽر ، T : D(T ) ⊂ X → Y

.[١١] ر.ک. برهان.

مͬ�دهیم. f∇نشان نماد با و نامیده f متغیره n تابع گرادیان را ( ∂f
∂x۱
, ..., ∂f

∂xn
) بردار تعریف٩.١.١.

∇f(x۱, ..., xn) = (
∂f

∂x۱
, ...,

∂f

∂xn
)

برقرار زیر رابطه صورت آن در باشد. نرده�ایی تابعͬ φ کنیم فرض گرادیان. قضیه .١٠.١.١ قضیه

است

φ(q)− φ(p) =

∫
L

▽φdx

هستند. L منحنͬ انتهایی و ابتدایی نقاط ترتیب به q و p و بوده φ تابع گرادیان ▽φ آن در که

مͬ�گویند. ١٠ نسبی فشرده فشرده، بستار با A مجموعه به .١١.١.١ تعریف

۵Normed spaces
۶Linear operator
٧Graph
٨Banach spaces
٩Bounded
١٠Relatively compact



٩ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

خواصآن برخͬ و موبیوس) خطͬ(نگاشت دو نگاشت ٢.١

است نگاشتهایی همه�ی کننده�ی مشخص ( ١١ موبیوس خطͬ(نگاشت دو نگاشت .١.٢.١ تعریف

را دایره اول نگاشت ابتدا که است نگاشتͬ دو ترکیب و مͬ�نگارد واحد دایره به را واحد دایره که

به و نگارد مͬ دایره به را بالایی صفحه�ی نیم دوم نگاشت بعد و مͬ�نگارد بالایی صفحه�ی نیم به

مͬ�شود تعریف زیر صورت

w∗(z) = k
z − γ

γz − ۱
, |k| = ۱ , |γ| < ۱

خارج به را واحد قرص درون که است خطͬ دو تبدیلات همه نمایش صورت این در |γ| > ۱ اگر

نگارد. مͬ واحد قرص

است. موبیوس نگاشت ͷی مͬ�شود تعریف زیر صورت به که ϕz نگاشت .٢.٢.١ تعریف

ϕz(w) =
z − w

۱ − zw

چون است. تحلیلͬ D در ϕz که است روشن

۱ − zw = ۰ =⇒ w =
۱

z
̸∈ D

۱

z
=

۱

re−iθ
=⇒

∣∣۱
z

∣∣ = ∣∣ ۱

re−iθ

∣∣
=

۱

r
> ۱.

١١Möbius Mapping



١٠ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

فوق خواصنگاشت

دارد. ١٢ برگشت خاصیت ϕz الف)

برهان.

ϕz(ϕz(w)) = ϕz(
z − w

۱ − zw
)

=
z − z−w

۱−zw

۱ − z z−w
۱−zw

=
z−zzw−z+w

۱−zw
۱−zw−zz+zw

۱−zw

=
w(۱ − zz)

۱ − zz

= w.

ϕz(∂D) = ∂(D) ب)

داریم صورت این در w ∈ ∂D اگر چون برهان.

w = eiθ : |ϕz(e
iθ)| = ۱ ⇒ ϕz(∂D) ⊆ ∂(D)

داریم مͬ�باشد خودش وارون ϕz چون بند(الف) طبق طرفͬ از

ϕ−۱
z (ϕz(∂D)) ⊆ ϕ−۱

z (∂D)

⇒ ∂D ⊆ ϕz(∂D)

مͬ�شود نتیجه فوق رابطه دو از

ϕz(∂D) = ∂(D).

١٢Involution



١١ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

برگمن فضاهای برای پایه مفاهیم ٣.١

مساحت اندازه�ی α > −۱ هر برای باشد. C در باز ١٣ واحد ͷدیس D کنید فرض .١.٣.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را ١۴ وزن�دار

dAα(z) = (α + ۱)(۱ − |z|۲)αdA(z)

است. D روی ١۵ شده نرمال مساحت اندازه dA آن در که

است. D روی احتمال اندازه ͷی dAα .٢.٣.١ نکته

∫زیرا
D
dAα(z) =

∫
D
(α + ۱)(۱ − |z|۲)αdA(z)

π

=
۱

π

∫ ۱

۰

∫ ۲π

۰

r(α + ۱)(۱ − |reiθ|۲)αdθdr

=
۱

π

∫ ۱

۰

∫ ۲π

۰

r(α + ۱)(۱ − r۲)αdθdr

=
۱

π

∫ ۱

۰

r(α + ۱)(۱ − r۲)α۲πdr

= −(α+ ۱)
(۱ − r۲)α+۱

α + ۱

∣∣۱
۰

= ۱.

که طوری به D روی f تحلیلͬ توابع فضای را Ap
α ، α > −۱ و p > ۰ هر برای .٣.٣.١ ∫تعریف

D
|f (z)|pdAα(z) <∞

مͬ�شود. نامیده استاندارد وزن با وزندار ١۶ برگمن فضای که مͬ�کنیم تعریف

١٣Unit disk
١۴Weighted area measure
١۵Normalized
١۶Bergman space



١٢ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. باناخ فضای ͷی برگمن فضای ۱ ≤ p ≤ +∞ هر ازای به .۴.٣.١ قضیه

.[١٨] ر.ک. برهان.

مͬ�شود تعریف زیر صورت به برگمن فضای ١٧ کرنل .۵.٣.١ تعریف

k(z, w) =
۱

(۱ − zw)۲
, z, w ∈ D

خواصآن و هذلولوی شبه متر ۴.١

مͬ�شود تعریف زیر صورت به واحد ͷدیس روی ١٨ هذلولوی شبه متر .١.۴.١ تعریف

ρ(z, w) = |ϕz(w)| , ϕz(w) =
z − w

۱ − zw
, z, w ∈ D

هذلولوی شبه خواصمتر

پایاست. موبیوس گروه عضو هر تحت ρ (١

∀ϕ ∈ Aut(D), ∀z, w ∈ D : ρ(ϕ(z), ϕ(w)) = ρ(z, w)

برهان.

ρ(ϕa(z), ϕa(w)) = ρ(
a− z

۱ − az
,
a− w

۱ − aw
)

=
∣∣ a−z

۱−az
− a−w

۱−aw

۱ − a−z
۱−az

a−w
۱−aw

∣∣
=

(۱ − aa)(w − z)(۱ − az)

(۱ − az)(۱ − zw)(۱ − aa)

=
∣∣ z − w

zw − ۱

∣∣∣∣۱ − az

۱ − az

∣∣
=

∣∣ z − w

۱ − zw

∣∣
= ρ(z, w).

١٧Kernel
١٨Psedo-hyperbolic



١٣ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

(٢

∀z, w ∈ D : ۱ −
∣∣ z − w

۱ − zw

∣∣۲ =
(۱ − |z|۲)(۱ − |w|۲)

|۱ − zw|۲

zz = |z|۲ مͬ�دانیم اینکه به توجه با برهان.

۱ −
∣∣ z − w

۱ − zw

∣∣۲ = ۱ − |z − w|۲

|۱ − zw|۲

=
|۱ − zw|۲ − |z − w|۲

|۱ − zw|۲

=
(۱ − zw)(۱ − zw)− (z − w)(z − w)

|۱ − zw|۲

=
(۱ − ww)(۱ − zz)

|۱ − zw|۲

=
(۱ − |w|۲)− (۱ − |z|۲)

|۱ − zw|۲
.

مͬ�باشد. D روی متر ͷی ρ .٢.۴.١ لم

داریم برهان.

۱)ρ(z, w) ≥ ۰

است. بدیهͬ هذلولوی شبه متر تعریف به توجه با

۲)ρ(z, w) = ۰ ⇒ z = w

زیرا

∣∣ z − w

۱ − zw

∣∣ = ۰ ⇔ |z − w| = ۰

⇔ z = w.



١۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

۳)ρ(z, w) = ρ(w, z)

زیرا

ρ(z, w) = | z − w

۱ − zw
|

=
|z − w|
|۱ − zw|

=
|z − w|
|۱ − zw|

=
|w − z|
|۱ − wz|

= ρ(w, z).

۴)ρ(z, a) ≤ ρ(z, w) + ρ(w, a)

مͬ�کنیم ثابت را زیر نامساوی ابتدا فوق نامساوی اثبات برای
|ρ(z, w)− ρ(w, a)|
۱ − ρ(z, w)ρ(w, a)

≤ ρ(z, a) ≤ ρ(z, w) + ρ(w, a)

۱ + ρ(z, w)ρ(w, a)

فوق نامساوی اثبات

. w = ۰ کنید فرض پس پایاست موبیوس گروه اعضای تحت ρ چون

ρ(z, ۰) = |z|

داریم پس
||z| − |a||
۱ − |z||a|

≤ | z − a

۱ − za
| ≤ |z|+ |a|

۱ + |z||a|

است برقرار زیر صورت به فوق نامساوی صورت این در |z| = r < a و a ∈ R+ کنید فرض حال
|r − a|
۱ − ra

≤ | z − a

a− za
| ≤ r + a

۱ + ra

a− r

۱ − ra
≤ | z − a

۱ − za
| ≤ a+ r

۱ + ra

پس
a− r

۱ − ar
≤ |ϕa(z)| ≤

a+ r

۱ + ar
(∗)



١۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

بͽیرید نظر در حال

A = seiθ , z۱ = ze−iθ

مͬ�شود نتیجه (*) رابطه برقراری از
||z۱| − |s||
۱ − |z۱||s|

≤ | z۱ − s

۱ − z۱s
| ≤ |z۱|+ |s|

۱ + |z۱||s|

چون

|z۱ − s| = |z − A|

و

|۱ − z۱s| = |۱ − zA|

چنین هم

|z۱| = |z| , |A| = |s|

داریم پس
||z| − |A||
۱ − |z||A|

≤ | z − A

۱ − zA
| ≤ |z|+ |A|

۱ + |z||A|

است. برقرار a ∈ C هر برای حͺم لذا

کرد. استنتاج مذکور نامساوی از مͬ�توان را هذلولوی شبه متر برای مثلثͬ نامساوی حال

ρ(z, a) ≤ ρ(z, w) + ρ(w, a)

۱ + ρ(z, w)ρ(w, a)
≤ ρ(z, w) + ρ(w, a).

خواصآن و ١٩ هذلولوی متر ۵.١

بصورت برگمن هسته k(z, w) آن در که H(z) = ۱
۲

∂۲

∂z∂z
log k(z, z) مͬ�دهیم قرار

k(z, w) =
۱

(۱ − zw)۲
, z, w ∈ D

١٩Hyperbolic


