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تهیه این پایان نامه یاري مرا در  از زحمات استاد ارجمندم آقاي پروفسور بهمن یوسفی که
  . ،صمیمانه  تشکر می نمایم  ندنمود

آقایان دکتر غلامعلی میرزاکریمی و دکتر احمد خاکساري راهنمائیهاي ارزشمند همچنین از 
  . سپاسگزارم 



ه دار تایپ این            در پایان ، لازم می دانم از پدر و مادر عزیزم و نیز خواهر دلسوزم که عهد
          همکاري صادقانه آنها و  قدردانی نمایم چرا که این کار را مرهون فداکاري ،ندپایان نامه بود

  . می دانم
  

  

  

  

  

  

  

 

 

  

  

  : چکیده 

XX:Tیک عملگر خطی پیوسته  Xxابردوري است اگر یک  → طوري  وجود داشته باشد به ∋
}که  }

0nxnTorb نامتناهی البعد  س نشان داد که هر فضاي جدا پذیرهکتر سالا. چگال باشد Xدر  ≤
اکنون این سئوال مطرح می شود . هیلبرت شامل یک عملگر ابردوري همراه با الحاق ابردوري است



ر این پایان این موضوعی است که در فصل آخ.که چه فضاهایی دیگري شامل چنین عملگري هستند
  .نامه به آن پاسخ خواهیم داد

در فصل اول، نگاهی کوتاه بر تعاریف و قضایایی داریم که به ما در درك مطالب گفته شده در 
 . فصلهاي بعدي کمک خواهد نمود

به بحث و بررسی عملگرهاي ابردوري ، شرایط لازم و کافی براي ابردوري بودن  2در فصل
 نیز  به اثبات چند قضیه پیرامون سوپردوري بودن عملگرهاي انتقال 3عملگرهاي انتقال و در فصل 

  .می پردازیم
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  مقـدمـات



رد ، بیان در این فصل سعی شده تا تعاریف و قضایاي مقدماتی را که بعداً از آنها استفاده خواهیم ک
 . شوند

HMیک فضاي هیلبرت باشد و Hاگر : 1- 1تعریف    :آنگاه تعریف می کنیم.  ⊇

{ }Mx,yx,:HyM 0 ∈∀>=<∈=⊥  
 .می باشد Hکه یک فضاي بسته و ناتهی از

Hفضاي بسته از فضاي هیلبرت یک زیر  Mاگر : 2 -  1قضیه  Hhباشد و   آنگاه بردار یکتاي  ∋
Mhp −∋⊥هست که   ∋ Mhph  .همچنین داریم:  
MH:Pنگاشت)الف hPP(h)با ضابطه →   .یک تبدیل خطی است =
Hh,hp(h)به ازاي هر ) ب   .پیوسته است pو در نتیجه ≥∋
pp)  پ =2 .  
==⊥) ت MKerpM,Rangp 

ت خطی تعریف شده در قضیه نگاش Pو  Hیک زیر فضاي بسته خطی از Mاگر : 3 - 1تعریف 
 . می نامند Hبه روي Hرا  نگاشت تصویر متعامد از Pقبل باشد، آنگاه 

تصویر متعامد  Pوده وب Xیک زیر فضاي بسته از فضاي هیلبرت Bفرض کنید:  4 - 1تعریف 
  . تعریف می شود Bبه  PTPبه صورت تحدید  Bبه  T 1در این صورت تراکم. باشد  Bروي

}ه هـاي  فضاي تمام دنبال:   5 - 1تعریف  }∞
−∞=

= iix x   کـه p)
p

nxn(px ∞<∞
−∞=∑=

1
  ،

یـک   l2(Z)،  فضاي p=2در حالت خاص . نشان می دهیم  pl(Z)یک فضاي باناخ است و آنرا با
  . فضاي هیلبرت است
 Xبراي مجموعـه تمـام عملگرهـاي خطـی کرانـدار روي فضـاي بانـاخ         B(X)از این به بعد از نماد

  . استفاده می کنیم
 . قرارداد می کنیم که منظور از منیفلد یعنی زیرفضایی که لزوماً بسته نیست

}فرض کنید  : 6 -1تعریف  }∞
−∞=nne پایه استاندارد براي(Z)l2 عملگر. باشدT  که براي هر

Zn ∋=+1به صورت  ∋ nenwn)TeCn(w تعریف می شود را عملگر انتقال به جلو وزندار دو

                                                
1 . Compression 



}گویند که در آن دنباله  1 طرفه }nw  را دنباله وزنیT عملگر الحاقی  در ضمن. می نامندT  به
11صورت  −−= nenwne*T براي هرΖn   .می باشد ∋
}فرض کنید  :7- 1تعریف  }∞

−∞=nne  پایه استاندارد براي فضاي(Z)l2 عملگر . باشدT    کـه بـراي
Znهر  =−1به صورت  ∋ nenwnTe  2تعریف می شود را عملگر انتقال به عقب وزندار دو طرفـه   

  :به سادگی داریم. گویند

nj)e
n
s sjw(je

n*T
0 +∏

−

= ++=
1

1  

}فرض کنید  : 8 - 1تعریف  }+∈ Zn:ne یک پایه استاندارد براي فضاي)(Zl  Tعملگر. باشد 2+
=+1که به صورت  nenwnTe گویند 3تعریف  می شود را عملگر انتقال  به جلو وزندار یکطرفه .

  :به سادگی رابطه زیر برقرار است

∏
−

= ++=
1n

s nj)esjw(jenT
0

  

}فرض کنید : 9 - 1تعریف   }+∈Znne Zl)(استاندارد براي فضـاي  یک پایه : عملگـر  . باشـد  2+
T  1که به صورت−= nenwnTe براي هرNn 0و  ∋

0
=Te  تعریف می شود را عملگر انتقال به

  :نامند و داریم  4عقب وزندار یکطرفه

jm
jmmj)eiw

j

mji(jemT
0

≤
>−





∏
+−== 1

  

,Nnدر این صورت براي هر . یک انتقال وزندار رو به جلو باشد Tفرض کنید  :10 - 1گزاره  ∈   

11 −++= nk...wk.wkwkSupnT  
  .   kwkSup>∞کراندار است اگر و تنها اگر   Tبنابراین 

  
B(X)Tیک فضـاي جـدایی پـذیر بانـاخ باشـد و       Xفرض کنیم:  11 -1تعریف  را  Tعملگـر .  ∋
Xxگـــوئیم اگـــر   5دوري وجـــود داشـــته باشـــد بـــه طـــوري کـــه مـــدار آن یعنـــی         ∋

                                                
1 - Bilateral forward weighted shift 
2  -  Bilateral backward weighted shift 
3  -  Unilateral forward weighted shift 
4  -  Unilateral  backward  weighted shift 
5  -  Cyclic 



{ }x,...TTx,x,x)orb(T, نظیـر را بـردار دوري    xنـد و بـردار   یک منیفلد خطی چگال تولیـد ک  =2
  یعنی ،  . گوئیم

X)x)(orb(T,Span = 
xبه عبارت دیگر    : است هرگاه داشته باشیم Tبردار دوري براي 

{ {}}0Nn:xnTX U∈∨=  
  . می باشد .{}ر بستار ترکیبات خطی متناهی مجموعه بیانگ ∨.{}جایی که 
B(X)Tیک فضاي جدایی پذیر باناخ باشد و  Xفرض کنیم:  12 - 1تعریف   Xxاگر. ∋ چنـان   ∋
نظیـر را بـردار    xو بـردار  1را عملگـر ابـردوري   Tچگـال باشـد، آنگـاه     Xدر  ,x)orb(Tباشد که 

  . ابردوري گوئیم
B(X)Tیک فضاي جدایی پذیر باناخ باشد و  Xفرض کنیم : 13 -  1تعریف  در ایـن صـورت   . ∋

T ــه ــردوري چندگان ــاه  2را اب ــامیم هرگ }ن } X,...xx,x n ــه    21⊇ ــه طوریک ــد ب ــته  باش ــود داش وج

)ixorb(T,
n

i 1=
U  درX چگال باشد .  

B(X)Tیک فضاي جدایی پذیر باناخ و Xفرض کنید :14 - 1تعریف  ∈ در این صورت . اشدب 
Tعملگر  Xxگوییم هرگاه  3سوپردوري را  }وجود داشته باشد به طوري که  ∋ }Cλ,n:xnλT 0 ∈≥ 

  . چگال باشد Xدر 
B(X)Tیک فضاي باناخ،  Xفرض کنیم  : 15 - 1تعریف  }و   ∋ }kkm   دنباله اي از اعداد صـحیح

}نسبت به دنباله   4را عملگر ابردورري موروثی T. نامنفی باشد }kkm      گوئیم هرگـاه بـراي هـر زیـر

دنباله
jjkm







 از{ }kkmلـه  ، دنبا

1≥












j

jkm

T   ابـردوري باشـد .T    را عملگـر ابـردوري مـوروثی             

}می نامند هرگاه دنباله  }kkm  وجود داشته باشد کهT    نسبت بـه دنبالـه{ }kkm    ابـردوري مـوروثی
  . است

  ) 5محک ابردوري( : 16- 1تعریف 

                                                
1  -  Hypercyclic 
2  -  Multi-hypercyclic 
3  -  Supercyclic 
4  -  Hereditarily hypercyclic 
5  -  Hypercyclic Criterion 



B(X)Tیک فضاي باناخ بوده و Xفرض کنیم  در محک ابردوري صدق می کند  Tگوئیم عملگر. ∋
}هرگاه دنباله صعودي اکید } Nkkn   :موجود باشد به طوري که  ⊇

زیر مجموعه چگال )1
0

X ازX  0موجود باشد که براي هرXx   :داشته باشیم   ∋

0xkn
T →  

و دنباله  Xاز  0Yزیر مجموعه چگال ) 2






 → XY

knS بـه طـوري    از نگاشت ها موجود باشند:0
  :که 
00)             الف y

kn)SYy( →∈∀  

yy )              ب
knSkn

)TYy( 0 →∈∀  
B(X)Tفرض کنیم  : 17 - 1تعریف nker(Tn(در این صورت مجموعـه  . ∋ 1≥U    را هسـته تعمـیم

  .نامند   Tیافته 
}ابردوري است اگـر و تنهـا اگـر     T عملگر : 18 -1لم  }NnX,x:x)nT(x, XXدر∋∋ چگـال   ×
از  δGیک زیر مجموعه چگـال   Tابردوري باشد، مجموعه بردارهاي ابردوري Tبه علاوه اگر. باشد

X است .  
B(X)Tبراي عملگر   : 19 -1نتیجه    :گزاره هاي زیر معادلند ∋
  .ابردوري است  Tعملگر ) الف
  وجود دارد به طوري که  n، عدد طبیعی Xدر Vو  U براي هر دو زیر مجموعه  باز و ناتهی)ب

φV(U)nT ≠I 
B(X)Tفرض کنید  : 20 -1نتیجه    . ابردوري است Tدر محک ابردوري صدق کند، آنگاه Tاگر . ∋
  ) 1يمحک سوپردور :(21 -1قضیه 

B(X)Tیک فضاي جدا پذیر باناخ باشد و  Xفرض کنید در محک سوپردوري  Tگوئیم عملگر .  ∋
}و یک دنبالـه   Xدر  Zو  Yصدق می کند هرگاه دو زیر مجموعه چگال  }kkn    از اعـداد صـحیح

  :مثبت موجود باشد بطوریکه 
Zzبراي هر ) الف   :داشته باشیم   ∋

zz
knSkn

T → 

Yyبراي هر ) ب Zzو   ∋   : داشته باشیم  ∋

                                                
1  -  Supercyclic Criterion 



0z
knSykn

T →  
 . سوپردوري است Tنگاه آ

یـک انتقـال وزنـدار یکطرفـه روبـه عقـب بـا وزن مثبـت بـه صـورت            Tفرض کنید : 22 -1قضیه  

1−= ieiwiTe 1براي≥i  00باشد وTe TI، آنگاه  =   .نیز ابردوري است +
}دنباله  : 23  -1تعریف  }∞

=1nnx در فضاي باناخXاز   1ر، یک پایه شادX     نامیده مـی شـود هرگـاه
Xxبراي هر  }، یـک دنبالـه یکتـایی از  اسـکالرهاي      ∋ }∞

=1nna جـود داشـته باشـد بـه طوریکـه      و

∑
∞

=
= 1n nxnax .  

}دنباله  : 24 -1تعریف  }∞
=1nnx  23 -1(که طبق تعریف (ر از یک پایه شادX   را تشکیل دهد دنبالـه

  .    نامیده می شود  2اساسی
}فرض کنید  : 25-1قضیه  }∞

=1nnx اله از بردارهـا در  یک دنبX   آنگـاه  . باشـد{ }∞
=1nnx    یـک پایـه

  :است اگر و تنها اگر سه شرط زیر را دارا باشدXشادر از
0nxها،  nبراي همه )1 ≠ .  
}وجود دارد به طوري که براي هـر انتخـاب از اسـکالرهاي     kیک ثابت )2 }∞

=1iia    و اعـداد صـحیح
mn  :، داریم>

.∑
=

≤∑
=

m
i ixiak

n
i ixia

11
 

}ترکیب خطی بسته از) 3 }∞
=1nnx  همهX را تشکیل می دهد .  

}یه یک پا : 26- 1تعریف   }∞
=1nnx گوئیم هرگاه براي هر   3را نرمال شدهn ،1=nx  باشد .  

}یک پایه  : 27 -1تعریف  }∞
=1nnx  از فضاي باناخXگوئیم هرگاه براي هر جایگشـت   4را متقارنπ 

از اعداد صحیح، 
∞

=







1nπ(n)x با{ }∞
=1nnx معادل باشد. 

} یک فضاي باناخ با یک پایه شادر Xفرض کنید :28 -1قضیه  }∞
=1nnx باشد .  

XX:nPتصاویر  ∑بـا تعریـف    →
=

=∑
∞

=

n

i ixia)
i ixia(nP

11
ملگرهـاي خطـی کرانـدار هسـتند و     ، ع

∞<nPnsup    .  

                                                
1  -  Schauder 
2  -  Basic sequence 
3  -  Normalized 
4  -  Symmetric 



}تصـــاویر }∞
=1nnP   ــه ــاویر طبیعـــی نســـبت بـ }تصـ }∞

=1nnx ــداد ــاي  nPnsupو اعـ ثابـــت هـ
}پایه }∞

=1nnxنامیده می شوند .  
}یک فضاي باناخ با یک پایـه شـادر    Xفرض کنید : 29 -1تعریف  }∞

=1nnx  بـراي هـر عـدد    . باشـد
*،  تابعک خطی nصحیح 

nx  رويX با تعریفna)
i ixia(*

nx =∑
∞

=1
یـک تابعـک خطـی کرانـدار      

} این تابعک)  28 -1طبق قضیه  (است  }∞
=1n

*
nx  که با رابطه ،m

nδ)m(x*
nx مشخص شده انـد ،   =

}شرکت پذیر نسبت به   1تابعک هاي دو متعامد }∞
=1nnx نامیده می شوند .  

}یک پایه  :30 - 1تعریف  }∞
=1nnx نامنـد هـر گـاه، بـراي هـر       2را انقباض پذیر*X*x ، نـرم از   ∋

∞
=ni]i[x

*x ) یعنی تحدید*X  به ترکیبات خطی بسته از{ }∞
=niix(  زمانی کهn بی نهایت میـل   به

  :به عبارت دیگر . می کند ، به صفر میل کند
           .0ni]i[x*xnlim =∞

=∞→ 

}فرض کنید : 31 -1یه قض  }∞
=1nnx  یک پایه شادر از فضاي باناخX تابعـک هـاي دومتعامـد    . باشد

{ }∞
=1n

*
nx  یک پایه از*X را تشکیل می دهند اگر و تنها اگر{ }∞

=1nnx دپایه اي انقباض پذیر باش .  
}فرض کنید : 32 -1قضیه   }∞

=1nnx  یک دنباله از بردارها در فضاي باناخX  آنگـاه ، شـرایط   . باشد
  :زیر معادل اند

∑سري )1
∞

=1n π(n)x  جایگشت  براي هرπ از اعداد صحیح، همگراست.  

∑سري     )2
∞

=1i inx  براي هر انتخاب از...nn <<   .همگراست  21

∑سري)3
∞

=1i
nxnθ    براي هر انتخاب از علائمnθ) 1یعنی±=nθ (همگراست.  

0εبراي هر )4 εاي وجود دارد به طوریکـه   nیک عدد صحیح  <
σi ix <∑

∈
بـراي هـر مجموعـه     

}که در  ویژگی  σمتناهی از اعداد صحیح } nσimin   . صدق کند ∋<
∑سري 

∞

=1n nx   نامیـده   3که در یکی و در نتیجه در همه شرایط بالا صدق کند، همگراي غیـر مشـروط
  . ی شودم

                                                
1  -  Biorthogonal functional 
2  -  Shrinking 
3  -  Unconditionally convergent 



}یک پایه  :  33 - 1تعریف  }∞
=1nnx  از فضاي باناخX نامیده مـی شـود اگـر بـراي       1، غیر مشروط

Xxهر ∑، بسط آن برحسب پایه  ∋
∞

=1n nxna  لازم به ذکـر اسـت یـک    . همگراي غیر مشروط باشد
  . الزاماً غیر مشروط استپایه متقارن 

}فرض کنید : 34 - 1قضیه  }∞
=1nnx       یک دنباله اساسی غیر مشروط بـا یـک ثابـت غیـر مشـروطk 

}آنگاه براي هر انتخاب از اسکالرهاي  . باشد }∞
=1nna  به طوري که∑

∞

=1n nxna    همگـرا باشـد و هـر 
}انتخاب از اسکالرهاي کراندار  }∞

=1nnλخواهیم داشت ، :  

.
n nxnanλnksup

n nxnanλ ∑
∞

=
≤∑

∞

= 121  
  ) . را قرار دهیم K2 ،Kدر حالت حقیقی می توانیم به جاي ( 

  ). ]7[از  7- 3- 1 به قضیه(رجوع کنید  :برهان
}یک فضاي بانـاخ بـا یـک پایـه غیـر مشـروط        Xفرض کنید : 35 -1قضیه  }∞

=1nnx  آنگـاه  . باشـد
{ }∞

=1nnx   انقباض پذیر است اگر و تنها اگرX  1زیر فضاي یکریخت بهl  نداشته باشد .  
  ).   ]7[از   9 -3 -1ه قضی(رجوع کنید به :برهان
زیرا براي داشتن یک پایه انقباض پذیر بایستی طبـق قضـیه      . پایه انقباض پذیر ندارد  1l : 36-1مثال 

}دنباله )  31 -1( }∞=1n
*
nx براي هر*X*x           هـد و بـاز طبـق قضـیه    را تشـکیل د  X*، یک پایـه از  ∋

}، بایستی ترکیب خطی بسـته از  ) 25 - 1( }∞
=1nnx*   همـه ،*X     را تشـکیل دهـد و ایـن وقتـی اتفـاق           

1lXبنابراین براي. جداپذیر باشد X*می افتد که C(X,(یا  = 0 این اتفاق نمی افتد چون همانطور =1
  . جدا پذیر نمی باشد  l∞یکریخت است و  l∞با  l1*می دانیم دوگان  که

)p)lpو  0Cپایه هاي واحد متعارف از    . پذیر و متقارن هستند، هردو انقباض 1>>∞
 Lorentzو Orliczنمونه هاي دیگري از فضاهایی که چنین پایـه هـایی را مـی پذیرنـد ، فضـاهاي     (

  . )استOrliczیک فضاي plدر واقع . ]7[هستند
است اگر و تنها اگـر در سـه    2، یک فضاي فرچتXیک فضاي برداري توپولوژیک:  37  -1تعریف 

  :شرط زیر صدق نماید
  کامل باشد )1
 .موضعاً محدب باشد )2

                                                
1  -  Unconditional 
2  -  Frechet space 



ــد بوســیله یــک انتقــال پایــاي متریــک القــا شــود یعنــی یــک متریــک    )3 توپولــوژي آن بتوان
RXX:d ,Xyx,aبه طوري که براي هر  ×→  :باشیم  ، داشته ∋

a)ya,d(xy)d(x, ++=  
به طور خلاصه ، فضاي فرچت، فضاهاي موضعاً محدبی هستند که نسبت به یک انتقال پایاي متریـک  

  . کامل باشند
 .هر فضاي جداپذیر نامتناهی البعد فرچت، شامل یک عملگر ابردوري پوشا است : 38 -1قضیه 

  . را ببینید ]3[از ) 1(قضیه : برهان
مخـتلط  . حقیقـی باشـد  )کامل  –خطی  -یعنی متریک(فضا  - Fیک  Xفرض کنید:  39 -1تعریف 

نمایش مـی دهـیم، عبارتسـت از حاصـل ضـرب فضـاي        ~Xرا که با cationComplexifi(X(شده 
XXحاصل ضربی    :که ضرب اسکالري آن به صورت زیر تعریف می شود. در اسکالرهاي مختلط ×

Rba,،Xy،x,bx)ayby,(ax:y)ib)(x,(a ∈∈+−=+  
L(X)Tهمچنین اگر ~X~L(T(، مختلط شده آن را با  ∋   نمایش می دهیم که به صورت ∋

Xyx,،Ty)(Tx,:y)(x,T~ ∈=  
XXین از این که نگاشت همانی ب X~XX:(i(یعنی  ~Xو  × ،یک همئومورفیسم است و  ×→

 دیاگرام 

  
 :داریم)  1 -2(جابجایی است ،از قضیه 

L(X)Tفرض کنید :40 -1نتیجه  ~X~L(T(اگـر  . فضاي حقیقی باشد -Fیک  X، به طوري که ∋ ∈ 
~Tدر محک ابردوري صدق می کند اگر و تنها اگر Tباشد، آنگاه  Tنمایش مختلط شده . صـدق کنـد   

  . گاه ابردوري باشدهر در محک ابردوري صدق می کند ~Tبعلاوه 
  . می باشد X، فضاي عملگرهاي خطی پیوسته رويL(X)منظور از نماد 

بسـته باشـد و    Tنامیده می شود اگر برد X  ،(Fredholm) روي Tعملگر کراندار  :41 - 1تعریف 
 . نیز متناهی البعد باشد Tهمبعد متناهی داشته باشد و هسته



  : را تعریف می کنیم T 1طیف اساسی : 42 - 1تعریف 
}λTFredholm, }نباشد − :Cλ(T)eσ ∈=    

. باشد X یک عملگر خطی پیوسته روي فضاي جدا پذیر مختلط باناخ Tفرض کنید  : 43 -1قضیه 
  : در محک ابردوري صدق کند، آنگاه گزاره هاي زیر معادلند Tاگر 

  .یک منیفلد برداري ابردوري نامتناهی البعد بسته دارد Tعملگر)1
از اعـداد صـحیح مثبـت    k(n(و یک دنباله صعودي  Xاز 0Xزیر فضاي بسته نامتناهی البعدیک ) 2

0Xxوجود دارد به طوري که ، براي هر ∈  ،  

0xkn
T →  

 . رابر با گوي واحد بسته استب Tطیف اساسی) 3

اگـر  . باشد Xیک عملگر خطی کراندار روي یک فضاي جداپذیر باناخ Tفرض کنید : 44 -1قضیه  
T  باشد، آنگاه ) در نتیجه ابردوري (ابردوري موروثیT  فضاي ابردوري دارد اگر و تنها اگر یک زیر

  . برابر با گوي واحد بسته باشد Tطیف اساسی
زیر فضاهاي ابردوري ، زیر فضاهاي بسته نامتناهی البعدي هستند که بردارهاي غیر صفرشان ابردوري 

  . باشد
 ـ  Xفرض کنید :45 - 1تعریف   آنگـاه  . باشـد  Xگـوي واحـد در   Kرم دار و یک فضاي بـرداري ن

  :    را تعریف می کنیم 2تابعک مینکوفسکی
RX:ρ → Xxبه طوریکه براي هر   ∈ ، 

{ }λkx:λinfρ(x) 0 ∈>=  
 2xو 1xاست اگر و تنها اگر براي هر نقـاط    3به طور مطلق محدب Cیک مجموعه  : 46 -1گزاره 

121که در شرط  2λو  1λو اعداد  Cدر ≤+ λλ 2211صدق می کند، مجموع xλxλ Cمتعلق به+  

  . باشد
  
  :را به صورت زیر نمایش می دهیمAواقع، یک زیر مجموعه به طور مطلق محدب  در









∑
=

∑
=

≤∈∈
n

i

n

i iλA,ixN,n:ixiλ1 1
1  

 
                                                
1  -  Essential spectrum 
2  -  Minkowski functional 
3  -  Absolutely convex 
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 عملگرهـا و انتقالهـاي وزندار ابـردوري

هاي ابردوري ، قضایا و شرایط لازم و کافی براي ابردوري بودن در این فصل به بررسی عملگر
  .عملگرهاي انتقال خواهیم پرداخت 

B(X)Tفرض کنید  : 1 -  2قضیه    : در این صورت گزاره هاي زیر معادلند .  ∋
1 (T در محک ابردوري صدق می کند.  
2 (T  ابردوري موروثی است .  
3 (T ⊕ T   ابردوري است .  

2)(1: برهان  }، oX  ،oYفرض کنید    :⇐ } Nkkn و   ⊇






 → XY:

knS
0

مفروضات  
از تعریف براي هر زیر دنباله ) 2(و ) 1(توجه می کنیم که شرط هاي  . باشند) 16  -1(تعریف  

jjkn










  از{ }kkn از این رو کافیست نشان دهیم که . نیز صادق است

1≥







k
kn

T ابر دوري است  

.) T }نسبت به دنباله   }kkn ابردوري موروثی است(.  
. باشند Xزیر مجموعه هاي باز و ناتهی از VوUحال فرض کنید 

0
Xx و  ∋

0
Yy 0εو   ∋ را <

,Uε)B(xبه گونه اي در نظر می گیریم که  ,Vε)B(yو⊃              از تعریف) 2(و ) 1(بنابر فرض . 2⊃
)1- 16 ( ،rn به دلخواه بزرگ وجود دارد بطوریکه:  

                  ε),B(yyrnSrn
T 0∈−  ,  ε),B(yrnS 0∈  ,  ε),B(xrn

T 0∈  
ε),B(yrnSچون   ، داریم  ∋0

Uε)B(x,yrnSx ⊂∈+ 

 و بنابراین 

UyrnSx ∈+. 

 همچنین

ε)x,rn
d(T 0 <  

 به علاوه

ε)y,y
rnSrn

d(T 0 <−  

  :پس داریم 



ε)x,rn
d(Tx)rn

Ty,xrn
Ty

rnSrn
d(T)y,y

rnSrn
Txrn

d(T 00 2<+−+≤−+  
  بنابراین  

Vε)B(y,y)
rnS(xrn

T ⊂∈+ 2  
 که ایجاب می کند

V.y)
rnS(xrn

T ∈+ 

 در واقع

φVUrn
T ≠I . 

بنابراین دنباله 
1≥








k
kn

T  یک مجموعهδG  چگال از بردارهاي ابردوري دارد و این یعنی که دنباله

1≥







k
kn

T  ابردوري است .  

 ) 23 ⇐ فرض کنید ):  T نسبت به دنباله   { }kkn ابردوري موروثی باشد و    iU و    iV          زیر 
مجموعه هاي باز و ناتهی از      X باشند    )(i 1,2= نشان می دهیم که یک عدد صحیح مثبت به .  

mدلخواه بزرگ : وجود دارد بطوریکه    
)(iφiViUmT 1,2=≠I  

چون 
1≥








k
kn

T   1ابردوري است پس عدد صحیحk  وجود دارد به طوریکه :  

φVU
kn

T ≠111 I  
}نسبت به دنباله  Tچون  }kkn  ابردوري موروثی است بنایراین دنباله

1kk
kn

T
>






    ابـردوري اسـت و

12که   2kدر نتیجه عدد صحیح  kk   :وجود دارد به طوري که   <

φVU
kn

T ≠222 I  
دامه این روند ،زیر دنباله صعوديبا ا

jjkn










از{ }kkn 1با این خاصیت که≥∀ j:j، 

φVUjkn
T ≠11 I اما. بدست می آیدT  نسبت به دنباله{ }kknابردوري موروثی است. 

بنابراین
1≥











j

jkn
T از این رو با توجه به این که. نیز ابردوري است

1≥











j

jkn
T

 δGیک مجموعه  

چگال از بردارهاي ابردوري دارد یک
jjknm













  : به دلخواه بزرگ وجود دارد به طوریکه  ∋



φVUmT ≠22 I  
  بنابراین 

 )(iφiViUmT 1,2=≠I  
21همچنین اگر  UUU 21و  =× VVV XXزیر مجموعه هاي بازي از =×   باشند آنگاه  ⊕

φ)V(V)U)(UmTm(TVUmT)(T ≠××⊕=⊕ 2121 II  
TTدر این صورت    . ابردوري است ⊕

)( 31 TTبردار ابردوري براي,y)(xفرض کنید :  ⇐ . ابردوري باشند Tبراي  yوxبویژه. باشد ⊕
TTبراي  ,y)kT(xبه علاوه     ابردوري است ، زیرا  ⊕

{ } { }Nn:y)knTx,n(TNn:y)kT(x,nT)(T ∈+=∈⊕  
                                     { } { }Nn:yknTNn:xnT ∈+⊕∈=                                    
                                     XX ⊕=  

XUادعا می کنیم که براي همه مجموعه هاي باز  Uu، یک  ⊃  ,u)(xوجود دارد به طوریکـه   ∋
TTیک بردار ابردوري براي    . می باشد ⊕

Nkاســت، بنـابراین یــک   Tیــک بـردار ابــر دوري بـراي    yچـون  وجـود دارد بــه طـوري کــه     ∋
UykT TTیـک بـردار ابـردوري بـراي     ,y)kT(xاما با توجه به قسـمت قبـل  .  ∋                اسـت، قـرار   ⊕

ykTuمی دهیم  TTیک بردار ابردوري براي  ,u)(x، بنابراین =   . است ⊕

Nkکه براي هر حال فرض کنید  ∈  ،) 
k

,B(kU 0
1

با توجه به قسمت بالا می بینیم که براي هـر  . =
Nk ∈ ،kUku TTیک بردار ابردوري بـراي   ,ku(x(وجود دارد به طوري که  ∋ . مـی باشـد   ⊕
}راین ما می توانیم یک دنباله صعودي بناب }kkn   از اعداد طبیعی پیدا کنیم به طوري که:  

)kU(xkU)ku(x,kn
T)(T +×∈⊕  

kUxknدر نتیجه  
T,kUxkukn

T ∈+∈ .  
x)orb(T,Xفرض کنید  0 kUxknو  kUبا توجـه بـه تعریـف    .چگال می باشد Xکه در  =

T ∈  
  داریم 

,xkn
T 0→  

0XxmT،υ ∈=  
0.x)kn

(TmTυkn
T →=  


