
ابتکارات مطالعات، نتايج بر مترتب مادی حقوق کليهی
پاياننامه اين موضوع تحقيق از ناشی نوآوریهای و

است. اصفهان دانشگاه به متعلق



آناليز گرايش محض رياضی رشتهي ارشد کارشناسی پاياننامهي

ͳنیمگروه جبرهای ͳتقریب میانΎینپذیری

راهنما: استاد

رجالی علی دکتر

پژوهشگر:

شريفيانا رضوان

۱۳۹۰ ماه مهر



พ়ࢁඟوदدردای
شࢁඟوণپاسوردگاریراواਪฬیوત່تع࢙ما৯دوزیୀام່اকمساࣾتواو੪ॸࡶشداموما়شاල່ونشࢁඟشಪࣥوان

ඟ໊دو೯داو৯دیوਮ࣪قا৳ماماଌنग़ࡻ੪عূࡗજیਚیراଘૼنࣅناশࢌ৶ࢤود.
ণپاسوণتاীش೯داਪیراໆزا॥تইوتਠീیراୀا৯دامآඔ່ࣁشوشاষید،او৳ماਗیণتاพীࢂඟانازণتاীشاوعا৯ච໔دو৳ماਗی

ࣹسابࢂඟانازشࢁඟ࢟تیاوฬوان.
భهیصدروૐॣبایداৣمਗیฮیرجاਚرعනید༚نابآপوارمদرБЗیوਗاඟ໋تادণیایਪ࣒ماঘیراஙراଐࢤوहख़نଌا

৩ھاশࢌධ්روشඇൢباਪیජ໑اراঘ࣒ماਪیड़່ود৯د.
ऒୀودوࣣಮهਗیداৣماززॐماتਟیభغوज़ساࠛدتیاীشانصادণଡ༚پاسࢂචاری࣒م،ণଦඟ໋پاسૼنෘऩهایୀభاభୀیای

یࢁඟانख़࡛ࢴتوراঘ࣒ماਪییاীشانا॥ت.
ඟࢁพ়شانীھاده،ازا৩راارج ໆرکارخاৣمدනروॣفزاده ໆرکارخاৣمدනراবیو زॐماتاسایدداور

ਗی࣒م.
ماીభࣤورمসభ࣓ࢤودناଌنراهঙࢤوارهज़وقوঙاهૼنরودها৯د،ণپاسࢂචاری কمൾফنऒୀودوࣣಮهਗیداৣمازخاৗوادهامଘوه

وهଘجایآورم.

ฬیاൈروانરر
ෙय़ماه۱۳۹۰



ৎقدمଘروح৮درمൺख़ࢾشਟیا৯دازهরود
ودോอං࣓مୀاীشਟی৩ھاশࢌ

ৎقدمଘماభم౷ࣂواিشඋید॰دหૼنروඋیدॴوم
وعاॲقا१ଡوࣾتज़หࡰ࠹لراকموඟ໋ماমࡑشਠീیامبا॰د

ৎقدمୀଘاభانوऒواଽانସ୍م.



چیده

يک که میدهيم نشان پاياننامه دراين است. بوده توجه مورد اخير سالهای در باناخ جبرهای تقريبی ميانگينپذيری

باشد. تقريبی ميانگينپذير ℓ١(S) باناخ جبر هرگاه است، چپ ميانگينپذير همانی) با لزوماً (نه S چپ حذفی نيمگروه

ميانگينپذير ℓ١(S) آنگاه باشد، I انديس مجموعه Gبا گروه روی برانت نيمگروه يک S اگر که میکنيم ثابت همچنين

Gميانگينپذير اگروتنهااگر است تقريبی ميانگينپذير ℓ١(S) بهعلاوه باشد. متناهی I و Gميانگينپذير اگروتنهااگر است

-Ma(S) زيرمجموعهی هر برای بهطوریکه همانی با S چپ حذفی اساسی نيمگروه يک برای باشد. متناهی I و

Ma(S)اندازهی جبر اگر که میدهيم نشان باشد، Ma(S)-اندازهپذير sB مجموعهی ،s ∈ S هر و S Bاز اندازهپذير

دودوری نيمگروه يک S١ اگر که میکنيم ثابت همچنين است. چپ ميانگينپذير S آنگاه باشد، تقريبی ميانگينپذير

نيست. تقريبی ميانگينپذير ℓ١(S١) آنگاه باشد،

ضرب با C ريختهای مجموعه روی ℓ١-جبر بهعنوان را ℓ١(C) جبرباناخ آنگاه باشد، کوچک رستهی يک C اگر

که میکنيم ثابت و میگيريم درنظر نقطهای ضرب با C عناصر مجموعه روی ℓ١-جبر بهعنوان را ℓ١(Ĉ) و پيچش

تعداد که میدهد نتيجه حالت دراين و میدهد نتيجه را ℓ١(Ĉ) تقريبی ميانگينپذيری ،ℓ١(C) تقريبی ميانگينپذيری

است. متناهی C عناصر

کوچک. رستهی برانت، نيمگروه دودوری، نيمگروه تقريبی، ميانگينپذيری نيمگروهی، جبر واژه�ها: کليد
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پیشΎفتار

مطاله مورد و ͳمعرف [١۶] در لوی٢ و ١ͳقهرمان توسط باناخ جبرهای ͳتقریب میانΎینپذیری مفهوم

جبر آنگاه باشد، فشرده موضعاً یΈگروه G اگر که کردند ثابت آنها خاص حالت در گرفت. قرار

میانΎینپذیری علاوه به باشد. GمیانΎینپذیر اگروتنهااگر است، ͳتقریب میانΎینپذیر L١(G) باناخ

مطالعات این در شد. مطالعه [١٧] در ٣Ίزان و لوی ،ͳقهرمان توسط ͳنیمگروه جبرهای ͳتقریب

است. میانΎینپذیر S آنگاه باشد، ͳتقریب میانΎینپذیر ℓ١(S) ͳنیمگروه جبر اگر که شد داده نشان

است. شده تنظیم فصل چهار در نامه پایان این

مͳپردازیم. بخش دو در ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف بیان به اول فصل در

بیان را ͳتقریب میانΎینپذیری به مربوط اولیه قضایای و تعاریف اول بخش در ابتدا دوم فصل در

ͳبررس را است گسسته نیمگروه Έی S ͳوقت ℓ١(S) ͳتقریب میانΎینپذیری دوم بخش در مͳکنیم.

ͳتقریب میانΎینپذیری ،S چپ ͳحذف نیمگروه Έی برای که مͳکنیم ثابت بخش این در مͳکنیم.

نیمگروه Έی برای که مͳکنیم ثابت سوم بخش در مͳدهد. نتیجه را S چپ میانΎینپذیری ،ℓ١(S)

G اگروتنهااگر است میانΎینپذیر ℓ١(S) ͳنیمگروه جبر ،Iاندیس مجموعه Gبا گروه روی Sبرانت

GمیانΎینپذیر اگروتنهااگر است ͳتقریب میانΎینپذیر ℓ١(S) بهعلاوه باشد. ͳمتناه I و میانΎینپذیر

مͳکنیم ثابت ͳهمان با S چپ ͳحذف ͳاساس نیمگروه Έی برای چهارم بخش در باشد. ͳمتناه I و

مͳشود. نتیجه Ma(S) باناخ جبر ͳتقریب میانΎینپذیری از ،S چپ میانΎینپذیری که

مͳکنیم ثابت دوم بخش در مͳپردازیم. نیاز مورد تعاریف بیان به اول بخش در ابتدا سوم فصل در

١Ghahramani

٢Loy

٣Zhang

ح



ط پیشΎفتار

ͳحت نیست. میانΎینپذیر ℓ١(S١) ͳنیمگروه جبر اما است، میانΎینپذیر S١ دودوری نیمگروه که

جبرهای که مͳدهیم نشان یΈمثال ذکر با بخش این انتهای در نیست. ͳتقریب میانΎینپذیر ℓ١(S١)

نیستند. میانΎینپذیر لزوماً ͳتقریب میانΎینپذیر ͳنیمگروه

که مͳکنیم ثابت سپس مͳکنیم، بیان را نیاز مورد تعاریف ابتدا اول بخش در چهارم فصل در

ͳتقریب میانΎینپذیر ℓ١(C) باناخ جبر ͳنامتناه عناصر مجموعه با C Έکوچ رستهی Έی برای

مجموعه با برانت نیمگروه Έی S اگر مͳکنیم ثابت نتیجه Έی بهعنوان دوم بخش در نیست.

نیست. ͳتقریب میانΎینپذیر ℓ١(S) آنگاه باشد، ͳنامتناه اندیس



١ فصل

ͳمقدمات مفاهیم تعاریفو

است، نیاز مورد نامه پایان این بعدی فصول ͳط در که ͳمقدمات قضایای و تعاریف فصل، این در

مͳکنیم. صرفنظر قضایا اثبات از و مͳکنیم بیان گذرا بهطور

ͳتابع آنالیز ١.١

نیمنرم Έی باشد. مختلط اعداد میدان روی برداری فضای Έی X کنید فرض تعریف١.١.١.

بهطوریکه است، ∥.∥ : X −→ R تاب΄ Έی ،X روی

،∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ X هر برای (١)

،∥αx∥ = |α |∥x∥ ،α ∈ C و x ∈ X هر برای (٢)

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ X هر برای (٣)

باشیم داشته بهعلاوه که است نیمنرم Έی X روی نرم Έی

∥x∥ > ٠ (٠ ̸= x ∈ X).

برداری فضای Έی نرم، Έی به مجهز برداری فضای هر .∥٠∥ = ٠ مͳکند ایجاب (٢) خاصیت

مͳشود. نامیده نرمدار

١



٢ ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف .١ فصل

دراینصورت باشد. مختلط اعداد میدان روی نرمدار فضای دو Y Xو فرضکنید تعریف٢.١.١.

،α ∈ C و x, y ∈ X هر برای هرگاه مͳشود، نامیده ͳخط عملΎر Έی ،L : X −→ Y نΎاشت

L(αx+ y) = αL(x) + L(y).

بهطوریکه باشد داشته وجود C ≥ ٠ ثابت هرگاه مͳشود، گفته کراندار L : X −→ Y عملΎر

،x ∈ X هر برای

∥Lx∥ ≤ C∥x∥.

مͳشود. داده نشان B(X, Y ) با Y به X از کراندار و ͳخط عملΎرهای تمام مجموعهی

نرم و اسالر ضرب و ͳمعمول جم΄ عمل با B(X,Y )

∥L∥ = sup{∥L(x)∥
∥x∥

: ٠ ̸= x ∈ X}

= sup{∥L(x)∥ : ∥x∥ ⩽ ١}

= inf{C > ٠ : ∥Lx∥ ≤ C∥x∥ (x ∈ X)},

است. باناخ فضای Έی B(X, Y ) باشد باناخ Y اگر و است نرمدار فضای Έی

باشد. کراندار L−١ و ͳدوسوی L هرگاه مͳشود، نامیده ͳریختی L ∈ B(X,Y )

.∥Lx∥ = ∥x∥ ،x ∈ X هر برای هرگاه مͳشود، نامیده طولپا L

مͳشود. داده نشان B(X) با X به X از کراندار و ͳخط عملΎرهای تمام مجموعهی

باشد. پیوسته اگروتنهااگر است کراندار L : X −→ Y ͳخط نΎاشت .٣.١.١ قضیه

کنید. رجوع [٨] به اثبات.

یΈزیرفضای اگر Xباشد. برداری فضای از بسته MیΈزیرفضای فرضکنید تعریف١.١.۴.

متممدار ،M دراینصورت X =M +N Mو ∩N = {٠} بهطوریکه باشد داشته وجود X از N

بهصورت و مͳشود گفته N و M از مستقیم حاصلجم΄ X دراینحالت مͳشود. نامیده X در

مͳشود. نوشته ،X =M ⊕N

فضای دراینصورت باشد. X زیرفضای M و باناخ فضای Έی X کنید فرض تعریف١.١.۵.

مͳشود تعریف زیر بهصورت M⊥

M⊥ = {f ∈ X∗ : f(x) = ٠ (x ∈M)}.



٣ ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف .١ فصل

دراینصورت Xباشد. از بسته MیΈزیرفضای و باناخ XیΈفضای فرضکنید .۶.١.١ قضیه

.M∗ ∼= X∗/M⊥ (١)

.(X/M)∗ ∼= M⊥ (٢)

کنید. رجوع [٣٣] از (۴.٩) قضیهی به اثبات.

زیر- Έی ͳیعن) E روی رابطه Έی R و ͳغیرته مجموعه Έی E کنید فرض .٧.١.١ تعریف

،ͳبازتاب اگر مͳشود، نامیده ͳجزئ ترتیب رابطهی Έی ،Rدراینصورت باشد. (E×E از مجموعه

ͳیعن باشد. ͳانتقال و پادمتقارن

.(x, x) ∈ R باشیم داشته ،x ∈ E هر برای (١)

.x = y باشیم داشته ،(y, x) ∈ R و (x, y) ∈ R بهطوریکه ،x, y ∈ E هر یرای (٢)

.(x, z) ∈ R باشیم داشته ،(y, z) ∈ R و (x, y) ∈ R بهطوریکه ،x, y, z ∈ E هر یرای (٣)

باشد. E ͳغیرته مجموعهی روی ͳجزئ ترتیب رابطهی Έی ≤ کنید فرض .٨.١.١ تعریف

E عناصر از α, β زوج هر اگر مͳشود، نامیده جهتدار مجموعهی Έی (E,≤) دراینصورت

باشد داشته وجود E از γ عنصر ،E از α, β زوج هر برای ͳیعن باشد. بالا کران Έی دارای

بهطوریکه

α ⩽ γ و β ⩽ γ.

Έی باشد. مجموعه Έی D و جهتدار مجموعهی Έی (E,≤) کنید فرض .٩.١.١ تعریف

نامیده E دامنهی با D در تور Έی ،α ∈ E هر برای ،xα = ν(α) فرض با D به E از ν نΎاشت

مͳشود. داده نشان xα با ν(α) معمولا˦ مͳشود.

هر برای هرگاه مͳشود، نامیده x به همΎرا (xα)α∈E تور باشد، ͳتوپولوژی فضای Έی D اگر

،β ∈ E هر برای بهطوریکه باشد موجود α ∈ E Έی ،x حول U ͳΎهمسای

α ⩽ β =⇒ xβ ∈ U.

مͳشود نوشته دراینصورت

xα −→ x یا lim
α
xα = x.



۴ ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف .١ فصل

بهطوریکه: توپولوژی Έی با همراه C میدان روی X برداری فضای تعریف١٠.١.١.

باشد، پیوسته

 X ×X −→ X

(x, y) 7−→ x+ y

نΎاشت (a)

باشد، پیوسته

 C×X −→ X

(α, x) 7−→ αx

نΎاشت (b)

مͳشود. نامیده ͳتوپولوژی برداری فضای Έی

فضای دراینصورت باشد. ͳتوپولوژی برداری فضای Έی X کنید فرض .١١.١.١ تعریف

مͳشود. داده نشان X∗ با و مͳشود نامیده X دوگان فضای X روی پیوسته و ͳخط تابعΈهای

،ν ∈ X∗ هر برای دراینصورت باشد. برداری فضای Έی X کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

بهصورت pν نیمنرم

pν(x) = |⟨ν, x⟩ |

X روی شده تعریف توپولوژی .⟨ν, x⟩ = ν(x) ،ν ∈ X∗ و x ∈ X برای آن در که مͳشود تعریف

با اغلب و مͳشود نامیده X روی ضعیف توپولوژی ،{pν : ν ∈ X∗} نیمنرمهای خانوادهی توسط

اگروتنهااگر است، x٠ ∈ X به ضعیف همΎرای X در (xα) تور مͳشود. داده نشان σ(X,X∗)

⟨ν, xα⟩ −→ ⟨ν, x٠⟩ (ν ∈ X∗).

بهصورت X∗ روی px نیمنرم ،x ∈ X هر برای مشابه، بهطور

px(ν) = |⟨ν, x⟩ |

،{px : x ∈ X} نیمنرمهای خانوادهی توسط X∗ روی شده تعریف توپولوژی مͳشود. تعریف

(ν)α تور مͳشود. داده نشان σ(X∗, X) با اغلب و مͳشود نامیده X∗ روی ستاره ضعیف توپولوژی

اگروتنهااگر است، X∗ در ν٠ به (∗w-همΎرا) ستاره ضعیف همΎرای X∗ در

⟨να, x⟩ −→ ⟨ν٠, x⟩ (x ∈ X).

(١ مازور (قضیه .١٣.١.١ قضیه

در S بستار E در S محدب مجموعه هر برای دراینصورت باشد. باناخ فضای Έی E کنید فرض

١Mazur’s theorem



۵ ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. یسان (E, σ(E,E∗)) و (E, ∥.∥)

کنید. رجوع [٩] به اثبات.

باناخ جبرهای ٢.١

ضرب تاب΄ Έی با همراه ،F میدان بر برداری یΈفضای ،F میدان بر A یΈجبر تعریف١.٢.١.

کند: صدق زیر شرایط در که است . : A× A −→ A

،x, y, z ∈ A هر برای (١)

x · (y · z) = (x · y) · z,

،x, y, z ∈ A هر برای (٢)

(y + z) · x = y · x+ z · x و x · (y + z) = x · y + x · z,

،α ∈ F و x, y ∈ A هر برای (٣)

(αx) · y = α(x · y) = x · (αy).

،a ∈ A هر برای بهطوریکه باشد داشته وجود A در ١ عضو هرگاه مͳشود، نامیده یΈدار A جبر

١ · a = a = a · ١.

هرگاه است. شده تعریف ∥.∥ نرم Έی آن روی که باشد، جبر Έی A کنید فرض تعریف٢.٢.١.

باشیم داشته a, b ∈ A هر برای

∥a · b∥ ≤ ∥a∥∥b∥

Έی مͳشود. گفته نرمدار جبر Έی (A, ∥.∥) به و مͳشود. نامیده جبری نرم ،∥.∥ نرم اینصورت در

دارد. نام باناخ جبر Έی باشد، کامل جبری نرم به نسبت که نرمدار جبر

قوی عملΎر توپولوژی دراینصورت باشند. باناخ جبرهای B و A کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

مͳشود تعریف زیر بهصورت {px : x ∈ A} نیمنرمهای از خانوادهای توسط (SOT-توپولوژی)

px(T ) := ∥Tx∥, (x ∈ A, T ∈ B(A,B)).



۶ ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف .١ فصل

:a, b ∈ A هر برای هرگاه مͳشود، نامیده ͳجابهجای A باناخ جبر تعریف٢.١.۴.

ab = ba.

،φ : A −→ B ͳخط تاب΄ باشند. F میدان Έی بر جبر دو B و A کنید فرض تعریف٢.١.۵.

،x, y ∈ A هر برای هرگاه مͳشود، نامیده ͳهمریخت Έی

φ(xy) = φ(x)φ(y).

مͳشود. نامیده ͳریختی باشد، نیز پوشا و Έی به Έی ،φ اگر

Έی φ : A −→ B و باشند، باناخ جبر دو (B, ∥.∥٢) و (A, ∥.∥١) کنید فرض تعریف٢.١.۶.

،x ∈ A هر برای ͳیعن باشد. نرم حافظ ͳهمریخت

∥x∥١ = ∥φ(x)∥٢

مͳشود. نامیده طولپا ،φ دراینصورت

(٢ گلدشتاین (قضیه .٧.٢.١ قضیه

وجود E در (xν) تور Έی ،Φ ∈ E∗∗ هر برای دراینصورت باشد. باناخ جبر Έی E کنید فرض

که همΎراست. Φ به (E∗∗, σ(E∗∗, E∗)) در ι(xν) و ∥xv∥ ⩽ ∥Φ∥ ،v هر برای بهطوریکه دارد

تعریف ،x ∈ E هر و f ∈ E∗ هر برای x̂(f) = f(x) و ι(x) = x̂بهصورت ι : E −→ E∗∗ آن در

مͳشود.

کنید. رجوع [٣] به اثبات.

A از راست) (بهترتیب، چپ ایدهآل Έی A جبر از I برداری زیرفضای Έی .٨.٢.١ تعریف

.(yx ∈ I (بهترتیب، xy ∈ I دهد نتیجه ،y ∈ I و x ∈ A هرگاه مͳشود، گفته

باشد. A راست ایدهآل هم و چپ ایدهآل هم هرگاه مͳشود، نامیده A ایدهآل Έی I

I ⊂ A دیΎر بهعبارت نباشد. دیΎری ایدهآل Ϳهی I و A بین هرگاه است، ماکسیمال I ⊂ A

که باشد A در دیΎری ایدهآل J اگر و بوده A از سره ایدهآل Έی I هرگاه است، ماکسیمال

.I = J آنگاه ،I ⊆ J ⊂ A

٢Goldestain’s Theorem



٧ ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف .١ فصل

دیΎری دوطرفه ایدهآل Ϳهی شامل که است J ̸= {٠} دوطرفه ایدهآل Έی ،A مینیمال ایدهآل Έی

نباشد. J و {٠} جزء به

با که A رادیال اینصورت در باشد. ͳجابهجای باناخ جبر Έی A کنید فرض تعریف٩.٢.١.

مͳشود. تعریف A ماکسیمال ایدهآلهای تمام اشتراک مͳشود، داده نمایش rad(A)

مͳشود. نامیده نیمساده A باناخ جبر آنگاه ،rad(A) = {٠} اگر

در بهطوریکه است

 ∗ : A −→ A

a 7−→ a∗
نΎاشت Έی A جبر روی برگشت Έی تعریف١٠.٢.١.

کند: صدق زیر شرایط

،(a∗)∗ = a ،a ∈ A هر برای (١)

،(a+ b)∗ = a∗ + b∗ ،a, b ∈ A هر برای (٢)

است) α مزدوج ᾱ) (αa)∗ = ᾱa∗ ،α ∈ C و a ∈ A هر برای (٣)

(ab)∗ = b∗a∗ ،a, b ∈ A هر برای (۴)

کامل نرمدار ∗-جبر Έی باناخ، ∗-جبر Έی مͳنامند. ∗-جبر Έی ،∗ برگشت با همراه را A جبر

،ͳیعن باشد. ͳطولپای که است

∥a∗∥ = ∥a∥

،a ∈ A هر برای که است -جبر ∗ Έی ،A جبر C∗ Έی

∥a∗a∥ = ∥a∥٢.

٠-مینیمال ،S از M دوطرفه ایدهآل Έی باشد. نیمگروه Έی S کنید فرض .١١.٢.١ تعریف

اگر مͳشود، نامیده

،M ̸= ٠ (i)

دارد. قرار M در سره بهطور که باشد، S دوطرفه ایدهآل تنها ٠ (ii)



٨ ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف .١ فصل

تواب΄ همهی مجموعهی ،ℓ١(S)دراینصورت باشد. نیمگروه Έی S فرضکنید تعریف١٢.٢.١.

که بهطوری است S از f مقدار مختلط

∥f∥١ =
∑
s∈S

| f(s) |<∞,

ͳیعن

sup{
∑
s∈F

|f(s) | : ͳمتناهF ⊂ S} <∞.

مͳشود: تعریف زیر بهصورت ℓ١(S) روی پیچش ضرب آنگاه ،f, g ∈ ℓ١(S) اگر

(f ∗ g)(x) =
∑
st=x

f(s)g(t).

داریم و مͳشود. تعریف (f ∗g)(x) = ٠ درغیراینصورت باشد، جواب دارای st = x معادله ͳوقت

∥f ∗ g∥١ ⩽
∑
st=x

| f(s) || g(t) |⩽ ∥f∥١∥g∥١ <∞.

است. باناخ جبر Έی (ℓ١(S), ∥.∥١, ∗) پس ،f ∗ g ∈ ℓ١(S) لذا

مͳشود: تعریف زیر بهصورت δs : S −→ C نΎاشت s ∈ S هر ازای به

δs(t) =

 ١ اگر s = t

٠ اگر s ̸= t

بهصورت نمایش Έی دارای f آنگاه ، f ∈ ℓ١(S) اگر حال

f =
∑
s∈S

f(s)δs

است. پیچش ضرب با ℓ١(S) همان ،S ͳنیمگروه جبر از منظور است.

مختلط تواب΄ همهی مجموعهی را، ℓ∞(S) آنگاه باشد. نیمگروه Έی S اگر .١٣.٢.١ تعریف

طوریکه به مͳگیریم درنظر S از f مقدار

∥f∥∞ = sup{ |f(s) | : s ∈ S} <∞.

تعریف زیر بهصورت که است نقطهای ضرب همان ℓ∞(S) روی ضرب آنگاه ،f, g ∈ ℓ∞(S)اگر

مͳشود:

(f · g)(s) = f(s)g(s).



٩ ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف .١ فصل

داریم

∥f · g∥∞ = sup{ |f · g(s) | : s ∈ S} = sup{ |f(s)g(s) | : s ∈ S}

≤ sup{ |f(s) | : s ∈ S}sup{ |g(s) | : s ∈ S}

= ∥f∥∞∥g∥∞ <∞.

است. باناخ جبر Έی (ℓ∞(S), ∥.∥∞, .) لذا

مͳشود، نامیده پوچ یا صفر نیمگروه Έی ،٠ صفر یΈعنصر با S نیمگروه Έی تعریف٢.١.١۴.

.ab = ٠ ،a, b ∈ S هر برای اگر

ͳتوپولوژی نیمگروه Έی S دراینصورت باشد. نیمگروه Έی S کنید فرض تعریف٢.١.١۵.

باشد. پیوسته ضرب عمل و بوده هاسدورف فشردهی موضعاً نیمگروه Έی S هرگاه مͳشود، نامیده

مختلط- تواب΄ تمام فضای C(S) آنگاه باشد، ͳتوپولوژی نیمگروه Έی S اگر تعریف٢.١.١۶.

مͳشود. تعریف S روی کراندار پیوستهی مقدار

فضای LUC(S) دراینصورت باشد، ͳتوپولوژی نیمگروه Έی S کنید فرض تعریف١٧.٢.١.

تواب΄ تمام فضای ͳیعن مͳشود. تعریف S روی چپ ینواخت پیوستهی مختلط-مقدار تواب΄

نΎاشت بهطوریکه ،f ∈ C(S)

S −→ C(S)

x 7−→ Lxf

و دارد را سوپریمم نرم C(S) وقتͳکه باشد. پیوسته

Lxf(y) = f(xy) (y ∈ S).

هر برای اگر مͳشود، نامیده راست) (بهترتیب، چپ ͳحذف S نیمگروه Έی .١٨.٢.١ تعریف

.(x = z که بدهد نتیجه xy = zy (بهترتیب، y = z که بدهد نتیجه xy = xz ،x, y, z ∈ S

هرگاه مͳشود، نامیده میانΎین Έی m ∈ LUC(S)∗ ͳخط Έتابع تعریف١٩.٢.١.

∥m∥ = m(١) = ١.



١٠ ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف .١ فصل

،f ∈ LUC(S) و x ∈ S تمام برای هرگاه مͳشود، نامیده چپ پایای میانΎین m

m(Lxf) = m(f).

میانΎینپذیر S دراینصورت باشد. ͳتوپولوژی نیمگروه Έی S کنید فرض .٢٠.٢.١ تعریف

باشد. داشته چپ پایای میانΎین Έی LUC(S) اگر مͳشود، نامیده چپ

مͳشود. تعریف مشابه بهطور ͳتوپولوژی نیمگروه Έی راست میانΎینپذیری

میانΎینپذیر باشد، راست میانΎینپذیر هم و چپ میانΎینپذیر هم که ͳتوپولوژی نیمگروه Έی

مͳشود. نامیده

ͳخط Έتابع Έی ℓ∞(G) روی میانΎین Έی باشد. گروه Έی G کنید فرض تعریف٢١.٢.١.

بهطوریکه است (ℓ∞(G), |. |G) روی Λ پیوستهی

Λ(١) = ∥Λ∥ = ١.

هرگاه است، چپ پایای Λ میانΎین

⟨f,Λ⟩ = ⟨f · δs,Λ⟩ (s ∈ G, f ∈ ℓ∞(G)).

باشد. داشته وجود ℓ∞(G) روی چپ پایای میانΎین Έی اگر است، میانΎینپذیر G گروه

معادلند: زیر شرایط دراینصورت باشد. فشرده موضعاً گروه Έی G کنید فرض .٢٢.٢.١ قضیه

است. میانΎینپذیر G (i)

دارد. وجود ℓ∞(G) روی چپ پایای میانΎین Έی (ii)

دارد. وجود LUC(G) روی چپ پایای میانΎین Έی (iii)

دارد. وجود RUC(G) روی چپ پایای میانΎین Έی (iv)

دارد. وجود UC(G) روی چپ پایای میانΎین Έی (v)

کنید. رجوع [٣۴] از (١.١.٩) قضیه به اثبات.

،M(S) باناخ جبر دراینصورت باشد. ͳتوپولوژی نیمگروه Έی S فرضکنید تعریف٢٣.٢.١.

است. ∥µ∥ = |µ |(S) نرم با S روی کراندار مختلط-مقدار اندازههای تمام مجموعهی



١١ ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف .١ فصل

تمام مجموعهی ،Ma(S) جبر آنگاه باشد، ͳتوپولوژی نیمگروه Έی S اگر .٢۴.٢.١ تعریف

اندازهی δx) x 7−→ δx ∗ µ و x 7−→ µ ∗ δx نΎاشت دو هر بهطوریکه µ ∈ M(S) اندازههای

باشند. پیوسته ضعیف بهطور M(S) به S از است) x در دیراک

نیمگروه Έی S دراینصورت باشد. ͳتوپولوژی نیمگروه Έی S کنید فرض تعریف٢.١.٢۵.

باشد. ∪{supp(µ) : µ ∈Ma(S)} بستار با برابر S اگر مͳشود، نامیده ͳاساس

تواب΄ تمام فضای دراینصورت باشد. ͳاساس نیمگروه Έی S کنید فرض .٢۶.٢.١ تعریف

BM(S) با S روی Ma(S)-اندازهپذیر) (بهترتیب، اندازهپذیر -M(S) کراندار مختلط-مقدار

مͳشود. داده نمایش (L∞(S,Ma(S)) (بهترتیب،

است. M(S) دوطرفهی ایدهآل Έی Ma(S) .٢٧.٢.١ قضیه

کنید. رجوع [١] از (٢.۶) قضیه به اثبات.

،y ∈ Y و x ∈ X برای باشند. F میدان روی باناخ فضاهای Y Xو فرضکنید تعریف٢٨.٢.١.

بهصورت y و x تانسوری حاصلضرب

x⊗ y(µ, λ) = ⟨µ, x⟩⟨λ, y⟩ (µ ∈ X∗, λ ∈ Y ∗),

مͳشود. تعریف

بهصورت X ⊗ Y دراینصورت باشند. باناخ فضاهای X, Y کنید فرض تعریف٢٩.٢.١.

X ⊗ Y = {
n∑

i=١
xi ⊗ yi :

n∑
i=١

∥xi∥∥yi∥ <∞, xi ∈ X, yi ∈ Y },

بهصورت آن روی نرم و

∥z∥π = inf{
n∑

i=١
∥xi∥∥yi∥ : z =

n∑
i=١

xi ⊗ yi, xi ∈ X, yi ∈ Y },

بهصورت و مͳشود، داده نمایش X⊗̂Y با (X ⊗ Y, ∥.∥π) شده کامل مͳشود. تعریف

X⊗̂Y = {
∞∑
i=١

xi ⊗ yi :
∞∑
i=١

∥xi∥∥yi∥ <∞, xi ∈ X, yi ∈ Y },

بهصورت آن روی نرم و

∥z∥π = inf{
∞∑
i=١

∥xi∥∥yi∥ : z =
∞∑
i=١

xi ⊗ yi, xi ∈ X, yi ∈ Y },


