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چൊیده
عناصر روی Γ(G) مولد گراف مͬ�شود، تولید عنصر دو توسط که باشد دوری غیر متناهͬ Gیͷگروه فرضکنید
به یال ͷی بوسیله متمایز رأس دو و باشد G عناصر آن رئوس مجموعه که گرافͬ مͬ�کنیم، تعریف چنین را G
گراف در کامل زیرگراف بزرگترین اندازه شود. تولید عنصر دو آن وسیله Gبه اگر�و�تنها�اگر مͬ�شوند وصل یͺدیͽر
نیاز مورد ͹رن تعداد کمترین و مͬ�شود داده نشان ω(G) با و مͬ�شود نامیده Γ(G) خوشه�ی عدد ،Γ(G) مولد
رن��͹های شده�اند متصل یͺدیͽر به یال ͷی بوسیله که رأس��هایͬ که گونه�ای به Γ(G) مولد گراف رن�͹کردن برای
G گروه برای مͬ�شود. داده نشان χ(G) با و مͬ�شود نامیده Γ(G) مولد گراف ͬͽرن عدد باشند داشته متمایزی
تعریف چنین این و مͬ�باشد گروه این �کمین پوشش پارامتر، این که مͬ�گیرد قرار بررسͬ مورد نیز دیͽری پارامتر
نشان σ(G) = n با و شود پوشانده سره�اش زیرگروه n Gتوسط که مثبتnای، صحیح عدد کوچͺترین مͬ�شود،

.χ(G) ≤ σ(G) و ω(G) ≤ χ(G) داریم همواره مͬ�شود. داده
گروه�های برخͬ کمین پوشش و مولد گراف ͬͽرن عدد خوشه، عدد محاسبه�ی و رابطه مطالعه به رساله این در
مͬ�نماییم. بررسͬ را تحویل�پذیر کاملا́ گروه�های �کمین پوشش همچنین مͬ�پردازیم. خطͬ گروه�های و حل�پذیر

حل�پذیر، گروه�های خطͬ، گروه�های �کمین، پوشش ،ͬͽرن عدد خوشه، عدد مولد، گراف کلیدی: واژگان
تحویل�پذیر کاملا́ گروه�های



ଓقدग़
روی Γ(G) مولد گراف مͬ�شود. تولید عنصر دو توسط که باشد دوری غیر متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض

ͷی بوسیله متمایز رأس دو و باشد G عناصر آن رئوس مجموعه که گرافͬ مͬ�کنیم، تعریف چنین را G عناصر

اندازه ،Γ(G) گراف خوشه عدد شود. تولید عنصر دو آن وسیله به G اگر�و�تنها�اگر مͬ�شوند وصل یͺدیͽر به یال

،Γ(G) گراف ͬͽرن عدد و مͬ�شود داده نشان ω(G) با و مͬ�باشد Γ(G) گراف در کامل زیرگراف بزرگترین

یͺدیͽر به یال ͷی بوسیله که رأس��هایͬ که گونه�ای به Γ(G)گراف رن�͹کردن برای نیاز مورد ͹رن تعداد کمترین

توسط بار اولین مفهوم این مͬ�شود. داده نشان χ(G) با و مͬ�باشد باشند، داشته متمایزی رن��͹های شده�اند متصل

عدد و خوشه عدد پارامتر دو درباره�ی بسیاری نتایج شد. مطرح لوچین١ͬ آندریا و ماروتͬ آتیلا نام به شخصͬ

است. آمده دست به دیͽران و اشخاص این توسط گراف این ͬͽرن

این و مͬ�باشد G گروه کمین پوشش پارامتر، این مͬ�گیرد، قرار بررسͬ مورد نیز دیͽری پارامتر G گروه برای

و مͬ�شود پوشانده سره�اش زیرگروه n توسط G که را nای مثبت صحیح عدد کوچͺترین مͬ�شود، تعریف چنین

.χ(G) ≤ σ(G) و ω(G) ≤ χ(G) داریم همواره مͬ�شود. داده نشان σ(G) = n با

مقاله این در اثباتشده نتایج شد. مطرح [٧] مرجع در ١٩٩۴ سال در کوهن٢ توسط بار اولین برای پوششکمین

و باشد σ(G) = ۷ که ندارد وجود گروهͬ بود، این اول حدس گردید. حل�پذیر گروه�های برای دوحدس به منجر

σ(G) = pa + ۱ آنͽاه باشد، متناهͬ حل�پذیر دوری غیر گروه ͷیG اگر مͬ�کرد، بیان را مطلب این دوم حدس

حدس دو این ١٩٩٧ سال در تامͺینسون٣ مͬ�باشد. G از خاصͬ اصلͬ فاکتور مرتبه�ی pa آن در که مͬ�باشد،

نتایج از ͬͺی است. آمده دست به گروه�ها کمین پوشش درباره�ی بسیاری نتایج نمود. اثبات [٣٠] مرجع در را

مͬ�باشد تحویل�پذیر کاملا́ گروه�های کمین پوشش است، شده پرداخته آن به نیز رساله این در که رابطه، این در

این اصلͬ موضوع است. شده پرداخته آن به [١] مرجع در ٢٠٠٨ سال در جعفریان�امیری و عبداللهͬ توسط که

است. متناهͬ گروه�های مولد گراف بررسͬ رساله،

ارائه است، شده پرداخته آنها به رساله این در که گروه�ها�یͬ و گروه با رابطه در قضایایͬ و تعاریف اول فصل در
١A. Lucchini, and A. Maróti
٢J. H. Cohn
٣M. J. Tomkinson



مͬ�گردد.

مͬ�شود. بررسͬ موضوع این به مربوط اساسͬ قضایای و پرداخته گروه�ها کمین پوشش معرفͬ به دوم فصل در

مͬ�نماییم. بررسͬ را تحویل�پذیر کاملا́ گروه�های کمین پوشش فصل این در همچنین

و ٢ حداکثر ͹فیتین ارتفاع از متناهͬ گروه�های مولد گراف و حل�پذیر گروه�های کمین پوشش سوم فصل در

مͬ�شود. بررسͬ فروبینوس گروه�های

در مͬ�شود. بررسͬ ٢ بعد از برداری فضای روی خطͬ گروه�های مولد گراف و کمین پوشش چهارم فصل در

مͬ�کنیم. مطالعه را سوزوکͬ گروه مولد گراف و کمین پوشش نهایت
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پنج مطالب فهرست

١١١ فارسͬ به انͽلیسͬ نامه واژه



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

نامه پايان اين سراسر در مــــͬ�پردازيم. نامه پايان ايــن در نياز مورد قضـــايای و لم�ها تعاريف، ذکر به فصل اين در

است. اول عدد ͷی p و مͬ�باشد متناهͬ گروه ،G از منظور

مجموعه�ی آنͽاه است. G از ناتهͬ زیرمجموعه�ای H و گروه ͷی G کنیم فرض .١.٠.١ تعریف

CG(H) = {y ∈ G|xy = yx, ∀x ∈ H}

مͬ�نامیم. G در H ساز مرکز را

مͬ�نویسیم اختصار به CG(H) جای به آنͽاه باشد، G از عضوی ͷت زیرمجموعه�ای ،H = {x} که حالتͬ در

است. G زیرگروه CG(H) کنید توجه مͬ�نامیم. G در x مرکزساز را آن و CG(x)

آنͽاه باشد، گروه ͷی G اگر .٢.٠.١ تعریف

Z(G) = CG(G) = {x ∈ G | xy = yx, ∀y ∈ G}

مͬ�نامیم. G گروه مرکز را

باشد اولͬ عدد کوچ�ͷترین p و |H| = p اگر ،H ⊴G و باشد متناهͬ گروهͬ G کنید فرض .٣.٠.١ قضیه

مͬ�باشد. G مرکز از زیرگروهͬ H صورت این در کند، عاد را |G| که

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

١



٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

(متناهͬ راست یا چپ هم�رده�های تعداد صورت این در ،H ≤ G و گروه ͷی G کنیم فرض .۴.٠.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش [G : H] با و نامیده G در H اندیس را G در H نامتناهͬ) یا

است. |G| از مقسوم�علیهͬ |H| آنͽاه ،H ≤ G و متناهͬ گروه ͷی G اگر ( لاگرانژ ) .۵.٠.١ قضیه

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

.[G : H] =
|G|
|H|

آنͽاه ،H ≤ G و متناهͬ گروه ͷی G اگر .۶.٠.١ لم

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

باشیم داشته آن برای که n مثبت و صحیح عدد کوچ�ͷترین آنͽاه ،x ∈ G و گروه ͷی G اگر .٧.٠.١ تعریف

مرتبه از را x آنͽاه نباشد، موجود nای چنین اگر .O(x) = n مͬ�نویسیم و مͬ�نامیم x مرتبه�ی را xn = e

.O(x) = ∞ مͬ�نویسیم و نامیده نامتناهͬ

.O(x)||G| آنͽاه ،x ∈ G و متناهͬ گروه ͷی G اگر .٨.٠.١ لم

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

مͬ�نامیم G نرمال زیرگروه ͷی را H صورت این در باشد، G گروه از زیرگروهͬ H کنیم فرض .٩.٠.١ تعریف

است G نرمال زیرگروه H که مͬ�شود دیده آسانͬ به .xH = Hx باشیم داشته G از x هر ازای به هرگاه

.x−۱hx ∈ G ،H از h هر و G از x هر ازای به اگر�و�تنها�اگر

نرمال اززیرگروه است عبارت X هسته باشد. G گروه از ناتهͬ زیر�مجموعه�ای X کنیم فرض .١٠.٠.١ تعریف

نشان CoreG(X) با را X هسته هستند. X مشمول که G نرمال زیرگروه�های همه�ی اجتماع با شده تولید

مͬ�دهیم.

.N ⊴G آنͽاه ،[G : N ] = ۲ و N ⩽ G گروه، ͷی G اگر .١١.٠.١ قضیه



٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

صورت این در است. G از ناتهͬ زیرمجموعه�ای M و گروه ͷی G کنیم فرض .١٢.٠.١ تعریف

NG(M) = {g ∈ G|g−۱Mg = M}

که است واضح باشد عضوی ͷت زیر�مجموعه�ای M = {x} که حالتͬ در مͬ�نامیم. G در M نرمال�ساز را

NG(M) = CG(M).

که حالتͬ در .NG(M) ⩽ G آنͽاه باشد، G از ناتهͬ زیر�مجموعه�ای M و گروه ͷی G اگر .١٣.٠.١ قضیه

داریم است G از زیرگروهͬ M

M ⊴NG(M).

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

ν صورت دراین باشد، طبیعͬ برو��ریختͬ ν : G → G
N
و N ⊴G کنیم فرض ( تناظر قضیه ) .١۴.٠.١ قضیه

مͬ�کند. برقرار G
N
زیرگروه�های همه گردایه و �Nاند حاوی که G زیرگروه�های همه گردایه بین ͷبه�ی�ͷی تناظری

آنͽاه شود نظیر G
N
از H∗ زیرگروه به G از H زیرگروه تناظر، این در اگر

،H∗ = H
N

= ν(H) (١)

،[H : K] = [H∗ : K∗] و K∗ ≤ H∗ اگر�وتنها�اگر ،K ≤ H (٢)

.H
K

∼= H∗

K∗ و K∗ ⊴H∗ اگر�وتنها�اگر ،K ⊴H (٣)

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

.N ≤ H ⊴G اگر�و�تنها�اگر H
N

⊴ G

N
صورت این در ،N ⊴G و گروه ͷی G کنیم فرض .١۵.٠.١ قضیه

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان



۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

مͬ�نامیم. x, y جابه�جاگر را [x, y] = x−۱y−۱xy آنͽاه ،x, y ∈ G و گروه ͷی G اگر .١۶.٠.١ تعریف

با را آن و مͬ�نامیم G ١ جابه�جاگر زیر�گروه را، G اعضای جابه�جاگرهای تمام وسیله�ی به تولیدشده G زیرگروه

.( مͬ�نامیم نیز G ٢ مشتق زیرگروه را G′ نیز (گاهͬ مͬ�دهیم نمایش G′

است. آبلͬ G
G′ و G

′ ⊴G آنͽاه باشد، گروه ͷی G اگر .١٧.٠.١ قضیه

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

.G′ ≤ N که است کافͬ و لازم باشد آبلͬ G
N

این�که برای آنͽاه ،N ⊴G و گروه ͷی G اگر .١٨.٠.١ قضیه

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

شͺل به G خودریختͬ هر �صورت این در ،g ∈ G و گروه ͷی G کنیم فرض .١٩.٠.١ تعریف

φg : G → G, φg(x) = g−۱xg , ∀x ∈ G

مͬ�نامیم. بیرون۴ͬ خودریختͬ�های نباشند، درونͬ که را G خودریختͬ�های مͬ�نامیم. G درون٣ͬ خود�ریختͬ را

نمایش Out(G) با را G بیرونͬ خودریختͬ�های مجموعه و Inn(G) با را G درونͬ خودریختͬ�های مجموعه�ی

مͬ�دهیم. نشان Aut(G) با را G خودریختͬ�های همه�ی مجمموعه�ی مͬ�دهیم.

و گروه ͷی Aut(G) توابع، ترکیب قانون با آنͽاه باشد، گروه ͷی G اگر .٢٠.٠.١ قضیه

Inn(G)⊴ Aut(G).

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

باشد، G۲ گروه به G۱ گروه از هم�ریختͬ ͷی f : G۱ −→ G۲ اگر ( یͺریختͬ اول (قضیه�ی .٢١.٠.١ قضیه

آنͽاه

kerf = {g۱ ∈ G۱|f(g) = e}
١commutator
٢derived
٣inner automorphism
۴outer automorphism



۵ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

داریم همچنین مͬ�باشد G نرمال زیرگروه

G۱

kerf
∼= Im(f).

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

آنͽاه ،K ⊴G و H ⩽ G گروه، ͷی G اگر ( یͺریختͬ دوم (قضیه�ی .٢٢.٠.١ قضیه

H

H ∩K
∼=

HK

K
.

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

این در H ⊴G همچنین H ⊴K ⊴G و گروه ͷی G کنیم فرض ( یͺریختͬ سوم (قضیه�ی .٢٣.٠.١ قضیه

صورت
G

H
K

H

∼=
G

K
.

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

آنͽاه باشد، گروه ͷی G اگر .٢۴.٠.١ قضیه

G

Z(G)
∼= Inn(G).

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

صورت این در است، دوری گروه ͷی G کنیم فرض .٢۵.٠.١ لم

،G ∼= Z آنͽاه باشد، نامتناهͬ G اگر الف)

.G ∼= Zn آنͽاه باشد، n مرتبه�ی از و متناهͬ G اگر ب)

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان



۶ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

G از زیرگروهͬ n mاز مقسوم�علیه هر برای آنͽاه باشد، n مرتبه از متناهͬ دوری گروه ͷی G اگر .٢۶.٠.١ لم

دارد. وجود m ی مرتبه با

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

دوتایͬ عمل ͷی با F میدان ͷی روی g برداری فضای ͷی ل۵ͬ جبر ͷی .٢٧.٠.١ تعریف

[·, ·] : g× g −→ g

باشد زیر شرایط دارای هرگاه مͬ�باشد،

(1) [ax+by, z] = a[x, z]+b[y, z] , [z, ax+by] = a[z, x]+b[z, y] ∀a, b ∈ F , ∀x, y, z ∈ g

(2) [x, x] = 0 ∀x ∈ g , [x, y] = −[y, x] ∀x, y ∈ g

(3) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 ∀x, y, z ∈ g

مͬ�نامند. نیز لͬ براکت را دوتایͬ عمل این مͬ�گویند. ژاکوبͬ اتحاد را (٣) شرط

داراست را زیر شرط که مͬ�باشد D : g −→ g خطͬ نͽاشت ͷی g لͬ جبر روی مشتق .٢٨.٠.١ تعریف

D[a, b] = [a,D(b)] + [D(a), b]

مͬ�نامیم. ۶ داخلͬ مشتق نͽاشت را نͽاشت این مͬ�شود، نامیده g روی a مشتق ad(a) ،a ∈ g هر برای

در N مͺمل٧ را H باشد، G از زیرگروهͬ H و N ▷G و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٢٩.٠.١ تعریف

Nشͺافته روی G مͬ�گوییم باشد، داشته G در مͺمل ͷیN اگر .N ∩H = ۱ NHو = G اگر مͬ�نامیم G

مͬ�شود.

در .NH = G هرگاه مͬ�شود نامیده G در N٨ متمم G از H زیرگروه ،N ◁G کنید فرض .٣٠.٠.١ تعریف

مͬ�باشد. نیز G Nدر متمم ͷی G در N مͺمل هر مͬ�باشد. G در N متمم ͷی G کلͬ حالت
۵lie algebra
۶inner derivation
٧complement
٨supplement



٧ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

باشد، نداشته وجود ابهامͬ اگر .θ : G −→ Aut(A)اشتͽن با است گروهͬ ،A -گروه G .٣١.٠.١ تعریف

مͬ�باشد. g ∈ G و a ∈ A آن در که aθ(g) = ag مͬ�دهیم قرار

داریم A -گروه G در

CG(A) := {g ∈ G| ag = a , ∀a ∈ A}

و

IG(A) := {g ∈ G| مͬ�کند Aالقاء در را داخلͬ خودریختͬ ͷیg}

وجود φ : A −→ B یͺریختͬ هرگاه مͬ�شوند نامیده یͺریخت - G ،B و A -گروه�های G .٣٢.٠.١ تعریف

A ∼=G B نماد با را یͺریختͬ این مͬ�باشد. g ∈ G و a ∈ A آن در که agφ = aφg �طوری�که به باشد داشته

مͬ�دهیم. نشان

مͬ�کنیم. تعریف اول اعداد از مجموعه�ا�ی برابر را ϖ .٣٣.٠.١ تعریف

باشد. ϖ از عضوی �باشد، n مقسوم�علیه که p اول عدد هر اگر مͬ�شود نامیده عدد - ϖ ͷی n صحیح عدد

کنید فرض باشد. عدد - ϖ ͷی |G| اگر مͬ�نامیم گروه - ϖ ͷی را G باشد، متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض

که دارد وجود G در منحصربه�فردی ماکسیمال نرمال، زیرگروه - ϖ صورت این در باشد، متناهͬ گروه ͷی G

مͬ�کنیم. تعریف Oϖ(G) با

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را D۲n وجهͬ دو گروه .٣۴.٠.١ تعریف

D۲n =< a, b >= {a, b| an = b۲ = ۱, ba = a−۱b}

مͬ�باشد. ۲n مرتبه از که

جایͽشتͬ گروه�های و مجموعه�ها بر گروه�ها عمل ١.١

Ω جایͽشت ͷی π : Ω −→ Ω دوسویͬ نͽاشت هر آنͽاه باشد، ناتهͬ مجموعه�ی ͷی Ω اگر .١.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده



٨ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

مͬ�دهند، گروه تشͺیل توابع ترکیب قانون با که را Ω مجموعه�ی جایͽشت�های تمام مجموعه�ی .٢.١.١ تعریف

مجموعه�ای Ω = {x۱, ..., xn} که حالتͬ در مͬ�دهیم. نمایش SΩ با و نامیده Ω مجموعه�ی روی ٩ متقارن گروه

n درجه�ی متقارن گروه را آن و داده نمایش Sn با را Ω روی متقارن گروه باشد، عضو n دارای و متناهͬ

مͬ�خوانیم.

یا و دو طول به دورهای زوج تعداد حاصل�ضرب صورت به مͬ�توان را جایͽشت هر که است ذکر به لازم

� داد. نمایش دوتایͬ دورهای فرد تعداد حاصل�ضرب

G و {e} بدیهͬ زیرگروه�های آن نرمال زیرگروه�های تنها هرگاه مͬ�شود نامیده ١٠ ساده G گروه .٣.١.١ تعریف

باشند.

است. حرف n روی متناوب گروه An آن در که است ساده گروهͬ (n ≥ ۵)An .۴.١.١ قضیه

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

صورت این در باشد، ١٢ مرتبه�ی از متناوب گروه A۴ کنیم فرض .۵.١.١ لم

شͺل به K۴ گروه ساختار که مͬ�شود K۴معرفͬ با یͺریخت سره، و غیربدیهͬ نرمال زیرگروه ͷی فقط A۴ (١)

باشد مͬ زیر

K۴ =< a, b, c|a۲ = b۲ = c۲ = e, ab = c, ac = b, bc = a > .

نیست، ۶ مرتبه�ی از زیرگروهͬ دارای A۴ (٢)

است. A۴ همان که مͬ�باشد ١٢ مرتبه� از نرمال زیرگروه ͷی دارای فقط S۴ (٣)

از x وهر G از g هر ازای به کنیم فرض باشد، ناتهͬ مجموعه�ای X و گروه ͷی G دهید قرار .۶.١.١ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود مͬ�دهیم نشان x • g علامت به را آن که X از یͺتایͬ عضو ،X

٩Symmetric group
١٠simple



٩ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

،x • ۱ = x ،X از xهر ازای به (i)

،x • (g۱g۲) = (x • g۱) • g۲ ،X از x هر و G از g۲ ،g۱ ازای به (ii)

برای مͬ�دهیم نشان (G|X) نماد با و گوییم X بر G عمل١١ را • و مͬ�کند عمل X بر G گوییم صورت این در

.xg نوشت خواهیم معمولا˟ x • g جای به نوشتن در سهولت

نقطه) (یا عضو g گوییم .x ∈ X و g ∈ G و کند عمل X مجموعه بر G گروه کنیم فرض .٧.١.١ تعریف

گویند. x شامل مدار را {xg|g ∈ G} مجموعه�ی .xg = x هرگاه مͬ�دارد نͽه ثابت را x

از است عبارت عمل این هسته�ی مͬ�کند. عمل Ω مجموعه�ی بر G گروه کنید فرض .٨.١.١ تعریف

N = {g ∈ G|ωg = ω, ∀ω ∈ Ω}

به فوق تعریف از است. G گروه اثر بͬ عضو ١ ،N = {۱} هرگاه مͬ�شود. نامیده ١٢ صادق (G|Ω) عمل

مͬ�شود. نامیده ١٣ بدیهͬ Ω بر G عمل آنͽاه N = G اگر .N ⊴G که مͬ�شود دیده وضوح

Ω روی G عمل صورت این در ،G|Ω و ناتهͬ مجموعه�ای Ω و گروه ͷی G کنید فرض .٩.١.١ تعریف

یعنͬ باشد. مدار ͷی دارای تنها G هرگاه مͬ�شود، نامیده انتقال١۴ͬ

∀α, β ∈ Ω ∃g ∈ G ∋ αg = β.

منظم Ω روی G عمل صورت این در ،G|Ω و ناتهͬ مجموعه�ای Ω و گروه ͷی G کنید فرض .١٠.١.١ تعریف

.g.x = y �طوری�که به دارد وجود g ∈ G عنصر ͷی دقیقاً Ω در y و x عنصر دو برای هرگاه مͬ�شود، نامیده ١۵

در ω ١۶ ساز ثابت را Gω = {g ∈ G|ωg = ω} مجموعه�ی ،ω ∈ Ω و (G|Ω) کنید فرض .١١.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. G
١١action
١٢faithful
١٣trivial
١۴transitive
١۵regular or simple transitive
١۶stabilizer



١٠ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

آنͽاه باشد، انتقالͬ (G|Ω) اگر .١٢.١.١ قضیه

ω ∈ Ω , [G : Gω] = |Ω|.

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

،|∆| آنͽاه باشد، (G|Ω) عمل مدار ͷی ∆ اگر است. متناهͬ گروهͬ G و (G|Ω) کنید فرض .١٣.١.١ لم

داریم ω ∈ ∆ برای همچنین مͬ�شمارد را |G|

[G : Gω] = |∆|.

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

اگر�و�تنها�اگر نامیم -گروه p ͷی را G گروه باشد اول عدد ͷی p و گروه ͷی G کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

باشد. p از توانͬ |G|

باشد. -گروه p ͷی H که صورتͬ در گوییم G -زیرگروه p ͷی را G از H زیرگروه

هر مرتبه�ی که صورتͬ در مͬ�نامیم، ١٧ مقدماتͬ آبلͬ -گروه pͷی را G متناهͬ آبلͬ -گروه p .١۵.١.١ تعریف

باشد. p برابر آن غیربدیهͬ عضو

آنͽاه اول، عددی p و |G| = pn و گروه ͷی G اگر .١۶.١.١ قضیه

Z(G) ̸= ۱.

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

Zp۲است. یا Zp × Zp با یͺریخت و آبلͬ گروه G آنͽاه اول، عددی p و |G| = p۲ اگر .١٧.١.١ لم

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

.H ≨ NG(H) صورت این در ،H ≨ G و |G| = pn کنید فرض .١٨.١.١ قضیه
١٧elementary abelian



١١ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

ازای به دیͽر بیان به است. یͺریخت متقارن گروه ͷی از زیرگروهͬ با گروه هر ( کیلͬ قضیه ) .١٩.١.١ قضیه

است. یͺریخت SΩ از زیرگروهͬ با G �طوری�که به دارد وجود Ω مانند مجموعه�ای G گروه هر

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

آن از کاربردهایͬ و سیلو قضیه�های ٢.١

زیرگروه هر صورت این در ،(m, p) = ۱ و |G| = pnm باشد، متناهͬ گروهͬ G کنید فرض .١.٢.١ تعریف

با را G سیلوی های -زیرگروه p تمام مجموعه و مͬ�شود نامیده G ١٨ سیلو زیرگروه - p ͷی G از pn مرتبه�ی

مͬ�دهند. نشان Sylp(G) نماد

صورت این در .(m, p) = ۱ و |G| = pnm متناهͬ، گروه ͷی G کنید فرض ( سیلو قضیه ) .٢.٢.١ قضیه

دارد، سیلو زیرگروه −p ͷی حداقل G (الف)

دارد، قرار G سیلوی زیرگروه −p ͷی در زیرگروه −p هر (ب)

اند، مزدوج G سیلوی زیرگروه −p دو هر (پ)

است. p پیمانه�ی به ١ همنهشت G سیلو زیرگروه�های −p همه�ی تعداد (ج)

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

از عضوی دارای G آنͽاه ،p||G| که باشد اول عددی p و متناهͬ گروه ͷی G اگر ( کشͬ قضیه ) .٣.٢.١ لم

است. p مرتبه�ی

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان
١٨Sylow p- Subgroup



١٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

با است برابر G در H های مزدوج تعداد صورت این در ،H ≤ G و متناهͬ گروهͬ G کنید فرض .۴.٢.١ لم

.[G : NG(H)]

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

صورت این در ،H,K ≤ G و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .۵.٢.١ لم

|HK| = |H|.|K|
|H ∩K|

.

نیست.) G از زیرگروهͬ الزاماً HK)

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

است. |G| مقسوم�علیه�ی G سیلو زیرگروه�های - p تعداد آنͽاه ،p||G| و متناهͬ گروه ͷی G اگر .۶.٢.١ لم

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

سیلو زیرگروه - p ͷی دارای تنها G اگر اول. عددی p و p||G| متناهͬ، گروه ͷی G کنید فرض .٧.٢.١ لم

- p ͷی دارای تنها G صورت این در P ⊴ G باشیم داشته و P ∈ Sylp(G) اگر و P ⊴ G آنͽاه باشد، P

است. سیلو زیرگروه

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

صورت این در ،P ∈ Sylp(G) و N ⊴G اگر ،p||G| و متناهͬ گروهͬ G کنید فرض .٨.٢.١ قضیه

،N ∩ P ∈ Sylp(N) الف)

.PN

N
∈ Sylp(

G

N
) ب)

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان



١٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

دارای P صورت این در .|H| = pk و H ≨ P باشد، متناهͬ گروه - p ͷی P کنید فرض .٩.٢.١ قضیه

است. H شامل و pk+۱ ی مرتبه از زیرگروهͬ

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

مانند نرمال زیرگروه ͷی G صورت این در باشد، متناهͬ و دوری غیر گروه - p ͷی G هرگاه .١٠.٢.١ قضیه

�طوری�که به دارد N

G

N
∼= Cp × Cp.

مͬ�باشد. p مرتبه از دوری آبلͬ گروه Cp آن در که

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

G ١٩ ماکسیمال زیرگروه ͷی را H صورت این در ،H ≨ G و گروه ͷی G کنید فرض .١١.٢.١ تعریف

.K = G یا K = H آنͽاه H ⩽ K ⩽ G اگر هرگاه مͬ�نامیم

اگر و است P در p اندیس دارای P ماکسیمال زیرگروه هر آنͽاه باشد، گروه - p ͷی P اگر .١٢.٢.١ لم

.H ◁ P آنͽاه باشد P ماکسیمال زیرگروه ͷی H ≨ P

■ شود. رجوع [٣٣] مرجع به . برهان

تحویل�پذیری و گروه�ها مستقیم حاصل�ضرب ٣.١

با
n∏

i=۱

Gi دکارتͬ ضرب حاصل گروه�هاست. از متناهͬ خانواده�ای {Gi}۱⩽i⩽n کنید فرض .١.٣.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده {Gi}۱⩽i⩽n خانواده�ی خارجͬ ٢٠ مستقیم حاصل�ضرب مولفه�ای ترکیب عمل

حاصل G است، G زیرگروه�های از متناهͬ خانواده�ای {Gi}۱⩽i⩽n و گروه ͷی G کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

هرگاه مͬ�شود، نامیــده Giها داخلͬ مســـقیم ضرب
١٩Maximal subgroup
٢٠Direct product


