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 يساز نهياز مسائل، مطلوب ماست. به ياريك مجموعه، در بسيمال) از يا ماكسيمال ينيدا كردن نقاط كارا (ميامروزه پ

مهم  ياز ابزارها يكيمقدار است.  يبردار يها نگاشت ين نقاط برايدا كردن ايها در پ ن روشيدترياز مف يكي )پارتومؤثر (

شود، مفهوم  يبه كار گرفته م يساز نهين نوع از بهياى در مطالعهش، يژه، همراه با دستاوردهايطور وكه به  ياتياضير

ن ينامه، با استفاده از ا انين پايد. ما در ايگرد يزاك معرفيتوسط آ 1983بار در سال ن ياست كه نخست يا مخروط هسته

نقطه   هيقضك يپارتو به  ييكارا يايپارتو و در ادامه با استفاده از قضا يساز نهيمسأله به يمخروط، ابتدا با بررس

 يراتييم. اصل تغيابي يمقدار دست م يبردار يها نگاشت ياكلند برا يراتيياز اصل تغ يمال و به دنبال آن به شكليماكس

در  يمهم ياست و كاربردها يرخطّيز غيلجه به دست آمده در آناين نتيتر توسط اكلند كشف شد، مهم 1972كه در سال 

ه ين با استفاده از قضيدارد. همچن يكيناميد يها ستميها و در مطالعه س يباز ينه، تئوريكنترل به ي، تئوريساز نهيبه

  م.يآور يرا به دست م يراتييتغ−εينامساو ،مالينقطه ماكس
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  پيشگفتار

  

بار در سال پردازيم كه نخستين  اي مي نام مخروط هسته نامه به معرفي يكي از ابزارهاي مهم رياضي به در اين پايان

هاي اين مخروط پرداخته و در ادامه نشان خواهيم داد  توسط جرج آيزاك معرفي گرديد. ما ابتدا به شناسايي ويژگي 1983

  شود. سازي به كار گرفته مي كه چگونه اين مخروط به طرز خاصي با دستاوردها و كاربردهايش در انواع مسائل بهينه

اي و تمام  كنيم، به تعريف انواع مخروط از جمله مخروط هسته ر آن كار ميدر فصل اول پس از معرفي فضايي كه د

مؤثر  سازي به نام كارايي  ترين مسائل بهينه پردازيم. در ادامه به معرفي يكي از مهم ها مي هاي آن اي و ويژگي هسته

اي سه  مفهوم مخروط هسته ده ازپردازيم و با استفا هاي برداري مقداراست، مي ه مربوط به بهينه سازي نگاشت) كپارتو(

  گيرند. هاي بعدي بسيار مورد استفاده قرار مي كنيم كه درفصل قضيه مهم در اين زمينه را بيان مي

شناسيم و سپس به بررسي  تر مي اي، بهينه سازي پارتو را به صورت كامل مفهوم مخروط هسته درفصل دوم با استفاده از

  پردازيم. كارايي پارتو و نيز ارتباط بين بهينه سازي قوي و بهينه سازي تقريبي برداري ميارتباط بين بهينه سازي قوي و 

نام اي به ابتدا يك مخروط هسته كه براي اين منظور، در فصل سوم به دنبال بهينه كردن يك تابع برداري مقدار هستيم

( )K ε خروط و قضاياي كارايي پارتو، يك قضيه نقطه ماكسيمال به اثبات سازيم و در ادامه با استفاده از اين م مي

  يابيم. هاي برداري مقدار دست مي رسانيم. در آخر به كمك اين قضيه به صورتي از اصل اكلند، براي نگاشت مي

ايم؛  دست آورده  اتي را با دو روش بهتغيير−εدر فصل چهارم، به عنوان كاربردي از قضيه نقطه ماكسيمال، نامساوي 

شود و روش دوم يك روش اسكالري با استفاده از  نخست روشي كه در آن از مشتق فرشه و مشتق گتو استفاده مي

 ضربي از دو فضاي موضعاً هاي غيرخطي است. در نهايت در فصل پنجم كليه اين مفاهيم را به يك فضاي حاصل تابعك

  دهيم. محدب تعميم مي
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  فصل اول

  مفاهيم اوليه

  

  

  

  

  

  تعاريف و قضاياي مقدماتي   1.1

است كه در شرايط زير  Xيها زيرمجموعه از τ مانند اي گردايه Xيك توپولوژي در مجموعه . 1.1 تعريف

  كند: صدق مي

  اند. متعلقτبه  Xو ∅)1

  .است τمتعلق به ، τه ) اجتماع اعضاي هر زيرگرداي2

  .است τمتعلق به ، τاعضاي هر زيرگردايه متناهي اشتراك) 3

  ناميم. ميفضاي توپولوژيك  ،مشخص شده است τرا كه براي آن توپولوژي اي مانند Xمجموعه

است از  اي هگرداي، Xتوپولوژي دري يك  پايه منظور ازباشد،  يك مجموعه Xفرض كنيم.  2.1 تعريف

  :كه طوري به(موسوم به اعضاي پايه)  Xهاي زيرمجموعه

x) به ازاي هر1 X∈دست كم يك عضو پايه مانند ،B شاملx .موجود است  

وجود دارد  3Bباشد آنگاه عضوي از پايه مانند 2Bو 1Bدو عضو پايه مانند اشتراكمتعلق به  x) اگر2

3xكه طوري به B∈ 3و 1 2B B B⊂ ∩.  



2 

 

 

 

، چنين تعريف B ، توپولوژي توليد شده به وسيلهτباشد آنگاه   Xپايه توپولوژي اي در Bاگر . 3.1 تعريف

xاست) اگر به ازاي هر τباز گوييم (يعني عضوي از Xرا در Xاز  Uشود: زيرمجموعه مي U∈ عضوي ،

B B از پايه مانند xكه طوري بهجود داشته باشد و ∋ B∈ وB U⊂.  

اگر جمع  باشد. Xيك توپولوژي روي τو Fفضاي برداري روي ميدان   Xفرض كنيد . 4.1 تعريف

)د، آنگاهنبرداري و ضرب اسكالر پيوسته باش ),X τ و با نماد ناميم فضاي برداري توپولوژيكي را يكT.V.S 

  دهيم. نمايش مي

nداري مثل  به عنوان مثال فضاهاي نرم
�،n

)و � )C X فضاي توابع پيوسته روي)X(  همگي با توپولوژي

  دهند. به ما مي T.V.Sحاصل از نرمشان يك

Sمجموعه  . 5.1تعريف  X⊆  را متعادل گويند هر گاهDS S= كه در آن  

{ }: 1D t t= ∈ ≤F ���  

)DS اجتماع:tهايي كهt D∈ (  

A,و  T.V.S، يك Xاگر . 6.1 تعريف B X⊆ گوييم ،A  توسطB 0شود هرگاه  مي جذبε > 

tبا  tبراي هر كه طوري بهموجود باشد  ε≤�  داشته باشيمtA B⊆.  

A تك عضوي توسطي ها را جاذب ناميم هر گاه مجموعهA .جذب شوند  

x,براي هر  اگررا محدب ناميم  Xاز Aمجموعهزيرباشد،  T.V.S، يك Xهرگاه.  7.1 تعريف y A∈  و

λ[0,1]كه  λهر اسكالر  1)داشته باشيم ∋ )x y Aλ λ+ − ∈.  

يك فضاي برداري توپولوژيكي باشد، منظور از يك تابعك خطي يك نگاشت خطي  Xهر گاه . 8.1 تعريف

 X*ناميم و با مي Xدوگانرا  Xي خطي پيوسته رويها تابعك تمامفضاي به ميدان اسكالر است.  Xاز

*يعني  دهيم مينمايش  ( , )X L X F=.  

p:گاه آنيك فضاي برداري باشد،  Xفرض كنيد . 9.1 تعريف X → ناميم  را يك تابعك  زير خطي �

  هرگاه 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

p x y p x p y

p tx tp x t

+ ≤ +
= ∀ ≥

  

]،�يا  �فضاي برداري روي Xهرگاه  . 10.1 تعريف ): 0,p X → را نيم نرم گوييم هرگاه در  ∞+

  شرايط زير صدق كند:
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

p x y p x p y

p x p xλ λ
+ ≤ +

=
  

x,و هر  λبراي هر اسكالر y X∈.  

)يك نيم نرم و pاگر ) 0p x 0xايجاب كند كه =   .ناميم مي يك نرمرا pآنگاه باشد، =

p:، �يك فضاي برداري روي  Xفرض كنيد . باناخ)-(هان 11.1 قضيه X → يك تابع زير خطي و �

M يك زير فضايX  باشد. اگر:f M xيك تابعك خطي و براي هر �→ M∈ ،( ) ( )f x p x≤

F:تابعك خطي  گاه آن، X   :موجود است كه �→

( ) ( ) , Mx X F x p x F f∀ ∈ ≤ =  

  ].21[ جوع كنيد به ر . اثبات

  گردد: ميدو قضيه زير به عنوان نتايج قضيه هان باناخ ارائه 

Xψ*براي هر  كه طوريباشد به  Xنرمدار فضاي مجموعهيك زير Mهر گاه . 12.1 نتيجه و هر  ،∋

x M∈ ،, 0xψ< > 0ψايجاب كند  =   چگال است. Xدر Mگاه آن، =

  ].21[ رجوع كنيد به  . اثبات

0xخطي،  نرمداريك فضاي  Xهر گاه  . 13.1نتيجه X∈  0و 0x Xψ*باشد، آنگاه  ≠ وجود دارد به  ∋

1ψكه طوري 0و  = 0,x xψ< > =.  

  ].21[ رجوع كنيد به  . اثبات

A,فرض كنيد  . 14.1قضيه B محدب و از هم مجزاي فضاي غيرتهيي ها زيرمجموعه ،T.V.S،X  .باشند

Xψ*باز باشد آنگاه  Aاگر cو  ∋   كه طوري بهموجودند  �∋

Re , Re , ,x c y x A y Bψ ψ< ≤ ∀ ∈ ∀ ∈  

  ].21[ رجوع كنيد به  . اثبات

  

  اي هستهي ها محدب و مخروط موضعاًفضاي  . 2.1 

در اين  محدب ارائه گرديده است، لذا موضعاًاز اين پژوهش، در يك فضاي  به دست آمدهنكه نتايج اي  هنظر ب

  پردازيم: ميابتدا به تعريفي از اين فضا  بخش
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)به زوجي مانند ،محدبموضعاًفضاي  .15.1 تعريف , ( ))E Spec E  شود كه در آن مياطلاق،E  يك فضاي

)برداري حقيقي و  )Spec E از نيم نرم ها روي اي هخانوادE  از سه شرط زير برخوردار باشد:   كه طورياست به  

)براي هر  الف) )p Spec E∈ و هرλ +∈�،( )p Spec Eλ   .باشد ∋

)هر گاه  ب) )p Spec E∈ وq دلخواه روي  مينيم نرE  كه طوريباشد بهq p≤،داشته باشيم  گاه آن

( )q Spec E∈.  

1براي هر  ج) 2, ( )p p Spec E∈،1 2sup( , ) ( )p p Spec E∈،ر آن در كه xبراي ه E∈ ،

1 2 1 2sup( , )( ) sup( ( ), ( ))p p x p x p x=.  

در آناليز تابعي فضاي موضعاً محدب را به  .ارائه گرديده است 1روسمحدب توسط ت موضعاًاز فضاي  تعريف فوق

دهيم  ميشناسيم. در اينجا نشان  است، مي حول صفر هاي محدب داراي يك پايه از مجموعهعنوان فضايي كه 

  با اين تعريف معادل است. 15.1تعريف 

ها  يكي از اين مجموعه Cي محدب، حول صفر باشد. اگر ها پايه از مجموعهداراي يك  Xفرض كنيم فضاي

}جاذب و متعادل خواهد بود و لذا تابع مينكوفسكي Cباشد،  }( ) : inf 0 :C x x Cµ λ λ= > يك نيم نرم  ∋

  را به صورت  ها است. حال اگر اعضاي پايه توپولوژي توليد شده توسط اين نيم نرم

{ }0 0 0( ) : : ( )CU x x X x x x Xε µ ε= ∈ − < ∈  

  خواهد بود.برقرار  15.1تعريف كنيم، شرايط تعريف 

}برقرار باشد و خانواده 15.1اثبات جهت عكس، فرض كنيم تعريف  براي } A
pα α∈ توپولوژي فضاي ها از نيم نرم

X هاي اند. در اين صورت مجموعه را توليد كرده{ }
1

: ( ) ,..., ( )
i

ix X p x p x A
α α

ε ε α∈ < < ∈ ،

  دهند. صفر تشكيل مييك پايه محدب، جاذب و متعادل حول 

}خطي استf{يك فضاي برداري و  Vفرض كنيد . 16.1مثال  : :F f V= → . اگر تعريف كنيم�

{ }( ) ( ) ( )fSpec F p x f x f F= = ∀ )، در اين صورت∋ )Spec F ها روي نرم از نيم اي هخانواد 

)است و Fفضاي برداري , ( ))F Spec F  .يك فضاي موضعاً محدب خواهد بود  

)زيرمجموعه  . 17.1 تعريف )Spec Eβ )يك پايه برايرا ⊇ )Spec E اگر و تنها اگر براي هر ناميم، مي

( )p Spec E∈، نيم نرمq β∈  0عدد حقيقيوλ pكه طوري بهموجود باشند  < qλ≤.  

                                                           

1. Treves 
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)خود  βتوجه كنيد در تعريف بالا،  )Spec E  همواره يك پايه براي فضاي موضعاً تواند باشد، لذا  مينيز

  محدب وجود دارد.

)كه به وسيله خانوادهτتوپولوژي  . 18.1 تعريف )Spec E  رويE هرگاه  ،تعريف شده را هاسدرف ناميم

)ازβپايه  )Spec E  كه طوري بهموجود باشد:  

{ }| ( ) 0 {0}x E p x p β∈ = ∀ ∈ =  

)را يك پايه هاسدرف برايβكه در اين حالت  )Spec E ناميم. مي  

)م كه اي هما در اين پايان نامه فرض را بر اين نهاد )Spec E  پايه هاسدرفيكβ .دارد  

xبراي هر  گاه آنمحدب هاسدرف باشد،  موضعاًيك فضاي  Xاگر . 19.1 قضيه X∈  0كهx ، تابعك ≠

*Xψ ,كه طوري بهموجود است  ∋ 0xψ< > ≠.  

  ].21[ به رجوع كنيد  . اثبات

كه طوري به باشد Xيك زير فضاي بسته از Mيك فضاي موضعاً محدب و Xفرض كنيد.  20.1 قضيه

x X∈ وx M∉گاه آن:  
* . , 0 , , 1X s t M xψ ψ ψ∃ ∈ < > = < > =  

  ].21[ به رجوع كنيد  اثبات .

مان يعني مخروط و  آشنا شديم، اينك به معرفي ابزار اصلي پژوهش كنيم مياكنون كه با فضايي كه در آن كار 

  .پردازيم ميانواع مختلف آن 

  :صدق كنددو شرط زير در هرگاه ، يك مخروط محدب ناميمرا  Eاز Kزيرمجموعه بسته . 21.1 تعريف

1 (K K K+ ⊆  

λ) براي هر2 Kداشته باشيم  �∋+ Kλ ⊂.  

}را نوكدار ناميم هرگاه داشته باشيم  Kمخروط محدب بسته . 22.1 تعريف }( ) 0K K− =∩.  

  صورت به Kيك فضاي برداري دلخواه و مجموعه Xفرض كنيد . 23.1مثال 

X{:Kمجموعه توابع پيوسته زوج روي{ =  

  يك مخروط محدب است اما نوكدار نيست. در فضاي برداري مجموعه توابع پيوسته Kباشد. در اين صورت 
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)يك فضاي توپولوژيكي باشد. در اين صورت  Xاگر . 24.1 مثال )C X  يك فضاي باناخ با نرم

( ) : sup ( )fp x f x= است و{ }( ) : 0K f C X f= ∈   يك مخروط محدب نوكدار خواهد بود.≤

Kمحدب نوكداربا داشتن هر مخروط  E⊂ روي ≥ توانيم يك رابطه ترتيب ميE  تعريف را به صورت زير

  :كنيم

,x y X∀ ∈x y y x K≤ ⇔ − ∈  

 برابر است با  دهيم مينشان  K*كه آن را با  Kدوگان توپولوژيكي مخروط . 25.1 تعريف

{ }* * : , 0K E x x Kψ ψ= ∈ < > ≥ ∀ ∈  

به صورت دهيم مينشان  0K كه آن را با Kيتعريف ياد شده پيداست، مخروط قطبگونه كه از  همان
0 *K K=   خواهد بود. −

)ي تعريف شده توسط ژتوپولو τهرگاه . 26.1 تعريف )Spec E ،در اين صورت مخروط نوكدار  باشد

K E⊂  را (نسبت به توپولوژيτ نرمال ناميم اگر و تنها اگر (K  صدق كندشرط زير در:  

}اگر }n n
x

}و �∋ }n n
y

nبراي هر  كه طوريباشند به  Kدو دنباله دلخواه در �∋ ∈�:  

0 n nx y≤ limو    ≥ 0n
n

y
∈

=
�

  

limداشته باشيم  گاه آن 0n
n

x
∈

=
�

.  

1E. فرض كنيد 27.1 مثال l= و{ }1{ } : 0n n nK x E x n≥= ∈ ≥ ∀  K. در اين صورت�∋

  مخروطي نرمال است.

در مورد اين  ي محدب است.ها قابل ذكر است كه مفهوم مخروط نرمال مهم ترين مفهوم در مبحث مخروط

 مخروط گزاره زير وجود دارد:

)اگر  . 28.1 گزاره , ( ))E Spec E محدب و  موضعاًفضاي  كيK E⊂گاه آن،يك مخروط نرمال بسته باشد
* * *E K K= −.  

 .]1رجوع كنيد به [ .اثبات

Kهرگاه  . 29.1تعريف  E⊂يك مخروط محدب نوكدار باشد،K زيرمجموعهاگر ناميم  ميپايه  را خوش 

0كه طوري، موجود باشد به Eاز  Bبسته و محدب B∉  و  

0

K B
λ

λ
>

=∪  
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Mفضاي برداري دلخواه و  Xهر گاه  . 30.1تعريف  X⊆  نگاشت: Mϕ →  دور از صفر كرانداررا  �

0αناميم، هر گاه  Mروي   :كه طوريموجود باشد به  <

, ( ) 0x M xϕ α∀ ∈ ≥ >  

 نرمال است. ،پايه هر مخروط خوش . 31.1 گزاره

  در نتيجه:خوش پايه باشد. Kفرض كنيم  . اثبات

0

K B
λ

λ
>

=∪  

Xψ*لذا دوگانش غير بديهي است. از اين رو  محدب است، موضعاًنكه فضاي ما اي  هبا توجه ب وجود دارد  ∋

inf كه طوري به ( ) 0Bψ ). كافيست نشان دهيم اگر براي دو دنباله دلخواه < )nx  و( )ny  درK:داشته باشيم  

0 , 0n n ny x y→ ≤ ≤  

0nxگاه آن   داريم: .→

0 ( ) ( )n nx yψ ψ≤ ≤  

}كند دنباله  جاب مياي  هك }( )nxψ  به سمت صفر همگرا باشد. از آنجا كهn n nx bλ=) برايnb B∈  و

0nλ )درنتيجه )≤ ) ( )n n nx bψ λ ψ= و چونψ رويB دور از صفر كراندار است، بايد داشته باشيم

0nλ )دنباله  به دليل اينكه. و → )nb  كراندار است (به دليل كرانداريB(  0لذا داريمnx →.■  

  

Kمخروط  . 32.1 گزاره E⊂  خوش پايه است اگر و تنها اگر پايه{ }i i I
pβ

∈
)از = )Spec E  و تابعك

Kψ*پيوسته pكه براي هر  طوري د بهنموجود باش ∋ β∈ 0، ثابتpc )كه موجود باشد< ) ( )pc p x xψ≤ 

xبراي هر K∈.  

  ].8] و [7رجوع كنيد به [ اثبات .

 اي هستهتمام ي لازم پرداخته و درادامه تعريف مخروط ها و مثال ها و ذكر ويژگي اي هستهحال به تعريف مخروط 

  گردد. ميوابسته به يك مخروط نرمال ارائه 

)هرگاه  . 33.1تعريف  ( ), ( ))E Spec Eτ  محدب و  موضعاًيك فضايK E⊂ يك مخروط محدب نوكدار

}تنها اگر پايه   و  اي ناميم اگر ) هستهτرا (نسبت به توپولوژي Kباشد. در اين صورت }i i I
pβ

∈
از  =

( )Spec E  براي هر  كه طوريموجود باشد بهp β∈،  تابعك*
pf K∈  كه  وجود داشته باشد

( ) ( )pp x f x≤  براي هرx K∈.  
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  است. اي هستههر مخروط خوش پايه  .  34.1 لمثا

پايه در  پايه ارائه گرديد، هر مخروط خوش براي مخروط خوش 32.1كه در گزاره  معادلي طبق تعريف .اثبات 

  كند.  اي صدق مي شرايط تعريف يك مخروط هسته

1Eاگر  . 35.1مثال  l=  و{ }n n
p

)كه  �∋ )
1

( )
n

n k k k
k

p x x∈
=

=∑�
باشد  Eروي ها نرم از نيم اي هخانواد

  كنند. در اين صورت مخروط را توليد مي اين فضاكه توپولوژي 

{ }1( ) : 0k k kK x x l x k∈= = ∈ ≥ ∀ ∈
�

�  

  هسته اي است.

)اگر  . 36.1 تعريف , . )E زيرمجموعه ،ك فضاي برداري نرمدار حقيقي باشديK E⊂  را يك مخروط

Eψ*فلپس ناميم هر گاه تابعك -بيشاپ α(0,1)و  ∋   :كه طوري بهوجود داشته باشند  ∋

{ }: ( )K x E x xα ψ= ∈ ≤  

ن آ(كه در ادامه به معرفي مؤثربهينه سازي  ،ناليز غير خطيآمفهوم مخروط بيشاپ فلپس كاربردهاي زيادي در 

  ي برداري مقدار دارد.ها پردازيم) و نگاشت مي

قابل نمايش به شكل يك  Eفضاي برداري نرمدار حقيقياز  اي زيرمجموعهخواهيم بدانيم چه موقع  مياكنون 

  فلپس است.-مخروط بيشاپ

را قابل نمايش به شكل  Cگاه  باشد. آن Eفضاي برداري نرمدار از اي زيرمجموعهCاه گهر . 37.1 تعريف

Eψ*فلپس ناميم هر گاه تابعك -يك مخروط بيشاپ و نرم  ∋
*
: E است  .كه معادل با نرم  �→

  :كه طوري بهموجود باشند 

{ }*
: ( )C x E x xψ= ∈ ≤  

  :كند ميرا مشخص فلپس  - ي بيشاپها ي خوش پايه و مخروطها قضيه زير ارتباط بين مخروط

)اگر  . 38.1 قضيه , . )Eفضاي برداري نرمدار حقيقي و{ }0K در اين  .باشد Eاز غيرتهي اي زيرمجموعه≠

  صورت شرايط زير با يكديگر معادلند:

1(K فلپس است -قابل نمايش به شكل يك مخروط بيشاپ.  

2(K يك مخروط بسته خوش پايه است.  
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فلپس باشد. در اين صورت تابعك  -پقابل نمايش به شكل يك مخروط بيشا Kابتدا فرض كنيم  . اثبات

*l E∈  و نرم
*
: E   :كه طوري بهاست وجود دارند  .كه معادل با  �→+

{ }*
: ( )C x E x l x= ∈ ≤  

يك مخروط محدب است و با توجه به پيوستگي Cبه راحتي قابل بررسي است كه 
*

x  وl،  مخروطC  بسته

  خواهد بود.

}اكنون مجموعه  }: ( ) 1B x C l x= ∈ است. زيرا براي  Kيك پايه براي  Bگيريم. به وضوح  ميرا در نظر  =

l*هر  k∈  و هر{ }\ 0x K∈،( ) 0l x }لذا هر  .< }\ 0x K∈  توان به شكل يكتايي به صورت  ميرا  

1
( )

( )
x l x x

l x
=  

1نمايش داد كه در آن 

( )
x B

l x
  خواهد بود. Kپايه Bلذا و ∋

xما براي هر  B∈   داريم( ) 1p x و  .با توجه به معادل بودن  و ≥
*

x  مجموعهB  .از طرفي كراندار است

توانيم  به صورت  ميرا K،طبق تعريف پايه
0

K B
λ

λ
>

  .خوش پايه است Kدهد  مينمايش دهيم كه نشان  ∪=

هر مخروط محدب كه داراي يك پايه بسته و كراندار باشد، بسته و نوكدار  ]14[ر د 3. 8 .3وچون طبق گزاره 

  .خواهد بود، اثبات كامل خواهد بود

00باشد.از آنجا كه 0Bيك مخروط محدب با يك پايه بسته و كراندارCحال فرض كنيم  B∉ لذا طبق قضيه 

14.1،*l E∈0وk   :كه طوريموجودند به  <

0( )b B∈0 ( )k l b≤ ≤  

}مجموعه }: ( ) 1B x C l x= ∈   است: Cيك پايه بسته براي Bكه دهيم ميابتدا نشان  گيريم. ميرا در نظر  =

l*براي هر C∈ و هر{ }\ 0x C∈ ،( ) 0l x توان به شكل يكتايي به صورت ميرا x بنابراين .<

1
( )

( )
x l x x

l x
1نمايش داد كه =

( )
x B

l x
  . پايه خواهد بودBلذا  و  ∋

0Mگيريم  مينتيجه  0Bاز كرانداري  0bبراي هر كه طوري بهوجود دارد  < B∈ ،b M≤ .  

  نيز كراندار است: Bكه دهيم مياكنون نشان 

0ρدر اين صورت. باشد Bصر دلخواهي ازعن xاگر 0bو  < B∈  وجود دارند كهx Bρ=، بنابراين  

( ) ( )l x l bρ=  
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  دهد: ميكه نتيجه 

11

1 ( ) ( )
k

l x l b

ρ ρρ −= = = ≤  

1kρا ولذ   تيجهدر ن≥−

1x b k Mρ −= ≤  

  كرندار است. Bدهد كه نشان مي

0δحال uيريم كه براي هرگ نظر مي در ميقس را به< Uδ∈كه{ }: |U x E xδ δ= ∈ :داشته باشيم≥
  

1
( )

2
l u =  

:اگر تعريف كنيماكنون  ( )F conv B U Bδ= − ∪ تابعك مينكوفسكي زير يك نيم نرم در اين صورت  ∪

  :بود خواهدEروي 

{ }( ) : inf 0 :P x t x tF= > ∈  

يك  pدر نتيجه. غلاف محدب يك مجموعه كراندار است، لذا خودش كراندار است Fعلاوه بر اين چون 

  گردند. ميمعادل  .وF ،pايم با كرانداري چرا كه در ادامه نشان داده خواهد بود Eنرم روي

0mكراندار است پسFچون xبراي هر  كه طوري بهوجود دارد  < F∈، x m≤.  توجه به محدب بودن با

xتوان هر عنصر دلخواه مانند  مي، Uδو  −B ،Bي ها مجموعه F∈ را به صورت  

( )x b u v dλ µ= + + −  

b,نمايش داد كه در آن  d B∈  وu Uδ∈ و, ,vλ µ  1اعدادي غير منفي اند كهvλ µ+ + اكنون اثبات  .=

)دو نرم  كنيم مي ).Pمعادلند: .و  

xاگر E∈ كه طوري باشد بهx δ≤ ،در اين صورتx U Fδ∈ )و در نتيجه  ⊃ ) 1P x   خواهد بود.≥

)اكنون فرض كنيد  ) 1P x x. در اين صورت ≥ F∈  و اگر{ }: max ,M m δ=،  آنگاهx M≤.  دو

  توان در نامساوي زير خلاصه كرد: مينامساوي اخير را 

( )x E∈( ) ( )P x x MP xδ ≤ ≤  

)دهد دو نرم  مين رابطه نشان اي  هك ).P معادلند. .و  

)براي تكميل اثبات كافيست نشان دهيم  ){ }: ( )C x E P x l x= ∈ ≤.  
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}را به صورت  Aبراي اين منظور مجموعه  }: ( ) ( )A x E P x l x= ∈ دهيم ميو نشان  كنيم ميتعريف ≥

C A⊂اگر .x C∈آنگاه عناصرb B∈ 0وλ xكه طوري بهموجودند  ≤ bλ=  لذاx Fλ∈  و بنا بر اين

( )P x λ≤  شود: ميكه نتيجه  

( ) .1 ( ) ( ) ( )P x l b l b l xλ λ λ≤ = = =  

b(توجه شود چون  B∈  لذا( ) 1l b   باشد.) مي =

xكند  رابطه اخير ايجاب مي A∈  كهC A⊂ .را نتيجه خواهد داد  

Aدهيم ميكنون نشان ا C⊂ .هر براي كافيست ثابت كنيمx E∈ كه  خاصيت با اين( ) 1p x )و  = ) 1l x ≥، 

1tلذا براي هر  ؛با ويژگي فوق باشد Eعنصري در xاگر  .استCعضوي از  >،x tF∈ . حال فرض كنيم

( )n nt nبراي هره ك ميقساز اعداد حقيقي است به  اي هدنبال �∋ ∈N:  

1nt limو < 1n
n

t
→∞

=  

nبراي هر ∈N،nx t F∈  لذا عناصرnb ∈Β� ،nd B∈وnu Uδ∈  و نيز اعداد غير منفيnλ ،nµ وnν

  :كه طوري بهموجودند 

)1( ( )( )n n n n n n nx t b u v dλ µ= + + 1nو           − n nvλ µ+ + =  

  :مو داري

  

)مجموعه از آنجا كه  ){ }1 2 3 1 2 3: , , : , 1,2,3 , 1iA t t t t i t t t= ∈ = + + ، بنابراين  فشرده است �=

)هاي  زير دنباله )nj jλ ∈�،( )nj jµ )و  �∋ )nj jν اين سه دنباله را به ترتيب با  ودحد وجود دارند كه همگرا هستند.�∋

λ،µ وν  دهيم مينشان.  

)چون   ) 1l x   :شود مينتيجه ) 1(رابطه  از ≤

)2 (( )( ) 1
1 ( ) ( ) ( )

2nj nj nj nj nj nj nj nj nj nj njl x l t b u v d t vλ µ λ µ≤ = + + − ≤ + −  

1نكه اي هكه  طرف راست نامساوي اخير با توجه ب
( ( ) , ( ) ( ) 1)

2nj nj njl u l d l b≤ =   نوشته شده است. =

1njtنكه اي هباتوجه ب ،را به سمت بي نهايت ميل دهيم j،)2اگر در رابطه (   :گردد مي، نامساوي زير حاصل →

)3           (  

1njو ازآنجا كه  كند داريم: ميبه سمت بي نهايت ميل  jكه  ميهنگا nj njλ µ ν+ + لذا  =

1
1

2
λ µ ν≤ + −

(0 1,0 1,0 1)n n nλ µ ν≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
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)4(  

1نكه اي  هاكنون با توجه ب 1
2

2 2
λ µ ν λ µ ν µ ν+ + = + − + ) نامساوي زير 4) و (3لذا از تركيب دو رابطه (+

آيد: ميبه دست 
  

1
2 0

2
µ ν+ ≤  

0µداريم  νو µو با توجه به غير منفي بودن 0νو  =   دهد: ميكه نتيجه =

1njλ →،0njµ 0njνو  → →  

  همگرا گردد.) 1(زيرا جمع اين سه دنباله بايد به 

  ريم:داBو  Uδكرانداري بنا به 

)j → ∞(    ( )( ) 0nj nj nj nj nj nj njt b u v dλ µ+ + − →  

  شود مي) نتيجه 1و از رابطه (

( )nj nj njt b x jλ → → ∞  

1njو چون  njt λ njb، پس→ x→دانيم  . اما مي( )njb در اي هنبالدB  گردد مياست كه رابطه زير حاصل :  

x B B C∈ = ⊆  

xلذا C∈  اثبات تمام است.و■  

است كه طبق روندي كه نشان خواهيم  اي هستهمفهوم مخروط تمام  ،ردازيمپ ميآن  مفهوم بعدي كه ما به معرفي

 مؤثراين مخروط كاربرد اساسي در مطالعه كارايي  تواند وابسته به هر مخروط نرمالي شناسايي گردد. مي ،داد

  دارد.

  :كنيم ميبراي تعريف و شناسايي اين مخروط روند زير را دنبال 

)فرض كنيد , ( ))E Spec E  محدب و  موضعاًيك فضاي( )Spec Eβ  براي آن است.يك پايه هاسدرف ⊇

)تواند خود  ميβشود در اينجا(توجه  )Spec Eو فرض كنيد ).نيز باشدK E⊂  يك مخروط بسته نوكدار

:*محدب و \ {0}Kϕ β داده شده، مجموعه زير را تعريف  ϕو نگاشت βبراي پايه نگاشتي دلخواه باشد.→

  :كنيم مي

{ }( ) ( )( )K x E p x p x pϕ ϕ β= ∈ ≤ ∀ ∈  

0داريم ،βو  ϕن تعريف، به وضوح براي هراي  هبا توجه ب Kφ∈.  ضمن مجموعه درK ϕ  داراي خواص زير

  است.

1λ µ ν+ + =


