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  :يسپاسگزار

 اتمامان نامه به ین پای ای تعاليت باریاکنون که با توجه و عنا

ت تـشکر خـود را از اسـتاد         ی دانم نها  ید بر خود فرض م    یرس

م، ینمـا ان  یب یوسفی جناب استاد دکتر بهمن      ممیحک يراهنما

 از او   يادی ـ ز يزهـا یشان، چ ی ـ بـا ا   یی کـه از زمـان آشـنا       یکس

 ام، خانم دکتر ارشاد که یز از استاد مشاور گرامیآموختم و ن

  .شد ش از ذهن و قلبم دور نخواهدی هایچ گاه مهربانیه

 و مــادر  خــود را از پــدریقــدردانن ین صــادقانه تــریهــم چنــ

 در   ام ي و معنـو   ي مـاد  ي راهنمـا  یمنّتچ  یکه بدون ه  ارجمندم  

 و صداقتش مهم یم که پاک بوده اند و از همسر دلسوزیزندگ

  . می نمای بود مادامه دادن يزه ام براین انگیتر

  

  

  ه



  دهیچک

ف و مقـدمات   ی از تعـار   يان پـاره ا   ی ـدر فـصل اول بـه ب      . ه شده اسـت   ی فصل ته  سهان نامه در    ین پا یا

 يط لازم بـرا   ی شـرا  یدر فصل دوم، برخ   .  مورد استفاده هستند   ی آت يدر فصل ها  م پرداخت که    یخواه

 بودن تابع  يابردور f T   شـود کـه     یبـه عنـوان نمونـه ثابـت م ـ        . ردی ـ گ ی قـرار م ـ   ی مـورد بررس ـ 

T:راگ X X بوده و ، کران دار و پوشا      یعملگر خط ک  یf  ک ی ـر ثابـت در  ی ـ غ ویلی تحلیابعت

  از یگیهمسا T  باشد که  f 1،   f T و
n

n Ker T


 چگـال   Xدر 

آنگاه  باشد   f T د که اگر یم د ین خواه یهمچن . است ي ابردور:T X X یک عملگـر خط ـ ی ،

 کران دار و پوشا باشد که      dim Ker T 1 و  n
n Ker T X 


بع  تـا   هـر  ي، آنگاه بـرا   

ز در همسایگی اfت مانند  ثابتحلیلی و غیر T، عملگر f T هـرزوگ و  . دوري اسـت  فرا

 را ارائه دادند که      یطیاشمؤگر شرا  f T  ي رو يا ابردور ی ي فرادور ي حد عملگرهاX ـ.  باشد  . یت

 ـرا ب ي محـک ابـردور   ط معادل ی شرا  توانستند یف موضع یه ط یلر با استفاده از نظر    یم. يو و  لریم ان و ی

بـه کمـک خـواص       و   یف موضـع  یه ط یبدون استفاده از نظر   م  یقصد دار وم  در فصل س  ما  . اثبات کنند 

 بودن   ي ابردور يط لازم برا  یک عملگر، شرا  ی يمجموعه حلال کاتو برا    f T  اثبات و  ان کرده   ی را ب

  .میینما
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  فصل اول

مقدمه

  

  

  

  
1  



  .می کنیان میم بیاز داری بعد به آنها ني را که در فصل هایائی قضایف و برخین فصل تعاریر اد

 و کران ی خطيها عملگر يمجموعه .  باناخ باشندي دو فضاY وXدیفرض کن:  )1 . 1( ف یتعر

 را با Y بهXدار از X ,Yمی دهی نشان م.  

 ر ویک پـذ ی ـط و تفک البعـد ، مخـتل  یمتناهنا باناخ يک فضای X، فصل ها  یدر تمام : تذکر X 

  . باشدی مXي و کران دار روی خطيعملگر ها تمام يمجموعه 

 باناخيک فضای Xرـاگ
1

، x Xو  T Xنصورت مدار برداری باشد در اxن صورت ی به ا

  : شودیف میتعر

    , :nOrb T x T x n   .

ي را دورTعملگر: ) 2 . 1( ف یتعر
٢

 آن  که مداري  موجود باشد به طورxک برداریند هرگاه ی گو

  . چگال باشدید خطی تولي داراTتحت

يردورـ ابXيرو T عملگر: ) 3 . 1( ف یتعر
٣

. اشدـوجود بـ مXال درـ چگيرگاه مدارـ است ه

 دري ابردوريمجموعه تمام عملگر ها Xرا با نماد  HC Xمی دهیش می نما .  

  اگر مجموعه: ) 4.  1 (ف یتعر

    , : , ,Orb T x y y Orb T x       

ي فرادورT چگال باشد، آنگاهXدر
٤

  . شودیده می نام

 ي انتقال پسرو رو  Sاگر 2
 آنگاه، باشد S هـر عـدد مخـتلط   ي بـرا    بـا شـرط    

  ] ). 39[رجوع شود به . (  باشدی مي فرادورSنکهیژه ایبو.  استيابردور

و ر بـوده یک پذیاخ تفک بانيک فضای Xد یفرض کن : يک ابردور مح)  5. 1 (ف  یتعر T X. 

Sک نگاشـت ی و X درZو Y چگالير مجموعه هاید زیفرض کن :Y Y )  ـاحتمـالا غ  ر ی

   که يموجود باشد به طور)  کران ی و بیخط

                                                

1- Banach space 
2- cyclic
3- hypercyclic
4- supercyclic
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                         T S y y y Y  1         

                                    nT x x Z  2   

                               nS y y Y  3   

  . استي ابردور Tنصورتیدر ا

رـگدن. وسط آرـه طور مستقل تـمحک فوق ب
5
رویشاپ. یو جـ 

6
يتایک. یـوسط سـز تـیو ن ] ) 4 ( [ 

7
        

 و  20 و 15[ و  ] 16 [   از5. 1جه ین محک در نتی از ايگری ديه هانسخ. ارائه شده است ] ) 13( [ 

  .موجود است ] 30

 ي ابردوريم عملگرهای شود جمع مستقی مثال ثابت ميبرا. ستیک شرط لازم نی يمحک ابردور

  .  ] )42 و 23[ رجوع شود به . ( ستی نيلزوما ابردور

ر بــوده و یک پــذیــ بانــاخ تفکيک فــضایــ Xدیــفــرض کن: يمحــک فــرادور ) 6 . 1 (ف یــتعر

 T X . چگال ير مجموعه ها  ید ز یفرض کن  Y و Z در X   ـ و  S:ک  نگاشـت   ی Y Y 

  :  کهيه طورموجود باشد ب)  کرانی و بیر خطیاحتمالا غ(

                                    T S y y y Y  1  

                   y Y و  n n
nlim T z S y z Z   2         

  . ] )5 . 2 ، لم 18[ رجوع شود به (  . استي فرادورTنصورتیدر ا

دیرض کنـف:  )7 . 1( ف یتعر T X .هسته
٨Tلهیوسـ ب  N Tشودیـش داده می نما    .

  ن  یبنابر ا

.      :N T Ker T x X T x      

افتهیم یز هسته تعمیو ن
٩
لهیوسـب  K Tگرددیف میر تعرـیصورت زـ شود که بیـش داده میماـن :    

                                                
5- R.Gethner
6- j. Shapiro
7- C. Kitai
8- kernel
9- generalized kernel
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.   k

k

K T N T



 

1

  

 : )8 . 1( ف یتعر K Tف کرده و آن را مجموعه حلال کاتویعرـر تـیورت زـه صـ را ب
10
  Tي 

  .می نامیم

        : ,
n

K nT ran T Ker T ran T      


 ــت  ــته اســ    بســ

 مجموعــه K Tزـیــ و ناســتاز ـ بــ   K KT T    .ين مجموعــه هــا یـهمچنــ

 1
n

n Ker T
  و 1

n
n ran T
  هـر مؤلفـه  ي رو  K T  ثابـت هـستند       .

   ] ).18[ رجوع شود به ( 

کران دار  و ی خطيمجموعه تمام تابعک ها.  باناخ باشديک فضای Xدیفرض کن:  )9 . 1( ف یتعر

X را با نماد X يرو 
 نشان داده و آن را دوگان

١١
  .ندی گوXي فضا

A: عملگر يد برایفرض کن.  باناخ باشندي دو فضاY وXدیفرض کن:  )10 . 1( ف یتعر X Y 

 چونییکتایعملگر  B Y , X هري که براي موجود باشد به طور y Y  وx X،

Ax,y x ,B y  .نصورتیدر اB را با A 
 الحاق  نشان داده و آن را

١٢Aندی گو.  

لبرتی هيک فضای Hاگر:  )11 . 1( ه یقض
١٣

  و A B Hآنگاه باشد، و AB B A
  .  

   . ]32  ، صفحه6 . 2ه یقض ، 12[ رجوع شود به : اثبات

Mاگر .  باناخ باشديک فضای Xد یفرض کن:  )12 . 1( ف یتعر X باشد، آنگاه   

.  :M g X g M      

Mاگر:  )13 .  1( ه یقض X باشد، آنگاه M M
 .  

   ] .9 . 2جه ی ، نت12 [رجوع شود به : اثبات

                                                
10- Kato resolvent set
11- dual
12- adjoint 
13- Hilbert space
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Aاگر:  )14 . 1( ه یقض Xباشد، آنگاه  A


    A توسطد شدهیتولبسته  ی خطير فضای ز

  . باشدیم Xدر

   ] .10 . 2جه ینت . 12[ رجوع شود به : اثبات

 اگرفقط   چگال است اگر و      X در  باشد، آنگاه    X  در یفلد خط یک من ی اگر  :  )15 . 1( ه  یقض

   .  

  . ]11 ، صفحه 11 . 2جه ی ، نت12 [رجوع شود به : اثبات

لبرت وی هيک فضای H اگر:) 1.16(ه یقض A H  باشد، آنگاه   

   K er A ran A
 .

نی همچن   K er A cl ran A .   

  . ]36 و 35، صفحات  19 . 2ه ی، قض 12[ رجوع شود به : اثبات

: )17 . 1( ف یتعر T X فیط.  مفروض است
١٤

 Tرا با نماد  Tاده و به  نشان د

  :می کنیف میر تعریصورت ز

.   :T T       وارون پـــذیر نیســـت 

  زیو ن

.   T T   \  

دیفرض کن: ) 18  . 1( ف یتعر T Xمجموعه  . باشد  

     :s u T T X X    

نصورت یدر ا. دیریرا در نظر بگ   s u s uT T   ییف پوشایط را \
15Tنامندی م .  

  

                                                
14- spectrum
15- surjectivity spectrum
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یبی تقرينقطه افیط
16

 را با  نماد a p Tمی کنیف میر تعریاده و به صورت ز نشان د:  

.        :a p n n nn
T x X x n T x             1   و

 P Tرا به صورت   

      :P T Ker T        

يه اف نقطیف کرده و آن را طیتعر
١٧Tمی نامی م .  

 در ير صفری بردار غhژه و اگریرا مقدار و ف، اسکالرین تعریدر ا Ker T باشد، آن را 

  .   می نامی م يژه برایک بردار وی

ه نگاشت باز  ی قض ) 19 . 1( ه  یقض
١٨

X: و  بانـاخ  يا هـا  ـ فـض  Yو X اگر:  Y  ـ  ل یک تبـد  ی

ک باشد، آنگاهیک به ی، پوشا و دار کرانیخط کهي موجود است به طور   

.
 x x x X    

  

  . ]9 . 5ه یقض . 41[ ه رجوع شود ب: اثبات.

اگر :  )20 . 1( ف یتعر n n
X


1 

 يها باناخ دنبالهي باناخ باشد، آنگاه فضايک فضای در يادنباله

nر را با نماد ی پذ-جمع  nX


1
 به فرم ییهام که شامل دنباله یدهی نشان م n n

x x



1
 هستند 

n هريازاکه به  1،n nx X .ن یهمچنn
n

x x



  

1

.  

 دار مانند کراني از عملگرهايااگر دنباله n n
Tکهي موجود بوده به طور  n n

T


1

- کران 

nباشد آنگاه دار  nT T
 

1
nيدار رو و کران یملگر خطک عی  nX


1

  .باشدی م

 از یگیک همسای در یلیک تابع تحلی fدیفرض کن:  )21 . 1( ف یتعر Tيبرا.  باشد r  ، 

 B rم که در آنی کنیف میر تعری را به صورت زD باشدیکه می قرص .  

                                                
16- proximate point spectrum
17- point spectrum
18- open mapping theorem
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د ی فرض کن: )22 . 1( ف یتعر T Xو M Xباشد .M ای پاير فضایک زی را
١٩

ي بـرا 

T رـند هرگاه اگ  ی گوh M گاه  ـد، آن  باشT h M .  میگر داشته باش ـ  یبه عبارت دT M M. 

  . ندی گوXيا برای پا- Tير فضایک زی را Mنصورتیدر ا

A:لبرت وی هي دو فضاK وHاگر:  )23 . 1( ف یتعر H K ک عملگر کران دار باشد آنگاه ی

A  فردهولم چپ  -مهی را ن 
٢٠

B:ک عملگر کـران دار چـون      یند هرگاه   ی گو  K H   ـ و  ک عملگـر   ی

BA کـه  ي موجود باشد به طور    Hي رو Cفشرده چون  I C  .  بی ـن ترت یبـه هم ـA  مـه ی را ن- 

فردهولم راست 
٢١
 ـند هرگاه   یگو  B:ک عملگـر کـران دار چـون       ی K H   ـ و  ک عملگـر فـشرده     ی

AB کهي باشد به طور موجودKي روCچون I C  .  

A فردهولم-مهیک عملگر نی را 
٢٢

 فردهولم راست -مهیا نی فردهولم چپ -مهیا نی Aند اگری گو

 فردهولم راست -مهی فردهولم چپ و هم ن-مهی ن همAند هرگاهی را فردهولم گوAزیو ن. باشد

  . باشد

A فردهولم چپ است اگر و فقط اگر-مهین A 
، 12 [رجوع شود به. (  فردهولم راست باشد-مهی ن

   ] ).349صفحه 

T:ونـران دار چـک عملگر کـی:  )24 . 1( ه یضـق H H ر ـر و فقط اگـم است اگـردهولـ ف

 ran T  بسته و هر دو K er Tو  Ker T 
  .  البعد باشندی متناه

   ].352، صفحه 4 . 2جه ی، نت12 [رجوع شود به : اثبات

 را باAسیدهولم باشد، آنگاه اند فر-مهیک عملگر نی Aاگر:  )25 . 1( ف یتعر ind Aش ی نما

  :  می کنیف میر تعریاده و به صورت زد

   ( )ind A dim Ker A dim ran A


 

                                    dimker A dimker A   

                                                
19- invariant subspace
20- left semi- Fredholm
21- right semi- Fredholm
22- semi- Fredholm operator
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دیفرض کن:  )26 . 1( ف یتعر T Xیمف یر را تعری زينصورت مجموعه هایادر . باشد– 

  :میکن

   :F T I T     ــت ــردهولم اس     ف

   S F T I T     : ــه ــت-  نیم ــردهولم اس ف     

      :W FT T ind I T        

  زیو ن

   W WT T  \  

لیف وایکه آن را ط
٢٣
  .ندیگو 

رنها دـام نقاط تـوعه تمـن مجمیهمچن Tولـه مشمـ ک F Tا ـرا بد ـ ان Tش          ی نما

  .  دهندیم

د توجه داشت کهیبا F T و  S F T و  W Tبازير مجموعه های ز هستند  .  

 یلیتحل هر تابع ي است هرگاه برايک مقدارت بسط تی خاصي داراTمیئگو:  )27 . 1( ف یتعر

:چون D X که D رـ باز است اگ   I T    ، آنگاه        .  

 از یگیک همسای در یلیمجموعه تمام توابع تحل:  )28 . 1( ف یتعر a با  را Hol a ش ینما

  .  دهندیم

یفیه نگاشت طیقض:  )29 . 1( ه یقض
٢٤
aاناخ و ـر ب ــک جبـیAراگ:   Aو  f Hol a 

  باشد، آنگاه 

.     f a f a    

   ].204 ، صفحه 10 . 4ه ی ، قض12 [رجوع شود به : اثبات

                                                
23-Weyl
24- Spectral mapping theorem
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  فصل دوم

  یلیک عملگر تحت توابع تحلیر ی بودن تصويابردور
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ط را که تحت یشرا یم و سپس برخی پردازی و مهم می چند گزاره مقدماتین فصل ابتدا به بررسیدر ا

یلیتحلتابع  آن f T هريبرا  T X می کنیان می گردد بی ميابردور.  

اگر:  )1 . 2( گزاره  A Xر بوده و هر دو مجموعه یپذمعکوس  

  kD x X : A x k     

  و 

  kD x X : A x k      

 چگال  باشند آنگاهXدر A HC X.  

            ].                          5 . 1جه ی ، نت16[ رجوع شود به : اثبات

اگر:  )2 . 2(  گزاره  T X  و   n
n T X
 

1
باشد، آنگاه  :  

)الف  T Y Yير فضای هر زي براT -ا و بستهی پاYکه   Y  است  .  

) ب    N I T   هر ي برا    .  

 )پ  T استهمبند  .  

) ت    WT T        .  

ولم باشــد وـ فردهــ-مــهیک نیــ Tرـاگــ) ث    N T   . رـاگــو  n n



1
 در  يه اـدنبالــ 

   S F T   باشد که n nlim   آنگاه    

.    nn I T X
   

1
  

اگر: اثبات T Y Yباشد، آنگاه     T T Y T Y Y و از آنجا  T Y Y2
.  

   شودیجه مین روند نتی ايبا ادامه 

n        (  هريبرا(  nT Y Y  

Yاما  Xو  T Xن ی بنا بر ا  

  

10  



   n n
n nT Y T X 
  1 1

  

اما n
n T Y Y
  1

  جهی در نت

 n
nY T X
 1

.

که طبق فرض         n
n T X
   1

Y و لذا    ـ  کـه ا     ب     ی ـن ترتی ـن تنـاقض اسـت و بـه ا   ی

  . شودیاثبات م) الف (  

نچو :)ب ( بات ـاث   N I T Ker I T    الف ( ـق  و طب(،   n
n T X
   1

  

 هر يبراواضح است که  نیا بر اـبن ،   N I T   .  

د که یرض کنـف: )پ ( اثـبات  Tي ایهـت بسته و نايـوعه هان مجمیراـا بـبن.  همبند نبـاشد  

 کهي موجود اند به طور و ون ـچ T   و    .  

 را متعلق به fتابع Hol Tم که ی کنی انتخاب مي طورf 1ي رو  و f ي رو باشند  .  

می دهیقرار م P f T . 28[ طبق[ ، P P2
.  

 P X و  N P ير فضاها ی زT - از يا و بسته ا   ی پا X     اند و    T |P X    ـ و ن  ز ی

  T | N P   . د که   ی توان د  یحال م   ] ) 12( [ .  جـه   ی در نت    ،

  .    ه در تناقض استیکه با فرض قض

هم ک ـی ده ـی م ـدا نـشان ـ ابت،)ت (  اثبات يبرا W T. ـ ايبـرا  م ی کن ـی فـرض م ـ ن کـار ی

 W Tباشد .Cازيندـ را مؤلفه همب  F Tم که در آنیری گیظر مـدر نCاست  .

I آنگاه، باشدCن اگریبنا برا T فردهولم است  .  

 T X ب (  است و طبق قسمت(،   N I T   هر ي برا   لذا وI T    

 اما. ] )12( [ ر است یوارون پذ   :T I T     نیابر بنا،وارون پـــذیر اســـت

 T  م یو دار C T . اماC بود پس Tًو متعاقبا  T که 

 را اگریز .ک تنـاقض استین یا Tگاهـ، آن T ـت جه پوشا اسـیر بوده و در نتیذـوارون پ

و
nT X Xن ی و بنا بر ا

nT X  تناقض است  که.   
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  م کهیثابت کرد

                                                  W T                                 )       2 . 1(   

  ، ]12[ طبق 

                                              W T T                                     ) 2 . 2(   

 اثباتيحال برا   WT T  می کنی، فرض م( )W T . 1 . 2( طبق رابطه(   ،

   .چون   N I T   نی، بنا بر ا  

   ind I T dim Ker I T
        

  ، )16  . 1( ه یاما طبق قض

    Ker I T ran I T
      

ذاـو ل ran I T در  Xیاز طرف. تـ چگال اسI T هیـوده، پس طبق قضـولم بـردهـ ف         

 )1 . 24(  ، ran I T ن یا بر اـبن. ته استـ بسI T نکه ی ایعنین یر است و ای وارون پذ

 T  و لذا   

                                            WT T                                       ) 2 . 3(    

  . اثبات کامل است )  3 . 2 (و  ) 2 . 2 (با توجه به روابط 

نی بنا بر ا.ردهولم استـ ف–ه ـمیک نی T:)ث  ( اثبات
nTـ  ن   ـی  ـ n هـر يراـز ب  –ه ـم ـیک نی

)، )24 . 1( ه یفردهولم و طبق قض )nT Xنی ـعـلاوه بـر ا  . تـ بسته اس، :T T X X 1
  

ــ ــران ـک ــیدار م ــزاشد ـ ب ــپ وارون پذ  Tرا ـی ــاز چ ـــی ـــ ف ] ).12( [ ت ـر اس ــکنرض ـ د ـی

  nnx I T X
   1

 چون   ين دنباله ا  یر ا ـبنا ب .  باشد  nx در X     موجود است بـه 

n ، هر ي برا کهيطور n nx T I x  . جهیدر نت  

n n nT x x x    

  نیبنا بر ا

            n n n nx T T x T x x    1 1
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و از آنجا

                                              n n nx T x x  1
  

                                    n nT x x  1
  

                            n nT x T x   1 1
        

  :م داشتیر را خواهیجه روابط زی نتدر

          n n nx T x T x   1 1
  

           n nx T T x   1 1
1  

 n

n

T x
x

T






 

1

1
1

  

nم که چون ی کنیتوجه م. (  بزرگی به قدر کافnيبرا ي پس براnبزرگ، ی به قدر کاف 

nT    1
نیبنا بر ا ). 1 n n

x


1

  . کران دار است

nطبق فرض،  nlim    جه ی در نت  

 n n n n nlim T x lim x x x              

nTنیابنـا بـر  x x یوقت n  .ونـچ T Xبسته است، پس  x T X ًو متعاقبا 

  م داشتیخواه

   n n
x T X






1

  

را یز n n
n

x T x x 

1

.  

چون  nT Xهري  برا n بسته است پس  T X2
  ز بسته است وی  ن

   nT x T X 2
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