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چͺیده

عددی مشتق�گیری فرمول�های از استفاده متناهͬ، تفاضلͬ طرح�های دقت افزایش برای راه ͷی
گره�ها تعداد افزایش مͬ�شود. الͽو در موجود گره�های تعداد افزایش به منجر این که بالاست دقت با
تفاضلات تقریب�های از مͬ�توان مشͺلات این حل برای مͬ�گردد. متعددی مشͺلات بروز باعث
برای فشرده متناهͬ تفاضلات فرمول�های از تعمیمͬ پایان�نامه این در کرد. استفاده فشرده متناهͬ
موجود گره�های تعداد نͽه�داشتن کم هدف که است شده ارائه شعاعͬ پایه�ی توابع و پراکنده داده�های
شعاعͬ پایه توابع هم�مͺانͬ روش�های علاوه�براین، مͬ�سازد. برآورده دقت کاهش بدون را الͽو در
متناهͬ تفاضلات جدید فرمول�های کارایͬ مͬ�شوند. معرفͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل برای
مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد نمونه مسأله چند به آنها اعمال با را شعاعͬ پایه توابع بر مبتنͬ فشرده

تفاضلات روشتفاضلاتمتناهͬ، جزئͬ، معادلاتدیفرانسیل شعاعͬ، پایه توابع کلیدی: واژگان
شبͺه بدون فشرده، متناهͬ

١٠٧ نامه: پایان صفحات تعداد
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گفتار پیش
لیͺن، مͬ�شوند. حاصل طبیعͬ و ͬͺفیزی پدیده�های ریاضͬ مدل�بندی از جزئͬ دیفرانسیل معادلات
علوم پژوهشͽران بنابراین نمͬ�باشد. مقدور معادلاتهمواره این برای تحلیلͬ یͷجواب ارائه امͺان
(FDM)متناه١ͬ تفاضلات مانند عددی گسسته�سازی روش�های به مسائل این حل برای مهندسͬ و
از بسیاری در اما آورده�اند. روی غیره و شبͺه بدون روش�های و (FEM) متناه٢ͬ عناصر روش ،
دارند. احتیاج چͽال�تری شبͺه�بندی ͷی به دقت، از بالایͬ مرتبه کسب برای روش�ها این موارد،
ساده�ای کار دو، از بالاتر بعد با نواحͬ شبͺه�بندی یا غیرهندسͬ نواحͬ شبͺه�بندی براین علاوه

نیست.
�های داده تقریب و درونیابͬ برای (RBF)شعاع٣ͬ پایه توابع بر مبتنͬ روش�های اخیر سال�های در
داده�های تقریب و درونیابͬ در توابع این از استفاده اند. گرفته قرار فراوان توجه مورد ۴ پراکنده
کارگیری به و نویسͬ برنامه قابلیت طیفͬ، همͽرایͬ سرعت جمله از زیادی مزایای دارای پراکنده
متغیر دارای شعاعͬ پایه توابع باشد. …مͬ و ( موارد بیشتر در ) درونیاب بودن فرد به منحصر آسان،
استفاده بالا بعد با مسأله�های برای مͬ�توانند آسانͬ به که هستند مسأله بعد از مستقل بعدی ͷی
محل۶ͬ و سراسری۵ دسته�ی دو به شعاعͬ پایه توابع پایه بر درونیابͬ و تقریب روشهای شوند.
این مͬشود، استفاده دامنه در موجود هممͺانͬ نقاط تمام از سراسری روشهای در مͬشوند. تقسیم
روشها این همچنین مͬ�دهند. نتیجه را بزرگͬ و بدوضع فشرده، دستͽاههای حل عموماً، روش�ها
مقیاس با مسائل حل برای روشها این لذا هستند. حساس شͺل پارامتر تغییر به نسبت به�شدت
به است. دامنه تجزیه مشͺل این بر غلبه برای موجود روشهای از ͬͺی نیست. مناسب بزرگ
تولید به منجر این که مͬکنیم. تولید محلͬ دامنه وسیع ابعاد در مسئله ͷی حل برای دیͽر عبارت
را کوچͺتری خطͬ دستͽاه درونیابͬ نقطه هر برای نتیجه در مͬ�شود، ͷکوچ خطͬ دستͽاه ͷی

مͬ�شود. کاسته شرطͬ عدد و ماتریس پری از که مͬ�کنیم حل
توسط است پراکنده داده�های برای متناهͬ تفاضلات روش از تعمیمͬ که جدید شبͺه بدون روش
بدست درونیابRBFبرای از روشاستفاده شد. ارائه [١٠] سیسیل٩ و ٨[۵٢] تولستیخ ، شو[۴٨]٧

١Finite Difference Method
٢Finite Element Method
٣Radial Basic Functions
۴Scattered data approximation
۵global
۶local
٧Shu
٨Tolstykh



٢ مطالب فهرست

موضوعاتͬ�که از ͬͺی مͬ�نامیم. RBF− FDروش را متناهͬ تفاضلات فرمول�های وزن�های آوردن
که است این است مطرح پراکنده داده�های برای متناهͬ تفاضلات فرمول�های از استفاده درباره�ی
آنͺه ضمن بزرگتر الͽوهای کرد. استفاده الͽو در زیادی گره�های تعداد از باید دقت افزایش برای
برای مͬ�کنند. ایجاد مشͺلاتͬ مرز، ͷنزدی و مرزی نقاط در مͬ�شوند محاسبات افزایشحجم باعث
نخستین روش این مͬ�کنیم. معرفͬ را (CFD) ١٠ فشرده متناهͬ تفاضلات روش مشͺل این حل
تفاضلات از گروه ͷی [٣۶] در شده�اند. مطرح لل[٣۶] و کوپال[٣۴] ، کولاتز[١۴] توسط بار
فرمول الͽو، تغییر بدون که است این روش این درباره اصلͬ ایده است. شده ارائه فشرده متناهͬ
درحالت شود. شامل نظر مورد گره اطراف گره�های در را u تابع مشتقات از خطͬ ترکیب ͷی FD
به�دست پاده تقریب�های از استفاده با �راحتͬ به مͬ�توان را CFD فرمول�های وزن�های بعدی ͷی
آن به�جای نیست. موجود پاده�ای تقریب شعاعͬ، پایه توابع برای و پراکنده داده�های برای آورد.
پایه توابع هرمیت درونیابͬ بر مبتنͬ روش مͬ�کنیم. معرفͬ را هرمیت درونیابͬ بر مبتنͬ روش ͷی
عددی نتایج مͬ�نامیم. RBF− HFD روش را CFD فرمول وزن�های آوردن به�دست برای شعاعͬ
تعداد همان با RBF− FD روش از دقیق�تر RBF− HFD روش که مͬ�دهد نشان PDEs حل در

است. الͽو در گره
مثبت معین توابع شعاعͬ، پایه توابع معرفͬ به اول فصل در است. فصل ٣ شامل نامه پایان این
معرفͬ را فشرده متناهͬ تفاضلات روش دوم فصل در مͬ�پردازیم. پراکنده داده�های درونیابͬ و
و مͬ�دهیم شرح مرزی و درونͬ نقاط برای را CFD فرمول�های آوردن به�دست ͬͽونͽچ و مͬ�کنیم
استفاده سوم فصل در مͬ�کنیم. ارائه CFD فرمول�های ضرایب آوردن به�دست برای را پاده تقریب
توضیح کامل طور به را مͺانͬ هم روش�های مͬ�دهیم. شرح را PDEs حل در شعاعͬ پایه توابع از
شعاعͬ پایه�ی توابع بر مبتنͬ فشرده متناهͬ تفاضلات فرمول�های آوردن به�دست ͬͽونͽچ و مͬ�دهیم

مͬ�کنیم. بیان پراکنده داده�های برای را

٩Cecil
١٠Compact Finite Difference



١ فصل

شعاعͬ پایه توابع بر مقدمه�ای

٣



۴ شعاعͬ پایه توابع بر مقدمه�ای .١

�های داده تقریب و درونیابͬ برای (RBF)شعاع١ͬ پایه توابع بر مبتنͬ روش�های اخیر سال�های در .

داده�های تقریب و درونیابͬ در توابع این از استفاده اند. گرفته قرار فراوان توجه مورد ٢ پراکنده
کارگیری به و نویسͬ برنامه قابلیت طیفͬ، همͽرایͬ سرعت جمله از زیادی مزایای دارای پراکنده
تقریب روش�های در باشد. …مͬ و ( موارد بیشتر در ) درونیاب بودن فرد به منحصر آسان،
عناصر یا توابع تعریف برای بندی شبͺه ͷی به ( متناهͬ عناصر و اسپلاین ) استاندارد چند�متغیره
متغیر دارای شعاعͬ پایه توابع اما است دشواری کار دو از بیشتر بعد با فضاهای در که داریم نیاز
استفاده بالا بعد با مسأله�های برای مͬ�توانند آسانͬ به که هستند مسأله بعد از مستقل بعدی ͷی
معین توابع و پراکنده داده�های درونیابͬ شعاعͬ، پایه توابع چون اساسͬ مفاهیم بخش این در شوند.
و مͬ�دهیم شرح کامل طور به را یͺنوا کاملا́ توابع و مثبت معین توابع کنیم. مͬ معرفͬ را مثبت
منجر این که مͬ�کنیم بیان را شعاعͬ پایه توابع از حاصل درونیاب به چند�جمله�ای کردن اضافه ایده
فشرده تͺیه�گاه با شعاعͬ پایه توابع بررسͬ به ادامه در مͬ�شود. مشروط مثبت معین توابع معرفͬ به

مͬ�پردازیم.

شعاعͬ پایه توابع معرفͬ ١.١

کنیم. مͬ بیان را زیر تعاریف شعاعͬ پایه توابع بر مبتنͬ روش�های بهتر فهم برای ابتدا در

مانند متغیره�ای ͷی تابع هرگاه گوییم، شعاعͬ Φرا : Rd −→ R تابع .١.١.١ تعریف
به�طوری�که باشد موجود φ : [٠,∞) −→ R

Φ(x) = φ(r)

( اقلیدسͬ نرم نمونه عنوان به ) است. Rd روی نرمͬ ∥.∥ و r = ∥x∥ آن در که

xc = [(xc)١, (xc)٢, . . . , (xc)d ] و x = [x١, x٢, . . . , xd ] ورودی بردار Φبا : Rd×Rd −→ R تابع
r = ∥x−xc∥ آن در که کرد، بیان Φ(x, xc) = φ(r)صورت به را آن بتوان اگر است، شعاعͬ تابع
به مͬ�شود، نامیده تابع مرکز که xc نقطه حول شعاعͬ تابع است. xc و x بین اقلیدسͬ فاصله یعنͬ
xc ، RBF های روش در پایه تابع ͷی عنوان به φ(r) از استفاده برای است. متقارن شعاعͬ طور
و متغیره ͷی تابعͬ ، φ(r) شعاعͬ پایه تابع حقیقت در است. ورودی متغیر x و ثابت نقطه ͷی

مͬ��شود. شعاعͬ Rd روی اقلیدسͬ نرم توسط و شده تعریف r ⩾ ٠ برای که است پیوسته
از: عبارتند مͬ�گیرند قرار استفاده مورد بیشتر که شعاعͬ پایه توابع

١Radial Basic Functions
٢Scattered data approximation



۵ شعاعͬ پایه توابع معرفͬ .١.١

φ(r) = (r٢ + ε٢)
١
٢ ε > ٠ (MQ) ٣ ربعͬ چند .١

φ(r) = (r٢ + ε٢)−
١
٢ ε > ٠ (IMQ) ۴ چند�ربعͬ معͺوس .٢

φ(r) = e−εr٢
ε > ٠ (GA) ۵ گاوسͬ .٣

φ(r) = r (LS) ۶ خطͬ اسپلاین .۴
φ(r) = r٢ ln(r) (TPS) ٧ نازک صفحه اسپلاین .۵
φ(r) = r٣ (CS)٨ مͺعبͬ اسپلاین .۶
φ(r) = r۵ (QS) ٩ پنج مرتبه اسپلاین .٧

شد. خواهند معرفͬ کامل طور به ادامه در که گویند مͬ شعاعͬ پایه توابع ١٠ شͺل پارامتر ε به
که هستند (CSRBFs) ١١ فشرده محمل با شعاعͬ پایه توابع به معروف ، RBFs از دیͽری دسته
استفاده ، CSRBFs اصلͬ ایده . [٨ ،۶٠ شدند[۵۶، معرفͬ ١۴ بوهمن و ١٣ وو ، وندلند١٢ توسط
ازای به Rd در توابع این است. [٠,١] محمل١۵ با تابع ͷی عنوان به r برحسب چند�جمله�ای ͷی از
، CSRBFs جامع تعریف . [۵۶] هستند مثبت معین d٠ ثابت مقدار مساوی یا کمتر های d تمام

است. زیر شͺل به
فشرده محمل .٨

ϕl,k(r) = (١ − r)l+.p(r) k ∈ N, ای چند�جمله ͷی p

زیر شرایط با
(١ − r)l+ =

{
(١ − r)l ٠ ⩽ r < ١

٠ r ⩾ ١

است m همواری میزان دارای تابع ͷی ) همواری میزان ٢k ، ١۶ بعد عدد l = ⌊d
٢⌋ + k + ١ که

چند�جمله�ای ͷی p(r) و باشد.) پیوسته و موجود m مرتبه تا آن مشتقات تمام و باشد پیوسته هرگاه
٣Multiquadric
۴Invers Multiquadric
۵Gaussian
۶Linear spline
٧Thin-Plate spline
٨Cubic spline
٩Quintic Spline
١٠shape parameter
١١Compactly supported Radial Basis Functions
١٢Wendland
١٣Wu
١۴Buhman

مͬ�شود. ناصفر آن ازای به تابع مقدار که است دامنه از نقاطͬ مجموعه تابع، ͷی ١۵محمل
١۶dimension number



۶ شعاعͬ پایه توابع بر مقدمه�ای .١

قرار استفاده مورد بیشتر مقالات در که CSRBFs وندلند توابع از تعدادی ادامه در است. مشخص
شود. مراجعه ص١١٩] ،۵۵] به بیشتر مطالعه برای مͬ�شود. معرفͬ d = ٣ برای مͬ�گیرد

RBF همواری میزان
φ٢,٠(r) = (١ − r)٢

+ C٠

φ٣,١(r) = (١ − r)۴
+(۴r + ١) C٢

φ۴,٢(r) = (١ − r)۶
+(٣۵r٢ + ١٨r + ٣) C۴

φ۵,٣(r) = (١ − r)٨
+(٣٢r٣ + ٢۵r٢ + ٨r + ١) C۶

که اند گرفته قرار استفاده مورد بقیه از بیشتر ε ثابت پارامتر داشتن دلیل به GA,MQ, IMQ توابع
کرد. خواهیم بررسͬ را پارامتر این مطلوب تاثیرات ادامه در

پایه توابع از ͬͺی سطر هر در مͬدهد. نشان را شعاعͬ پایه توابع از بعضͬ نمودار (١.١) شͺل
هموارتر تابع ε افزایش با مͬبینیم که همانطور است. شده رسم ε مختلف مقدار سه با شعاعͬ

مͬشود.

شعاعͬ پایه تابع شͺل پارامتر ١.١.١

دقت در تعیین�کننده�ای نقش ε مقدار بلͺه نیستیم، آزاد شعاعͬ پایه توابع شͺل پارامتر انتخاب در ما
MQمادیچ١٧ درونیابͬ در مͬ�کند. ایفا تقریب و درونیابͬ برای شعاعͬ پایه توابع بر مبتنͬ روش�های
است. مراکز بین فاصله متوسط h و ϑ < ١ که است O(ϑ ε

h ) مرتبه از همͽرایͬ سرعت که داد نشان
بسیار درونیاب ماتریس ساختن به ε کاهش این ولͬ مͬ�دهد بهبود را درونیابͬ دقت ، ε کاهش
اصل به ماتریس شرطͬ عدد و دقت بین کردن سنͽین و ͷسب این . [۴٧] مͬ�شود منجر بد�وضع
هنͽام داد نشان [١١] همͺاران و ١٩ چن توسط عددی مطالعات است. معروف ١٨ قطعیت عدم
است O(ξ ε

h ) برابر ٢٠ کانزا نامتقارن روش همͽرایͬ سرعت بیضوی PDEs برای ، MQ از استفاده
شͺل، پارامتر که گرفت نتیجه مͬ�توان وضوح به شده گفته مطالب از است. ثابت مقدار ͷی ξ که
مقدار انتخاب برای قوی نظری نتایج متأسفانه مͬ�دهد. قرار تأثیر تحت شدت به را روش دقت
در که شده، انجام ε مناسب انتخاب برای محققان توسط تجربͬ مطالعات ندارد. وجود ε بهینه�ی

مͬ�کنیم. اشاره آنها از مواردی به ادامه

١٧Madych
١٨uncertainty principle
١٩Cheng
٢٠Kansa



٧ شعاعͬ پایه توابع معرفͬ .١.١

[−١,١]× درناحیه[١,١−] شعاعͬ پایه توابع از تعدادی نمودار :١.١ شͺل



٨ شعاعͬ پایه توابع بر مقدمه�ای .١

اول نوع در است. شده معرفͬ شعاعͬ پایه توابع شͺل پارامتر تعیین برای روش نوع دو تاکنون
مختلف مراکز برای ε مقدار دوم، نوع در و مͬ�آید به�دست مراکز تمام برای ، ε ثابت مقدار ͷی

مͬ�پردازیم. ثابت شͺل پارامتر معرفͬ به ابتدا در است. متغیر
صورت به را ε پارامتر هاردی٢١ شده�اند. پیشنهاد ثابت شͺل پارامتر انتخاب برای متعددی روش�های

گرفت نظر در زیر
ε = ٠/٨١۵d, (١.١)

مراکز تعداد m و است آن به مرکز نزدیͺترین از مرکز i−امین فاصله di ، d = ١
m

∑m
i=١ di آن در که
. باشد[٢۵] مͬ

کرد: تعریف زیر صورت به را ε پارامتر ٢٢ ͷفران

ε = ١/٢۵ D√
m

(٢.١)

. مͬ�باشد[١٩] مراکز همه شامل که است دایره�ای کوچͺترین قطر D آن در که
به بیشتر مطالعه برای دهند. ارائه ε برای ثابت بهینه مقدار ͷی تا کردند تلاش زیادی افراد

شود. مراجعه [٣٢ ،٢٣ ،١٨]
به مͬ�شود. استفاده مختلف مراکز برای ε مختلف مقادیر از متغیر، شͺل پارامتر با روش�هایͬ در
روش�ها این در است. متفاوت ε مقدار رفته به�کار شعاعͬ پایه توابع از هرکدام برای دیͽر عبارت

مͬ�شود. محاسبه زیر فرمول�های توسط که است ١ ×Nماتریس ͷی شͺل پارامتر
متغیر خطͬ شͺل پارامتر �١

ε = εmin +

(
εmax − εmin

N − ١

)
j; j = ٠,١, . . . , N − ١ (٣.١)

متغیر نمایͬ شͺل پارامتر �٢

εj =

ε٢
min

(
ε٢
max

ε٢
min

) j−١
N−١

 ١
٢

; j = ١,٢, . . . , N − ١ (۴.١)

٢١Hardy
٢٢Franke



٩ پراکنده داده�های درونیابͬ .٢.١

متغیر تصادفͬ شͺل پارامتر �٣

ε = εmin + (εmax − εmin)rand(١, N) (۵.١)

صورت به که هستند شͺل پارامتر مقدار بیشترین و کمترین ترتیب به εmax و εmin روش�ها این در
مͬ�شوند. انتخاب کاربر توسط فرض پیش

است. مشͺل بسیار ثابت شͺل پارامتر با شعاعͬ پایه پارامتری توابع تحلیل و تجزیه نظری، لحاظ از

است. شده استفاده شͺل پارامتر برای ثابت مقادیر از آن، قضایای اثبات و توابع این معرفͬ زمان در
مͬ�شود. زیاد بسیار قضیه پیچیدگͬ متغیر، شͺل پارامتر از استفاده صورت در

متغیر شͺل پارامتر از استفاده هنͽام درونیاب ماتریس که است شده داده نشان خاصͬ شرایط تحت
نخواهد متقارن درونیاب ماتریس متغیر، شͺل پارامتر از استفاده صورت در . مͬ�باشد[۶] نامنفرد
استفاده مزایای جمله از است. متقارن ثابت شͺل پارامتر برای درونیاب ماتریس که حالͬ در بود،
اطراف در بخصوص خطا کاهش و ماتریس شرطͬ عدد کاهش شͺل، پارامتر برای متغیر مقدار از

. است[۶] مرزها
است. بررسͬ حال در هنوز پارامتر این بهینه�ی مقدار یافتن مسأله که است ذکر به لازم

پراکنده داده�های درونیابͬ ٢.١

به مربوط داده�ها از مجموعه�ای که مͬ�شویم روبه�رو مسأله این با علمͬ آزمایش�های از بسیاری در
را اطلاعاتͬ آن از استفاده با تا است ضابطه�ای یافتن هدف و داریم را خاصͬ موقعیت یا مͺان
آوریم. به�دست شده اندازه�گیری مجموعه از متفاوت موقعیت�هایͬ و مطالعه مورد فرایند پیرامون
زیادی روش�های نماید. ارائه شده داده نقاط از خوب برازش ͷی که هستیم تابعͬ دنبال به بنابراین
مͬ�گیریم نظر در را حالتͬ اینجا در دارد. وجود خوب برازش مفهوم به راجع گیری تصمیم برای
مͬ�گویند. درونیابͬ آن به که باشد برابر شده داده مقدار با تابع مقدار مذکور نقاط در دقیقاً که
روش باشد، نداشته قرار منظم یا یͺنواخت شبͺه ͷی روی شده گیری اندازه داده�های موقعیت اگر

مͬ�گیریم: نظر در را زیر مسأله مͬ�گوییم. پراکنده داده�های درونیابͬ را پردازش
بͽیرید. نظر در را yj ∈ R و xj ∈ Rd با j = ١,٢, . . . , N ازای به (xj, yj) داده�های ١�١ مسأله

طوری�که به است Pf پیوسته تابع تعیین هدف
Pf(xj) = yj, j = ١,٢, . . . , N



١٠ شعاعͬ پایه توابع بر مقدمه�ای .١

بر فرض هستند. xjها برای شده اندازه�گیری مقدار yjها و داده�ها موقعیت یا مͺان xjها اینجا در
است. آمده به�دست گیری نمونه طریق از داده�ها این که است این

به کنیم. استفاده مسائل از بسیاری پوشش برای آن از که مͬ�دهد را امͺان این ما به xj ∈ Rdفرض
در باشند. زمانͬ بازه ͷی در اندازه�گیری به مربوط مͬ�توانند داده�ها آنͽاه ،d = ١ اگر مثال عنوان
است. بعدی دو مختصات ͷی xj یعنͬ گرفت، نظر در صفحه در نقاطͬ را داده�ها مͬ�توان d = ٢
داده�های اساس بر ناحیه، ͷی مختلف نقاط در بارندگͬ میزان از نقشه ͷی مͬ�توان مثال عنوان به

آورد. دست به نقاط برخͬ در بارندگͬ مقدار از شده جمع�آوری
Pf فرضکنیم که است این پراکنده داده�های درونیابͬ مسأله حل برای مناسب و متداول روش ͷی

یعنͬ است، Bk مانند مشخص ای پایه توابع از خاصͬ ترکیب ͷی

Pf(x) =
N∑

k=١
ckBk(x), x ∈ Rd (۶.١)

مͬ�شود Ac = y شͺل به معادلات از دستͽاه ͷی به منجر فرض این تحت درونیابͬ مسأله حل
همچنین j, k = ١, . . . , N ، Ajk = Bk(xj) و مͬ�شود نامیده درونیاب ماتریس A آن در که

.y = [y١, . . . , yN ]
T و c = [c١, . . . , cN ]

T

A ماتریس اگر تنها و اگر است منحصربه�فرد جواب دارای یعنͬ است، خوش-وضع ١-١ مسأله
ͷی از استفاده با مجزا داده�ی N درونیابͬ مسأله (d = ١) متغیره ͷی حالت در باشد. نامنفرد
در ٢۴ کرتیس و ٢٣ هابر ماری ،١٩۵۶ سال در است. تعریف خوش N − ١ درجه چندجمله�ای

. [٣٧] نیست خوش-وضع مسأله ،ͷی از بیشتر ابعاد برای که دادند نشان زیر گزاره

فضای هیچ باشد، درونͬ نقطه ͷی دارای Ω اگر .d ⩾ ٢ که Ω ⊂ Rd کنید فرض .١.٢.١ قضیه
ندارد. وجود N ⩾ ٢ بعد از Ω روی پیوسته توابع از هار

شود. مراجعه ص١١٩] ،۵٧] منبع به برهان.

j, k = ١,٢, . . . , N که Bk(xj) ماتریس�های وارون�پذیری که است توابع از فضایͬ هار فضای
درجه از متغیره ͷی چند�جمله�ای�های شد گفته بالا در که همان�طور باشد. شده تضمین آن در
قضیه حالͬ�که در است. بعدی N هار فضای ͷی ، x١, . . . , xN ∈ R داده�های برای N − ١
که است غیرممͺن یعنͬ نیست، برقرار شرایط این چندمتغیره حالت در مͬ�دهد نتیجه (١.٢.١)
بیان قضیه این آورد. به�دست R٢ در دلخواه داده�های برای N درجه از یͺتا چندجمله�ای ͷی بتوان

٢٣Marihuber
٢۴Curtis



١١ مثبت معین ماتریس�های و توابع .٣.١

پایه، باید باشیم داشته چندمتغیره پراکنده داده�های درونیابͬ مسأله ͷی بخواهیم اگر که مͬ�کند
باشد. ها داده موقعیت به وابسته

ماتریس�های و توابع تعریف ذکر به تقریب فضای مورد در بیشتر اطلاعات جمع�آوری منظور به
مͬ�پردازیم. مثبت معین

مثبت معین ماتریس�های و توابع ٣.١

مقایسه منظور به را آن دقیق تعریف اما است. جبرخطͬ در استاندارد مفهوم ͷی مثبت معین ماتریس
مͬ�آوریم. باشد ناشناخته�تر شاید که مثبت معین تابع با

به هرگاه گویند مثبت معین نیمه را A = (Ajk)N×N متقارن حقیقͬ ماتریس ͷی .١.٣.١ تعریف
یعنͬ باشد، نامنفͬ آن با متناظر دوم درجه فرم c = [c١, . . . , cN ]

T ∈ Rn دلخواه بردار هر ازای
N∑
j=١

N∑
k=١

cjckAjk ⩾ ٠ (٧.١)

برقرار تساوی صورت به صفر بردار برای فقط بالا روابط هرگاه گویند مثبت معین را Aماتریس
باشد.

نتیجه در و هستند مثبت ͬͽهم آنها ویژه�ی مقادیر که است این مثبت معین ماتریس�های مهم ویژگͬ
اگر بنابراین نیست. برقرار مطلب این عͺس کلͬ حالت در اما مͬ�باشند. نامنفرد ماتریس�ها این
مسأله ͷی همیشه باشد، مثبت معین درونیاب ماتریس که باشند چنان ۶.١ رابطه در Bk پایه توابع

داریم. خوش-وضع

باشد زوج هرگاه گویند مثبت معین نیمه Rd روی را Φ مقدار حقیقͬ پیوسته�ی تابع .٢.٣.١ تعریف
c = [c١, . . . , cN ]

T ∈ Rn دلخواه بردار هر و x١, . . . , xN ∈ Rd متمایز نقطه�ی Nهر برای و
N∑
j=١

N∑
k=١

cjckΦ(xj − xk) ⩾ ٠ (٨.١)

مͬ�شود. نامیده مثبت معین Rd روی Φ تابع کند، تبدیل تساوی به را ٨.١ رابطه c = ٠ بردار تنها اگر

معین توابع و پراکنده داده�های درونیابͬ بین رابطه ͷی و معرفͬ را مثبت معین توابع ٢۵ میچلͬ
در که مͬ�شوند تعریف مختلط توابع صورت به مثبت معین توابع معمولا . [۴٠] کرد برقرار مثبت
توابع از دقیقͬ سازی مشخص ٢۶ بوچنر مشهور قضیه در مͬ�شود. استفاده c مختلط ضرایب از آن

٢۵Michelli
٢۶Bochner



١٢ شعاعͬ پایه توابع بر مقدمه�ای .١

. [٣٨] مͬ�شود. بیان بعد قسمت�های در که شده ارائه مختلط مثبت معین
مطرح را ایده این شده ذکر مطالب مͬ�گیریم، نظر در را مقدار حقیقͬ توابع فقط عمل در ما هرچند
دهیم قرار یعنͬ کنیم، استفاده ۶.١ رابطه در پایه توابع عنوان به مثبت معین توابع از که مͬ�کند

داریم: این�صورت در . Bk(x) = Φ(x− xk)

Pf(x) =
N∑

k=١
ckΦ(x− xk), x ∈ Rd (٩.١)

شوند جابه�جا اولیه داده�های اگر یعنͬ است. پایا انتقال تحت درونیاب ͷی Pf ،٩.١ رابطه در
و دوران بلͺه انتقال تحت پایایͬ نه�تنها کاربردها از بسیاری در نمͬ�کند. تغییر جدید درونیاب
را باشند نیز شعاعͬ که مثبتͬ معین توابع از استفاده لزوم مطلب این که است، نیاز مورد نیز بازتاب
دوران انتقال، یعنͬ اقلیدسͬ تبدیلات تحت که دارند خوبͬ خاصیت شعاعͬ توابع مͬ�کند. مطرح
مسأله که است این مͬ�کند سودمند بسیار را شعاعͬ توابع آنچه اما . هستند.[١۵] پایا بازتاب و
تابع ͷی با ما این�که جای به یعنͬ مͬ�کند غیرحساس داده�ها مͺان و فضا بعد به نسبت را درونیابͬ

کنیم. استفاده φ متغیره ͷت تابع ͷی از مͬ�توانیم باشیم داشته سروکار چندمتغیره

اگروتنهااگر گویند، ( مثبت معین اکیداً ) مثبت معین و شعاعͬ Rd روی را φ متغیره ͷت تابع
باشد. ( مثبت معین اکیداً ) مثبت معین Rd روی آن با متناظر Φ چندمتغیره تابع

انتͽرالͬ مشخص�سازی ۴.١

بیان خلاصه طور به مثبت معین نیمه و مثبت معین توابع پیرامون را گزاره�هایͬ قسمت، این در
در [۴۶] ٢٧ شونبرگ و بوخنر توسط و دارند انتͽرالͬ مشخصه�سازی گزاره�ها این اکثر مͬ�کنیم.
یͺنوای کاملا́ توابع و مثبت معین اکیداً توابع مورد در را مطالبͬ ادامه در شده�اند. ارائه ١٩٣٠ سال
است. شعاعͬ پایه توابع آنالیز تئوری در مهم جزء ͷی انتͽرالͬ مشخص�سازی مͬ�کنیم. ذکر اکید
تعدادی سپس و کرده بیان را حقیقͬ آنالیز زمینه در مهم تعریف چند ابتدا بحث، به شدن وارد از قبل

مͬ�کنیم. معرفͬ را مͬ�شود استفاده بعداً که انتͽرالͬ مختلف تبدیل��های از
زیرمجموعه�های همه�ی مجموعه ) آن توانͬ مجموعه P(X) و دلخواه مجموعه ͷی X کنید فرض

باشد. ( X
٢٧Schoenberg



١٣ انتͽرالͬ مشخص�سازی .۴.١

زیر شرایط در هرگاه گوییم، X روی توپولوژی ͷی را P(X) از ζ زیرمجموعه .١.۴.١ تعریف
کند: صدق

،∅, X ∈ ζ −١
باشد، ζ در ζ عناصر از دلخواه تعداد هر اجتماع −٢
باشد. ζ در ζ عناصر از متناهͬ تعداد اشتراک −٣

باز�نویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را بالا شرایط بنابراین مͬ�نامیم. باز مجموعه را ζ اعضای از ͷی هر
کرد.

هستند، باز X و ∅ −١
است، باز باز، مجموعه�های از دلخواه اجتماع −٢
است. باز باز، مجموعه�های از متناهͬ اشتراک −٣

با را آن و مͬ�نامیم ͷتوپولوژی فضای ͷی ζ توپولوژی همراه به را X مجموعه .٢.۴.١ تعریف
است. ͷتوپولوژی فضای ͷی X مͬ�گوییم تنها باشد معلوم ζ اگر مͬ�دهیم. نشان (X, ζ)

از x٢ و x١ نقطه دو هر برای هرگاه نامیم هاسدروف را X ͷتوپولوژی فضای .٣.۴.١ تعریف
به�طوری�که باشند موجود U٢ و U١ باز مجموعه�های ،X مجموعه

x١ ∈ U١, x٢ ∈ U٢, U١ ∩ U٢ = ∅.

هرگاه مͬ�نامیم، X روی σ-جبر ͷی را P(X) از A مجموعه ͷی .۴.۴.١ تعریف
،X ∈ A −١

،∪∞
i=١Ai ∈ A که شود نتیجه آنͽاه {Ai}i∈N ∈ A اگر یعنͬ باشد. بسته شمارا اجتماع تحت A −٢

.AC ∈ A که شود نتیجه آنͽاه ،A ∈ A اگر −٣
مͬ�باشد. A مجموعه متمم AC اینجا در

µ : A → تابع باشد. آن روی یσͷ-جبر A و دلخواه مجموعه ͷی X کنید فرض .۵.۴.١ تعریف
هرگاه: مͬ�نامیم، اندازه ͷی را [٠,∞]

،µ(∅) = ٠ −١
.µ(∪∞

i=١Ai) =
∑∞

i=١ µ(Ai) آنͽاه باشند، A عناصر از شمارا خانواده ͷی {Ai}i∈N اگر −٢
مͬ�نامیم. اندازه�پذیر فضای ͷی را (X,A, µ) فضای

σ-جبر را ζ توسط شده تولید σ-جبر باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی (X, ζ) اگر .۶.۴.١ تعریف
باشد، هاسدروف فضای ͷی X این بر علاوه اگر مͬ�دهیم. نمایش BX با را آن و مͬ�نامیم بورل


