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چͺیده
مͬ�کنیم. تعریف ͷتوپولوژی نیم�گروه برای را میانͽین�پذیری از مفهومͬ رساله این در
باناخ S−مدول هر برای اگر مͬ�شود، نامیده جانسون میانͽین�پذیر S ͬͺتوپولوژی نیم�گروه
نشان رساله این در باشد. اصلͬ E∗ به S از کراندار متقاطع همریختͬ هر ،E دوطرفه�ی
ͷی ℓ١(S) اگر فقط و اگر است، جانسون میانͽین�پذیر S گسسته�ی نیم�گروه که مͬ�دهیم
،S ͬͺتوپولوژی نیم�گروه اگر که مͬ�دهیم نشان همچنین باشد. میانͽین�پذیر باناخ جبر

نیست. درست آن عͺس اما است، میانͽین�پذیر آن�گاه باشد، جانسون میانͽین�پذیر
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චاری... ণپاس໋�
او نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس
او، پاك خاندان و محمˁد بر دورد و سلام و نتوانند گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند
دشمنان بر پيوسته نفرين و است؛ وجودشان وامدار وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران

رستاخيز... روز تا ايشان
بͬ زحمات از قدردانͬ مقام در که است آن از اجˁل معلم، منزلت و جایͽاه ͷش بدون

بنͽاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او، شائبه�ی
تامین را آفرینش غایت و هدف که است انسانͬ از سپاس معلم، از تجلیل که آنجایͬ از اما
باب از و وظیفه حسب بر تضمین؛ اند، سپرده دستش به که را امانت�هایͬ سلامت و مͬ�کند

«ˁجل و ˁعز الʓˊه یشͺر لم المخلوقین من المنعم یشͺر لم «من
عفو قلم من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که بزرگوارم معلم دو این عزیزم مادر و ازپدر
یاوری و یار زندگͬ عرصه�های تمام در و گذشته�اند غفلت�هایم کنار از کریمانه و کشیده

بوده�اند؛ من برای داشت بͬ�چشم
سعه کمال در که فروزانفر عبدالمحمد دکتر آقای جناب شایسته؛ و کمالات با استاد از
زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر،

گرفتند؛ عهده بر را رساله این راهنمایͬ
رساله این مشاوره زحمت که پور امین عبدالمحمد دکتر آقای جناب گرامͬ استاد از همچنین

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال داشتند؛ عهده به را
گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این که باشد

۱۳۹۲اदدسপ່یان
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پیشͽفتار

مفهوم این ابتدا وی شد. مطرح ١ لب توسط میانͽین�پذیری بار اولین برای ١٩٠۴ سال در

کرد. مطرح زیر سوال با را

وجود باشد، پایا خاصͬ گروه عمل تحت که جمعͬ متناهͬ طور به و مجموعه�ای تابع آیا »

« دارد؟

میانͽین�پذیر گروه�های از رده�ای ٢ فون�نویمان داد. توسعه گروه�ها برای را سپسمیانͽین�پذیری

مهم مفاهیم از ͬͺی به بعد به میلادی ١٩۴٠ سال از میانͽین�پذیری مفهوم کرد. معرفͬ را

نخستین توپولوژی گروه�های زمینه�ی در میانͽین�پذیری مفهوم شد. تبدیل ͷهارمونی آنالیز

دست زمینه این در مهمͬ نتایج به ١٩٧٢ سال در ٣ جانسون شد. تعریف دی توسط بار

یافت.

میانͽین�پذیر G هاسدورف فشرده موضعاً گروه که مͬ�کند ثابت [١٢] در جانسون قضیه

نیم�گروه�های برای گزاره این باشد. میانͽین�پذیر L١(G) باناخ جبر اگر فقط و اگر است

نیست. درست گسسته

میانͽین�پذیر S آن�گاه باشد، میانͽین�پذیر ℓ١(S) اگر که مͬ�دهند نشان [٨] در ۴ نامیوکا و دانͺن

ℓ١(S) که مͬ�دهند نشان آن�ها ،S معͺوس نیم�گروه�های از وسیعͬ کلاس برای و است
١Lobesgue
٢Von neumann
٣ B. E. Johnson
۴J. Duncan and I. Namioka



٢ پیشͽفتار

باشد. نامتناهͬ (S خودتوان عناصر (مجموعه Es اگر نیست، میانͽین�پذیر

و مͬ�کند تعریف باناخ جبر�های برای را مدولͬ میانͽین�پذیری از مفهومͬ اخیراً [٢] در امینͬ

است، مدولͬ میانͽین�پذیر ℓ١(S) ،S معͺوس نیم�گروه برای اعمالͬ تحت که مͬ�دهد نشان

باشد. میانͽین�پذیر S اگر فقط و اگر

رسیده، چاپ به ٢٠١٠ سال در که پورعباس و صدر میثمͬ مقاله�ی اساس بر پایان�نامه این

نیم�گروه�های برای را جانسون میانͽین�پذیری از مفهومͬ آن در که است شده تدوین و تنظیم

میانͽین�پذیر S گسسته�ی نیم�گروه که مͬ�دهیم نشان خصوصاً مͬ�کنیم. تعریف ͬͺتوپولوژی

باشد. میانͽین�پذیر باناخ جبر ℓ١(S) اگر فقط و اگر است، جانسون



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

مقدمه

بعد فصل�های در كه قضیه�ها از بعضͬ و نیاز مورد اساسͬ مفاهیم بیان به فصل این در

قضایا صورت و اصطلاحات و علائم معرفͬ منظور به تعاریف مͬ�پردازیم. مͬ�روند كار به

به اغلب معروف قضایای اثبات مͬ�شود. بیان مختلف منابع به مراجعه از نیاز رفع برای

است. شده داده ارجاع مربوطه كتب

تابعͬ آنالیز ١.١

متری) (فضای .١.١.١ تعریف

از که d : X ×X → R مانند است تابعͬ ،X ناتهͬ مجموعه�ی بر d فاصله�ی) (یا متر ͷی

است: برخوردار زیر خاصیت سه

,d(x؛ y) = ٠⇔ x = y و d(x, y) ≥ ٠ ،x, y ∈ X هر ازای به الف)

,d(x؛ y) = d(y, x) ،x, y ∈ X هر ازای به ب)

مثلثͬ). (نامساوی d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ،x, y, z ∈ X هر ازای به پ)



۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١

دارد. نام متری فضای ͷی (X, d) جفت صورت، این در

تعریف با d تابع صورت، این در باشد. ناتهͬ مجموعه�ی ͷی X کنید فرض .٢.١.١ مثال

فاصله�ی را فاصله این است. X بر فاصله ͷی d(x, x) = ٠ و x ̸= y هرگاه ،d(x, y) = ١

مͬ�گوییم. گسسته متری فضای ͷی فاصله این با را X مͬ�نامیم. X بر گسسته

به باز گوی آن�گاه ،x ∈ X هرگاه مͬ�گیریم. ثابت را (X, d ) متری فضای .٣.١.١ تعریف

تعریف B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r} مجموعه�ی مساوی r > ٠ شعاع و x مرکز

r > ٠ مانند عددی ،x ∈ A هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم، باز را X از A زیرمجموعه�ی مͬ�شود.

.B(x, r) ⊆ A که باشد چنان

حدی نقطه .۴.١.١ تعریف

B(x, r) باز گوی هر هرگاه مͬ�نامیم، A مجموعه�ی حدی نقطه�ی ͷی را x ∈ X نقطه�ی

باشیم: داشته� r > ٠ هر برای یعنͬ، باشد؛ x با متمایز ،A از عنصری شامل

B(x, r) ∩ (A \ {x}) ̸= ∅.

اگر فقط و اگر است، بسته A ⊆ X مجموعه�ی ،(X, d) متری فضای در .۵.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان A با را A بسته�ی نقاط مجموعه�ی باشد؛ باز A متمم

چͽال مجموعه .۶.١.١ تعریف

.A = X هرگاه مͬ�شود، نامیده X در چͽال ،(X, d) متری فضای از A زیر�مجموعه

است. حقیقͬ اعداد میدان یا مختلط اعداد مجموعه K میدان از منظور قرارداد.

(برداری) خطͬ فضای .٧.١.١ تعریف

هرگاه گوییم، K میدان روی خطͬ فضای را X باشد. آبلͬ گروه ͷی (X,+) كنیم فرض

باشد: زیر ویژگͬ�های دارای (α, x) 7−→ αx ضابطه با K×X −→ X نͽاشت



۵ تابعͬ آنالیز .١.١

,α)؛ β ∈ K, x ∈ X) (α+ β)x = αx+ βx الف)

α)؛ ∈ K, x, y ∈ X) α(x+ y) = αx+ αy ب)

,α)؛ β ∈ K, x ∈ X) α(βx) = (αβ)x پ)

.(x ∈ X) ١x = x ت)

خطͬ ترکیب�های همه�ی مجموعه�ی ،A ⊆ X ناتهͬ زیرمجموعه�ی هر برای .٨.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش spanA با و مͬ�نامیم A توسط شده تولید فضای را A بردار�های از

spanA = {
∑n

i=١ αixi : αi ∈ C, xi ∈ A, n ∈ N} ⊆ X.

معادل را ∥.∥٢ و ∥.∥١ نرم�های باشد. برداری فضای ͷی X کنیم فرض .٩.١.١ تعریف

،x ∈ X هر برای که شوند یافت b و a مانند حقیقͬ اعداد هرگاه مͬ�نامیم،

a∥x∥١ ≤ ∥x∥٢ ≤ b∥x∥١.

نرم�دار فضای .١٠.١.١ تعریف

خاصیت سه در هرگاه نامیم، نرم ͷی را X برداری فضای بر شده تعریف ∥.∥ حقیقͬ تابع

نماید: صدق زیر

x؛ = ٠ اگر تنها و اگر ،∥x∥ = ٠ و ∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ X هر ازای به الف)

∥αx∥؛ = |α|.∥x∥ ،α ∈ R و x ∈ X هر ازای به ب)

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ X هر ازای به پ)

نمایش (X, ∥.∥) با و مͬ�نامیم نرم�دار فضای ͷی را ∥.∥ نرم به مجهز ،X برداری فضای

هر برای مͬ�كند. القا زیر صورت به d مانند متر ͷی X روی ∥.∥ نرم همچنین مͬ�دهیم.

،x, y ∈ X



۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١

d(x, y) = ∥x− y∥.

فضای ͷی نرم�دار، فضای هر �نتیجه در مͬ�نامیم. X نرم وسیله به شده تولید متر را متر این

است. متری

كش�ͬ دنباله�ی .١١.١.١ تعریف

طبیعͬ عدد ε > ٠ هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم، كشͬ را (X, d) متری فضای در (xn) دنباله

d(xm, xn) < ε باشیم، داشته m,n ≥ N و m,n ∈ N هر برای که باشد موجود N = N(ε)

كامل فضای .١٢.١.١ تعریف

X در نقطه�ای به همͽرا ،X در كشͬ دنباله هر هرگاه گوییم، كامل را (X, d) متری فضای

شود.

باناخ فضاهای .١٣.١.١ تعریف

كامل نرم، توسط القایͬ متر تحت هرگاه گوییم، باناخ فضای را (X, ∥.∥) نرم�دار فضای

باشد.

([a, b] روی مقدار حقیقͬ و پیوسته توابع تمام (فضای C([a, b]) فضای .١۴.١.١ مثال

نرم با همراه

∥f∥ = sup{|f(t)| : a ≤ t ≤ b}
(
f ∈ C([a, b])

)
است. باناخ فضای ͷی

شود. مراجعه (١.۵-۵) قضیه�ی [١٣] به برهان.

مͬ�کنیم: تعریف زیر �صورت به را ℓp مجموعه ،١ ≤ p < ∞ کنیم فرض .١۵.١.١ تعریف



٧ تابعͬ آنالیز .١.١

ℓp = {(xn)
∞
١ ⊆ C :

∑∞
n=١ |xn|p < ∞}.

روی نرم است. برداری فضای ͷی معمولͬ جمع عمل تحت ℓp که مͬ�شود ثابت �سادگͬ به

است: زیر صورت به ℓp

∥x∥p = (
∑∞

n=١ |xn|p)
١
p , (x = (xn) ∈ ℓp).

مͬ�کنیم: تعریف زیر �صورت به را ℓ∞ همچنین

ℓ∞ = {(xn) ⊆ C; ∃K ≥ ٠ : |xn| ≤ K, ∀n ∈ N}.

همه�ی فضای ℓ∞ واقع در است. برداری فضای ͷی فضا این که مͬ�شود ثابت �سادگͬ به

نرم�دار فضای ͷی زیر تعریفشده نرم با فضا این و است مختلط اعداد از کراندار دنباله�های

است.

∥x∥∞ = sup{|xn| : n ∈ N} (x = (xn) ∈ ℓ∞).

است. باناخ فضایͬ ℓp ،١ ≤ p ≤ ∞ برای .١۶.١.١ قضیه

شود. مراجعه (٣-٢.٢) قضیه�ی [١٣] به برهان.

تصویر تابع .١٧.١.١ تعریف

ازای به صورت این در باشد. ناتهͬ مجموعه�های از متناهͬ خانواده�ای {Ai}ni=١ کنیم فرض

،١ ≤ i ≤ n هر

πi : A١ × A٢ ... × An −→ Ai,

πi(a١, a٢, ..., an) = ai.

مͬ�نامیم. iام مولفه روی A١ × A٢ × ... An تصویری تابع را



٨ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١

توپولوژی فضای .١٨.١.١ تعریف

.τ ⊆ P (X) یعنͬ، باشد؛ X زیرمجموعه�های از گردایه�ای τ و مجموعه ͷی X کنیم فرض

�کند: صدق زیر شرایط در هرگاه خوانیم، X روی توپولوژی ͷی را τ

,∅؛ X ∈ τ الف)

A؛ ∩B ∈ τ آن�گاه ،A,B ∈ τ اگر ب)

.
∪
i∈I

Ai ∈ τ آن�گاه باشد، τ اعضای از خانواده�ای {Ai}i∈I اگر پ)

توپولوژی فضای ͷی X اختصار به یا توپولوژی فضای ͷی (X, τ) گوییم صورت این در

است. باز مجموعه�ای τ از عضو هر همچنین است.

باز مجموعه�های تمام خانواده�ی آن�گاه باشد، متری فضای ͷی (X, d ) هرگاه مثال، عنوان به

(یا d متر وسیله�ی به شده تولید توپولوژی را آن که مͬ�سازد X روی توپولوژی ͷی ،X در

است. توپولوژی فضای ͷی متری فضای هر رو این از خوانیم. متری) توپولوژی

وسیله به آن توپولوژی هرگاه گوییم، پذیر متری را توپولوژی فضای ͷی .١٩.١.١ تعریف

مجموعه�ی روی گسسته متر وسیله به شده القا توپولوژی به مثال برای شود. القا متر ͷی

مͬ�گوییم. X روی گسسته توپولوژی ،P (X)

ͷی دارای آن باز پوشش هر هرگاه گوییم، فشرده را X توپولوژی فضای .٢٠.١.١ تعریف

باشد. متناهͬ زیرپوشش

هاسدورف توپولوژی فضای .٢١.١.١ تعریف

نقطه�ی دو هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم، هاسدورف فضای ͷرای (X, τ) توپولوژی فضای

داشته وجود ،y برای U ͬͽهمسای ͷی و x برای V ͬͽهمسای ͷی ،X به متعلق y و x متمایز
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هر مͬ�توان آن در که است فضایͬ هاسدورف توپولوژی فضای یعنͬ، V؛ ∩U = ϕ که باشد

کرد. جدا هم از مجزا، ͬͽهمسای دو با را متمایز نقطه دو

بر f : X −→ Y نͽاشت باشند. توپولوژی فضاهای X, Y کنیم فرض .٢٢.١.١ قضیه

ͷی f−١(V ) ،V مانند Y باز زیرمجموعه�ی هر ازای به اگر �تنها و اگر است، پیوسته X

باشد. X باز زیرمجموعه�ی

شود. مراجعه (١.٣-۴) قضیه�ی [١٣] به برهان.

پیوسته جداگانه .٢٣.١.١ تعریف

را f :
∏n

i=١Xi −→ Y نͽاشت باشند. توپولوژی فضاهای X١, ...., Xn, Y کنیم فرض

x 7−→ f(x١, ..., xi−١, x, xi+١, ..., xn)اشتͽن i ∈ N هر برای هرگاه گوییم، پیوسته جداگانه

باشد. پیوسته ،(x١, ..., xi−١, xi+١, ..., xn) ∈ {
∏n

j=١Xj : j ̸= i} هر برای ،Xi −→ Y از

خطͬ نͽاشت .٢۴.١.١ تعریف

نͽاشت ͷی را T : X −→ Y آن�گاه باشند، K میدان روی برداری فضاهای Y و X اگر

،α, β ∈ K هر و x, y ∈ X هر برای هرگاه گوییم، خطͬ

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

مͬ�دهیم. نمایش L(X,Y ) نماد با را Y به X از خطͬ نͽاشت�های تمام مجموعه�ی

دوخطͬ نͽاشت .٢۵.١.١ تعریف

T : X × Y −→ Z نͽاشت آن�گاه باشند، K میدان روی برداری فضا�های Z و Y و X اگر

باشیم: داشته α, β ∈ K هر ازای به هرگاه گویند، دوخطͬ را

T (αx١ + βx٢, y) = αT (x١, y) + βT (x٢, y), (x١, x٢ ∈ X, y ∈ Y );
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T (x, αy١ + βy٢) = αT (x, y١) + βT (x, y٢), (x ∈ X, y١, y٢ ∈ Y ).

كراندار خطͬ نͽاشت .٢۶.١.١ تعریف

گوییم، کراندار را T : X −→ Y خطͬ نͽاشت باشند. نرم�داری فضاهای Y و X فرضکنیم

،x ∈ X هر برای که باشد موجود Mای > ٠ هرگاه

∥T (x)∥ ≤ M∥x∥.

مͬ�گوییم. نیز Y به X از كراندار خطͬ عملͽر را Y به X از كراندار خطͬ نͽاشت توجه.

این مͬ�دهیم. نمایش B(X, Y ) نماد با را Y به X از كراندار و خطͬ عملͽرهای تمام فضای

است. برداری فضای زیر در شده تعریف اسͺالر ضرب و جمع عمل با فضا

(T١ + T٢)(x) = T١(x) + T٢(x);

(αT )(x) = α(T (x)).

مͬ�كنیم: تعریف زیر �صورت به را T نرم آن�گاه ،T ∈ B(X,Y ) هرگاه همچنین،

∥T∥ = sup {∥T (x)∥ : x ∈ X, ∥x∥ = ١}.

است. معادل زیر نرم�های با فوق نرم طرفͬ از

∥T∥ = sup {∥T (x)∥ : x ∈ X , ∥x∥ ≤ ١}

= sup {∥T (x)∥
∥x∥

: x ∈ X , x ̸= ٠}.

B(X,X) جای به X = Y كه صورتͬ در است. نرم�����دار فضای ͷی بالا نرم� با B(X,Y )

.B(X) مͬ�نویسیم

در شده تعریف نرم سوپریمم با B(X, Y ) آن�گاه باشد، باناخ فضای Y اگر .٢٧.١.١ قضیه

مͬ���دهد. باناخ فضای ͷی تشͺیل تعریف(١.١.٢۶)
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شود. مراجعه (٢-٢.١٠) قضیه�ی [١٣] به برهان.

با I : X −→ X همانͬ عملͽر باشد. نرم�دار فضای ͷی X کنیم فرض .٢٨.١.١ مثال

و است كراندار خطͬ عملͽر ͷی I(x) = x ضابطه�ی

∥I∥ = sup {∥I(x)∥ : x ∈ X, ∥x∥ = ١} = ١.

باشد. ∥ f ∥= sup{|f(x)| : ٠ ≤ x ≤ ١} نرم با X = C[٠,١] فرضکنیم .٢٩.١.١ مثال

x ∈ [٠,١] و f ∈ C[٠,١] هر ازای به T (f)(x) = xf(x) ضابطه�ی با را T : X −→ X عملͽر

داریم: f, g ∈ X و α ∈ K هر ازای به زیرا است، خطͬ عملͽر ͷی T مͬ�کنیم. تعریف

T (αf + g)(x) = x(αf + g)(x)

= x(αf(x) + g(x))

= αxf(x) + xg(x)

= αT (f)(x) + T (g)(x)

= (αT (f) + T (g))(x). (x ∈ [٠,١])

داریم: نرم سوپریمم تعریف به بنا f ∈ X هر ازای به همچنین

|T (f)(x)| = |xf(x)|

= |x||f(x)|

≤∥ x ∥∥ f ∥

(١) .∥ T ∥≤ ١ نتیجه در
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آن�گاه دهیم، قرار f = I هرگاه طرفͬ، از

∥ Tf ∥ = sup{|xf(x)| : ٠ ≤ x ≤ ١}

= sup{x٢ : ٠ ≤ x ≤ ١}

= ١.

(٢) .١ =∥ Tf ∥≤∥ T ∥∥ f ∥=∥ T ∥ بنابراین

.∥ T ∥= ١ گرفت، نتیجه مͬ�توان (٢) و (١) روابط از حال

نرم�دار فضای دو بین T : X −→ Y خطͬ عملͽر ازای به زیر احͺام .٣٠.١.١ قضیه

هم�ارزند:

است. کراندار عملͽر ͷی T الف)

است. پیوسته صفر در T ب)

است. پیوسته T پ)

شود. مراجعه (١۴.٢٣) قضیه�ی [١] به برهان.

پایا زیرفضای .٣١.١.١ تعریف

T تحت Y ⊂ X زیرفضای آن�گاه باشد، کراندار و خطͬ عملͽر T : X −→ X کنیم فرض

.T (Y ) ⊂ Y هرگاه مͬ�شود، نامیده پایا

یͺریختͬ .٣٢.١.١ تعریف

دوسویͬ T : X −→ Y خطͬ عملͽر هرگاه باشند. ���نرم�دار فضاهای Y و X كنیم فرض

مͬ���نامیم. Y به X از یͺریختͬ را T آن�گاه باشد،
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طولپا نͽاشت .٣٣.١.١ تعریف

نͽاشت ͷی را T : X −→ Y خطͬ عملͽر باشند. نرم�دار فضا�های Y و X کنیم فرض

،x ∈ X هر برای و باشد یͺریختͬ هرگاه مͬ�نامیم، طولپا

∥T (x)∥ = ∥x∥.

هسته .٣۴.١.١ تعریف

با را T هسته صورت این در .T ∈ B(X, Y ) و باشند نرم�داری فضاهای Y و X كنیم فرض

مͬ�كنیم: تعریف زیر صورت به و داده نمایش Ker(T )

Ker(T ) = {x ∈ X : T (x) = ٠}.

است. X نرم�دار فضای از بسته زیرفضای ͷی Ker(T ) ،T كراندار و خطͬ عملͽر هر برای

خطͬ تابعك .٣۵.١.١ تعریف

تابعك ͷی را f : X −→ K خطͬ عملͽر آن�گاه باشد، K میدان روی نرم�داری فضای X اگر

داشته وجود Mای > ٠ هرگاه مͬ�نامیم، كراندار خطͬ تابعك را f همچنین مͬ�نامیم. خطͬ

.|f(x)| ≤ M∥x∥ , x ∈ X هر برای که باشد

نرم�دار فضای دوگان .٣۶.١.١ تعریف

و خطͬ تابعك�های تمام مجموعه آن�گاه باشد، K میدان روی نرم�دار فضای یك X اگر

مͬ�نامیم. X دوگان فضای را آن و مͬ�دهیم نمایش X∗ با را B(X,K) یعنͬ، X؛ روی كراندار

یك باشد، Y = K که وقتͬ (٢۶.١.١) در شده تعریف نرم و اسͺالر ضرب و جمع با X∗

است. نرمدار فضای

X∗∗ با را آن كه كرد تعریف را (X∗)∗ یعنͬ، ∗X؛ دوگان فضای مͬ�توان ترتیب همین به

مͬ�دهیم. نشان
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باناخ فضای ͷی X∗ آن�گاه باشد، X دوگان X∗ و نرم�دار فضای ͷی X اگر .٣٧.١.١ قضیه

است.

ͷی X∗ گرفت نتیجه مͬ�توان (٢٧.١.١) قضیه�ی به توجه با و است کامل ،K چون برهان.

است. باناخ فضای

است. ℓ١(X)
∗
= ℓ∞(X) یعنͬ، است؛ ℓ∞(X) برابر ℓ١(X) دوگان فضای .٣٨.١.١ قضیه

شود. مراجعه (٢.١٠-۶) قضیه�ی [١٣] به برهان.

باناخ) - (هان .٣٩.١.١ قضیه

Z بر کرانداری خطͬ ͷتابع f اگر باشد. آن از زیرفضایͬ Z و نرم�دار فضای X کنیم فرض

∥ f̃ ∥X=∥ f ∥Z که است X به Z از f̃ کراندار خطͬ توسیع دارای f آن�گاه باشد،

شود. مراجعه (۴.٢-٣) قضیه�ی [١٣] به برهان.

آن�گاه باشد، X در دلخواهͬ عضو x٠ ̸= ٠ و نرم�دار فضای ͷی X اگر .۴٠.١.١ قضیه

که دارد وجود X روی f̃ كراندار خطͬ تابعك

∥f̃∥ = ١ و f̃(x٠) = ∥x٠∥.

است. X خطͬ زیرفضای ͷی Z که است آشͺار .Z = {αx٠;α ∈ C} کنیم فرض برهان.

مͬ�كنیم: تعریف زیر صورت به Z روی را f خطͬ تابعك

f(x) = f(αx٠) = α∥x٠∥ (x ∈ Z). (∗)


