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قدردانͬ

را متعال پروردگار معرفتشعاجز. ژرفای در خرد و است عنایتش΄رشقاصر از زبان که را سپاسخداوندی و حمد

نویدبخش پاسگرمای به نور، بارقۀ هشتمین از است. بوده یاری·رم زندگͬ تمام نهانشدر و پیدا عنایت که شاکرم

متش΄رم. است بوده گرمابخشم زندگͬ، ایام سردترین در که امنش حرم

مراتب تا مͬ�دانم لازم خود بر میرسانم پایان به را تحصیلاتم از دی·ری مرحلۀ بزرگ خداوند عنایت با که اکنون

که ویش΄ͬ ابراهیمͬ دکتر آقای بالاخصجناب خود علمͬ و اخلاقͬ اساتید همۀ از را خویش قلبی امتنان و سپاس

نظرات و راهنمائیها مدیون را مجموعه این نگارش افتخار و آموختهام نکتهها و چیده خوشهها دانششان خرمن از

همچنین دارم. تمنا بهروزی و موفقیت ایشان برای تعالͬ و تبارک خداوند از نمایم. ابراز هستم، ایشان ارزشمند

دارم. را تش΄ر کمال بودهاند مجموعه این نگارش در من مشاور که میرزاوزیری دکتر آقای جناب ارجمند استاد از

اسحاقͬ دکتر آقای جناب مصلحیان، صال دکتر آقای جناب حجازیان، دکتر خانم سرکار بزرگوار اساتید از

متش΄رم. بسیار کردهاند تقبل را مجموعه این داوری و مطالعه زحمت که اصفهانͬ نصر دکتر آقای جناب و گرجͬ

نحوی به که دوستانͬ تمامͬ آموزشو ادارۀ رایانه، واحد انتشارات، واحد کتابخانه، محترم مسئولین تمامͬ از

سپاس·زارم. بودهام برخوردار هم΄اریشان از

هر که مهربانم همسر و دلسوز مادر و پدر مخصوصاً عزیزم خانوادۀ صدر سعۀ و همدلͬ حوصله، از پایان در

سپاس·زارم. قلباً آنهاست مساعدت و یاری از دارم چه

رمضانپور محمد

١٣٨٨ شهریور
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چ΄یده:

قرار مطالعه مورد را A∗ درونگرای فضاهای زیر روی A-مدولͬ همریختͬهای کراندار، تقریبی همانͬ دارای A باناخ جبر ΁ی برای

مشخصهسازی چند ∗∗Aباشد. ایدهآل ΁یA اگر فقط و اگر ∗Aنرمالند روی A-مدولͬ همریختͬهای تمام که مͬدهیم نشان و داده

موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه که حالتͬ در بعلاوه آͬوریم. م بدست نیز را G موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه گسستگͬ و فشردگͬ برای

نتیجه ΁ی عنوان به است. ی΄متری ی΄ریخت جبری طور M(G)به با L١(G) ضرب·رهای جبر مͬدهیم نشان باشد پذیر Gهممیانگین

سوألͬ به است مثبتͬ جواب M(G)که = Z(LUC(G)∗) و LUC(G) = WAP(G) اگر فقط و اگر است Gفشرده مͬکنیم ثابت

است. شده مطرح رونده توسط که

Gباشد از ی΄انͬ همنمایش ΁ی Uα و N نویمان فون جبر Gروی موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه چپ عمل ΁ی α کنید فرض همچنین

است چپ پذیر میانگین (N, α) دوتایی مͬدهیم نشان و نموده معرفͬ (N, α) دوتایی برای را P٢ و P١ رایتر خواص .α = αU که

همنمایش اگر فقط و اگر است P٢ رایتر خاصیت دارای (N, α) دوتایی و باشد P١ رایتر خاصیت دارای (N, α) دوتایی اگر فقط و اگر

عنوان به کͬند. م کوتاهتر را رونده و داوز مقالۀ اصلͬ نتایج اثباتهای اح΄ام این از خاصͬ حالت WCPباشد. خاصیت دارای Uα ی΄انͬ

فقط و اگر است چپ پذیر میانگن HU هیلبرت فضای روی G موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه از U ی΄انͬ همنمایش داریم؛ نتیجه ΁ی

(B(HU ), αU ) دوتایی اگر فقط و اگر WCPاست خاصیت دارای U و باشد P١ رایتر خاصیت دارای (B(HU ), αU ) دوتایی اگر

باشد. P٢ رایتر خاصیت دارای

راهنما استاد امضاء
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پیش·فتار

فشردۀ گروههای به جابجایی موضعͬ فشردۀ گروههای حالت از پونتراگن١ دوگانͬ قضیۀ گسترش راستای در

در را موضعͬ فشردۀ گروههای نضریۀ گونهای به که ٢΁ک جبرهای نظریۀ ١٩٧٣ سال در بار اولین دلخواه موضعͬ

.[١١] شد، مطرح شوارتز۵ و ایناک۴ ،٣΁ک چون دانانͬ ریاضͬ توسط بردارد

΁ک جبر ΁ی شرایط در که شد ارائه ورونویچ٧ و درینفلد۶ توسط مثالهایی ١٩٨٧ و ١٩٨۵ سالهای حدود در

مانند مفاهیمͬ تعریف به منجر که مͬدادند نشان خود از ΁ک جبرهای مشابه بسیار خواصͬ ولͬ نمͬکردند صدق

شدند. فشرده کوانتومͬ گروههای و جبری کوانتومͬ گروههای

موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروههای مفهوم تعریف به موفق ،[٢٣] کسترمنز٩، و ویس٨ ٢٠٠٠ سال در سرانجام

داشت. بر در را فشرده کوانتومͬ گروههای هم و ΁ک جبرهای هم که شدند

و L١(G) گروهͬ جبر مورد در مجرد ΁هارمونی آنالیز در موجود نتایج از بعضͬ ١٠ رونده [۴۶] و [۴۴] در

١Pontrjagin duality
٢Kac algebra
٣G. L. Kac
۴M. Enock
۵J. M. Schwartz
۶V. G. Drinfeld
٧S. L. Woronowicz
٨S. Vaes
٩J. Kustermans
١٠V. Runde

۴
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هر برای که داد نشان او مثال عنوان به داد. گسترش موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروههای به را A(G) فوریۀ جبر

باشد. فشرده G اگر فقط و اگر است L١(G)∗∗ ایدهآل ΁ی L١(G) باناخ جبر G موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه

این به ترتیب به Gs = (VN(G),Γs, φs, ψs) و Ga = (L∞(G),Γa, φa, ψa) خاص حالتهای در ح΄م این

΁ی A(G) و ،[١۵] باشد، Gفشرده اگر فقط و اگر است L١(G)∗∗ ایدهآل ΁ی L١(G) که است بیان قابل صورت

.[٣.٧ قضیۀ ،٢٧] باشد، گسسته G اگر فقط و اگر است A(G)∗∗ ایدهآل

روی مجرد ΁هارمونی آنالیز از دی·ری نتایج است، [۴١] و [۴٠] از گرفته بر آن اصلͬ مطالب که رساله، این در

مͬدهیم. گسترش موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروههای به را موضعͬ فشردۀ گروههای

ͽجم را بعد فصول در نیاز مورد مقدمات نمودیم سعͬ اول فصل در که است فصل چهار بر مشتمل رساله این

کنیم. آوری

فون جبرهای تعریف با را فصل این مͬپردازیم. موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروههای معرفͬ به دوم فصل در

نویمان فون جبرهای عملهای است، شده گرفته [۴١] از که فصل، این دوم بخش در و مͬکنیم آغاز هاف نویمان

ثابت را عملها این میانگینپذیری معادل شرایطͬ و مͬدهیم قرار مطالعه مورد را نویمان فون جبرهای روی هاف

مͬدهیم. قرار بررسͬ مورد را موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروههای فصل این سوم بخش در سرانجام مͬکنیم.

بررسͬ مورد را ΁ی کران با تقریبی، همانͬ Aدارای باناخ جبر ΁ی مدولͬ همریختͬهای ابتدا فصلسوم در

همۀ جبر مͬدهیم نشان X ⊆ A∗ · A ∗Aکه از X درونگرای فضای زیر ΁ی برای مثال عنوان به مͬدهیم. قرار

همریختͬ ح΄م این از استفاده با است. ی΄متری جبری ی΄ریخت X ∗ با X روی راست A-مدولͬ همریختͬهای

فشردۀ کوانتومͬ گروه ΁ی که مͬدهیم خاصنشان حالت در مشخصمͬکنیم. ∗Aرا روی نرمال هایA-مدولͬ

نرمال L∞(G) روی (G)L١-مدولͬ همریختͬهای تمام اگر فقط و اگر است فشرده G پذیر هممیانگین موضعͬ

تمام اگر فقط و اگر است گسسته G موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه ΁ی که مͬدهیم نشان همچنین باشند.

در را [٢۶] و [٢۵] نتایج از بسیاری بخش این نتایج باشند. نرمال M(G) روی (G)C٠-مدولͬ همریختͬهای

بردارد.

جبر که مͬدهیم نشان G پذیر هممیانگین موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه برای فصل این دوم بخش در

دریجتͬ و ،[۵٣] وندل١١، نتیجۀ دو ح΄م این است. ی΄متری ی΄ریخت جبری M(G)بطور با L١(G) ضرب·رهای

١١J. G. Wendel
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با که عمل·رهائͬ و ضرب·رها بین روابط بعضͬ بردارد. در را A(G) و L١(G) ضرب·رهای جبر مورد در ،[٩] ،١٢

دادهایم. قرار بحث مورد بخش این در موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروههای حالت در نیز را مͬشوند جابجا انتقالات

هممیانگین موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه ΁ی G اگر که مͬدهیم نشان فصل این سوم بخش در سرانجام

و اگر پوشاست Θ که دارد وجود LUC(G)∗ M(G)به از Θ مانند ی΄متری جبری همریختͬ ΁ی آنگاه باشد پذیر

شده مطرح رونده توسط که مسئلهای به مثبت ͺپاس ΁ی و کرده استفاده ح΄م این از باشد. فشرده G اگر فقط

G آنگاه باشد پذیر هممیانگین موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه ΁ی G اگر مͬدهیم نشان ͽواق در مͬدهیم. است

[٢٨] نتایج از بسیاری .Θ(M(G)) = Z(LUC(G)∗) و LUC(G) = WAP(G) اگر فقط و اگر است فشرده

هستند. بخش این نتایج از خاصͬ حالات [٢٩] و

در GرویNباشد. موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه از چپ عمل ΁ی α و نویمان فون جبر ΁یN فرضکنید

با خاصیت این مͬدهیم نشان و نموده تعریف (N, α) دوتایی برای را P١ رایتر خاصیت چهارم فصل اول بخش

[۴.۵ قضیۀ ،٨] ،[٣.٢ گزارۀ ،٣١] ،[۴.٣ قضیۀ ،۴] اح΄ام ح΄م، این است. معادل (N, α) چپ پذیری میانگین

ی΄انͬ همنمایش مͬدهیم نشان ح΄م این از نتیجهای بعنوان بردارد. در خاص حالتهای در را [١.١٣ گزارۀ ،۴٨] و

دوتایی اگر فقط و اگر است چپ پذیر میانگین HU هیلبرت فضای روی G موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه از U

باشد. P١ رایتر خاصیت دارای (B(HU ), αU )

فصل این دوم بخش در α = αUα که باشد ی΄انͬ همنمایش ΁ی Uα کنید فرض (N, α) دوتایی برای

رایتر خاصیت دارای (N, α) دوتایی مͬدهیم نشان و مͬکنیم تعریف (N, α) دوتایی برای را P٢ رایتر خاصیت

همنمایش مͬدهیم نشان ح΄م این از نتیجهای بعنوان WCPباشد. خاصیت دارای Uα اگر فقط و اگر است P٢

فقط و اگر WCPاست خاصیت دارای HU هیلبرت فضای روی G موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروه از U ی΄انͬ

باشد. P٢ رایتر خاصیت دارای (B(HU ), αU ) دوتایی اگر

جبرهای و موضعͬ فشردۀ کوانتومͬ گروههای راست عملهای بررسͬ به فصل این سوم بخش در سرانجام

مͬپردازیم. نویمان فون جبرهای روی هاف نویمان فون

١٢A. Derighetti



١ فصل

نیازها پیش و مقدمات

کرده سعͬ رساله طول در گͬیرند. م قرار استفاده مورد بعد فصلهای در که پͬردازیم م مطالبی بیان به فصل این در

برهان بتواند دی·ر ͽمراج به مراجعه بدون خواننده تا شود آورده مجموعه همین در نیاز مورد نتایج تمامͬ که ایم

کرده خودداری اح΄ام این برهان ارایۀ از کلام اطالۀ و تکرار از پرهیز برای همچنین کند. دنبال را اصلͬ قضایای

نمودهایم. بسنده ͽمراج ذکر به تنها و

باناخ جبرهای ١.١

درونگرای فضاهای زیر خواص بررسͬ به متناهͬ، رتبۀ از عمل·رهای و باناخ فضاهای معرفͬ از بعد بخش این در

[۴٣] و [٣٧] ،[۵] ͽمراج به مͬتوانید زمینه این در بیشتر اطلاعات کسب برای پرداختهایم. باناخ جبر ΁ی دوگان

نمایید. مراجعه

٧



٨ نیازها پیش و مقدمات .١ فصل

باناخ فضاهای ١.١.١

هر برای هرگاه گوییم محدب٢ را S ⊆ X باشد. C میدان روی ١ نرمدار فضای ΁ی (X, ∥.∥) کنید فرض

صورت به و داده نمایش co(S) با را S محدب٣ پوستۀ .tS + (١− t)S ⊆ S باشیم داشته t ∈ [٠,١]

co(S) = {
n∑
i=١

tixi ;
n∑
i=١

ti = ١, ti ≥ ٠, xi ∈ S}

مͬکنیم فرض k ∈ R+ هر برای و مͬشناسیم نرم توپولوژی با را X روی توپولوژی مͬکنیم. تعریف

X[k] = {x ∈ X; ∥x∥ ≤ k} و X(k) = {x ∈ X; ∥x∥ < k}.

ترکیبات تمام مجموعۀ یعنͬ ،S توسط شده تولید فضای زیر ،S با را توپولوژی این در S بستار آنگاه S ⊆ X اگر

پس مͬدهیم نمایش [S] با را S توسط شده تولید بستۀ فضای زیر و < S > با را ،S عناصر متناهͬ خطͬ

نمایش xi → x صورت به را توپولوژی این در x ∈ X به {xi} ⊆ X تور هم·رایی همچنین .[S] = < S >

مͬدهیم.

چنان C ∈ R+ هرگاه گوییم ۴ کراندار را T : X → Y خطͬ تبدیل باشد نرمدار فضای دو X,Y کنید فرض

کراندار خطͬ تبدیل ΁ی T : X → Y اگر .∥T (x)∥ ≤ C∥x∥ باشیم داشته x ∈ X هر برای که باشد موجود

صورت به را T عمل·ری۵ نرم آنگاه باشد

∥T∥ = inf{C; ∀x ∈ X, ∥T (x)∥ ≤ C∥x∥}

صورت این در باشد. Y به X از کراندار و خطͬ تبدیلات همۀ مجموعۀ B(X,Y) مͬکنیم فرض و مͬکنیم تعریف

داریم و است نرمدار فضای ΁ی همواره عمل·ری نرم همراه به B(X,Y)

∥T∥ = sup{∥Tx∥; x ∈ X[١]}.

١Normed space
٢Convex
٣Convex hull
۴Bounded
۵Operator norm



٩ نیازها پیش و مقدمات .١ فصل

C به X نرمدار فضای از خطͬ تبدیل هر مͬدهیم. نمایش B(X) با را B(X,X) رساله این در بیشتر راحتͬ برای

با را آن و گوییم X دوگان۶ را Xروی کراندار و خطͬ تابعکهای تمام مجموعۀ و نامیده Xروی تابعکخطͬ ΁ی را

نرمدار فضای ΁ی عمل·ری نرم همراه به X∗ بنابراین .X∗ = B(X,C) سادهتر عبارت به مͬدهیم. نمایش X∗

است.

تابع آنکاه باشد نرمدار فضای ΁ی (X, ∥.∥) گاه هر

d : X × X → R+, d(x, y) = ∥x− y∥

گوییم. باناخ٧ فضای ΁ی را (X, ∥.∥) آنگاه باشد کامل ΁متری فضای ΁ی (X, d) هرگاه است. X روی متر ΁ی

نسبت گاه هر گوییم خطͬ دو را T : X × Y → Z نگاشت باشند نرمدار فضای سه Z و Y,X کنید فرض

چنان C ∈ R+ هرگاه گوییم ٨ کراندار را T : X × Y → Z خطͬ دو تبدیل باشد. خطͬ مؤلفهها از ΁ی هر به

نرم صورت این در .∥T (x, y)∥ ≤ C∥x∥∥y∥ باشیم داشته y ∈ Y هر و x ∈ X هر برای که باشد موجود

صورت به را T عمل·ری

∥T∥ = inf{C; ∀x ∈ X, y ∈ Y, ∥T (x, y)∥ ≤ C∥x∥∥y∥}

در باشد Z به X × Y از کراندار و خطͬ دو تبدیلات همۀ مجموعۀ B(X,Y; Z) مͬکنیم فرض و مͬکنیم تعریف

داریم و است نرمدار فضای ΁ی همواره عمل·ری نرم همراه به B(X,Y; Z) صورت این

∥T∥ = sup{∥T (x, y)∥; x ∈ X[١], y ∈ Y[١]}.

صورت این در باشند نرمدار فضای سه Z و Y,X کنید فرض ([۴.٣ و ۴.١ قضایای ،۴٣]) .١.١.١ گزاره

است؛ باناخ فضایی نیز B(X,Y) آنگاه باشد باناخ فضایی Y اگر •

است؛ باناخ فضایی نیز B(X,Y;Z) آنگاه باشد باناخ فضایی Z اگر •

.∥x∥ = sup{|f(x)|; f ∈ X∗
[١]} داریم x ∈ X هر برای و است باناخ فضایی X∗ •

۶Dual
٧Banach space
٨Bounded
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دهید: قرار باشد X فضای زیر ΁ی M و باناخ فضای ΁ی X کنید فرض

M⊥ = {f ∈ X∗ ; f |M = ٠},

X/M = {x+ M ; x ∈ X},

∥x+ M∥ = inf{∥x+m∥ ; m ∈ M}.

بود. خواهد باناخ فضای ΁ی فوق نرم با X/M آنگاه باشد نیز بسته M هرگاه

گوییم .T ∈ B(X,Y) و باشند نرمدار فضای دو Y و X کنید فرض

∥Tx∥؛ = ∥x∥ باشیم داشته x ∈ X هر برای هرگاه است ی΄متری٩ T .١

∥Tx∥؛ ≤ ∥x∥ باشیم داشته x ∈ X هر برای هرگاه است انقباض١٠ͬ T .٢

باشد؛ پوشا و ΁ی به ΁ی T هرگاه است ی΄ریخت١١ͬ T .٣

باشد. ی΄متری T̄ : X/ kerT → Y نگاشت هرگاه است قسمت١٢ͬ خارج نگاشت T .۴

. مͬپردازیم Lp فضاهای معرفͬ به آنها بین ی΄ریختͬهای و باناخ فضاهای از مثالͬ عنوان به

شمارش حداکثر Xاجتماع هرگاه گوییم σ-متناهͬ µرا اندازۀ باشد اندازه ی΁فضای (X,M , µ) فرضکنید

مͬ و است برقرار جا همه تقریباً X روی P (x) خاصیت گوییم باشد. متناهͬ اندازۀ با مجموعههای از پذیری

هرگاه P (x) a.e نویسیم

µ({x ∈ X ; ∼ P (x)}) = ٠.

.f−١(A) ∈ M باشیم داشته C در A باز مجموعۀ هر برای هرگاه گوییم اندازهپذیر را f : X → C تابع

دهید قرار p ∈ [١,∞) و Xباشد روی اندازهپذیر تابع ΁ی f کنید فرض

∥f∥p =
(∫

X
|f |p dµ

) ١
p

∥f∥∞ = inf{c ≥ ٠ ; |f(x)| ≤ c a.e}.

٩Isometry
١٠Contractive
١١Isomorphism
١٢Quetient map
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صورت به p ∈ [١,∞] هر برای را Lp(X,µ) فضای و [f ] = {g ; f(x) = g(x) a.e} کنید فرض

Lp(X,µ) = {[f ]; f : X → C, است اندازهپذیر تابعͬ f, ∥f∥p <∞}

.[۶.٨ و ۶.۶ قضایای ،١۴] بود، خواهد باناخ فضایی Lp(X,µ) صورت این در کنید. تعریف

صورت این در باشد اندازه فضای ΁ی (X,M , µ) کنید فرض ([۶.١۵ و ۶.١۴ قضایای ،١۴]) .٢.١.١ گزاره

∗Lp(X,µ)؛ = Lq(X,µ) آنگاه ١p + ١
q = ١ و p, q ∈ (١,∞) اگر •

.L١(X,µ)∗ = L∞(X,µ) آنگاه باشد σ-متناهͬ اندازۀ ΁ی µ اگر •

فضای ΁ی Yf هر که باشد، f : X → Yf نگاشتهای از ناتهͬ خانوادۀ ΁ی F و مجموعه ΁یX کنید فرض

که است X روی توپولوژی کوچ΄ترین X روی F خانوادۀ توسط شده تولید ضعیف توپولوژی است. ΁توپولوژی

مͬشناسیم. F-توپولوژی نام با سادگͬ برای را فوق توپولوژی پیوستهاند. F اعضای همۀ آن به نسبت

X رساله این در گوییم. X روی ضعیف توپولوژی را X روی ∗X-توپولوژی باشد نرمدار فضای ΁ی X اگر

صورت به را توپولوژی این در S ⊆ X بستار مͬدهیم. نمایش (X,w) صورت به را ضعیف توپولوژی به مجهز

هم·رای X در {xi} ⊆ X تور اگر گوییم. ضعیف هم·رایی را توپولوژی این در هم·رایی و داده نمایش Sw

f ∈ X∗ هر برای اگر فقط و اگر xi
w−→ xپس مͬدهیم. نشان xi

w−→ x نماد با آنرا باشد، x ∈ X به ضعیف

است. ضعیفتر نرم توپولوژی از همواره X روی ضعیف توپولوژی .f(xi) → f(x) باشیم داشته

.Ew = E آنگاه باشد محدب E ⊆ X و نرمدار فضای ΁ی X کنید فرض ([٣.١٢ قضیۀ ،۴٣]) .٣.١.١ گزاره

f ∈ M∗ فضایXو زیر ΁یM نرمدار، Xی΁فضای فرضکنید ([۵.٨ قضیۀ باناخ١٣)([١۴، - هان ) .۴.١.١ قضیه

.∥F∥ = ∥f∥ و F |M = f که دارد وجود F ∈ X∗ صورت این در

صورت به f ∈ X∗ هر برای را x̂ ∈ X∗∗ عنصر x ∈ X هر برای و باشد نرمدار فضای ΁ی X کنید فرض

قضیۀ ،١۴] است، خطͬ ی΄متری ΁ی x 7→ x̂ : X → X∗∗ نگاشت صورت این در کنید. تعریف x̂(f) = f(x)

دهید قرار .[۵.٨

X̂ = {x̂; x ∈ X}.

١٣Hahn - Banach
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زیر ΁ی عنوان به را X نگاشت̂، و بود خواهد X∗∗ باناخ زیرفضای ΁ی X̂ لذا است باناخ فضای ΁ی X∗∗ چون

خواهیم باشد باناخ فضایی خود X اگر خاص حالت در گوییم. X تتمیم١۴ را X̂ مͬنشاند. X̂ در چ·ال فضای

از .X̂ = X∗∗ سادهتر عبارت به باشد. نگاشت̂پوشا هرگاه گوییم بازتابی١۵ را X باناخ فضای .X = X̂ داشت

مͬگیریم. ی΄ͬ X̂ با را X لذا و x̂ ∈ X∗∗ با را x ∈ X بعد به این

X∗ رساله این در گوییم. X∗ روی ضعیف* توپولوژی را X∗ روی X-توپولوژی باشد نرمدار فضای ΁ی X اگر

به را توپولوژی این در S ⊆ X∗ بستار مͬدهیم. نمایش (X∗,w∗) صورت به را ضعیف* توپولوژی به مجهز

X∗ در {fi} ⊆ X∗ تور اگر گوییم. ضعیف* هم·رایی را توپولوژی این در هم·رایی و داده نمایش Sw∗
صورت

هر برای اگر فقط و اگر fi
w∗
−→ f پس دͬهیم. م نشان fi

w∗
−→ f نماد با آنرا باشد، f ∈ X∗ به ضعیف* هم·رای

ضعیفتر آن روی ضعیف توپولوژی از همواره X∗ روی ضعیف* توپولوژی .fi(x) → f(x) باشیم داشته x ∈ X

است.

ضعیف* فشردۀ ،X∗
[١] آنگاه باشد نرمدار فضای ΁ی X اگر ([۵.١٨ قضیۀ آلاقلو١۶)([١۴، - باناخ ) .۵.١.١ قضیه

است.

صورت این در باشد نرمدار فضای ΁ی X کنید فرض ([۵.۴.١ گزارۀ گلدشتاین١٧)([٧، ) .۶.١.١ قضیه

X[k]؛
w∗

= X∗∗
[k] داریم k ∈ R+ هر برای •

.Xw∗
= X∗∗ •

∥T ∗∥ = که دارد وجود T ∗ ∈ B(Y∗,X∗) منحصربفرد عمل·ر باشند. نرمدار فضاهایی Y و X کنید فرض

که است ͹واض گوییم. T الحاق١٨ را T ∗ .[۴.١٠ قضیۀ ،۴٣] ،T ∗(f) = f ◦ T داریم f ∈ Y∗ هر برای و ∥T∥

است. پیوسته T ∗ : (Y∗,w∗) → (X∗,w∗) یعنͬ است نرمال همواره T ∗

١۴Completion
١۵Reflexive
١۶Banach - Alaoglu
١٧Goldestein
١٨Adjoint
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موارد صورت این در .T ∈ B(X,Y) و باشند باناخ فضاهایی Y و X کنید فرض ([۴.١۴ قضیۀ ،۴٣]) .٧.١.١ گزاره

معادلند: هم با زیر

است؛ بسته T (X) ⊆ Y •

است؛ ضعیف* بستۀ T ∗(Y∗) ⊆ X∗ •

است. بسته T ∗(Y∗) ⊆ X∗ •

است. ۴.١.١ باناخ - هان قضیه نتیجۀ زیر گزارۀ

هم با زیر موارد آنگاه T ∈ B(X,Y) و باشند نرمدار فضای دو Y و X اگر ([A.٢.١ رابطۀ ،١٠]) .٨.١.١ گزاره

معادلند:

است؛ ی΄متری T •

است. قسمتͬ خارج نگاشت ΁ی T ∗ •

موارد .T ∈ B(X,Y) و باشند نرمدار فضای دو Y و X کنید فرض ([A.٢.٢ و A.٢.٣ روابط ،١٠]) .٩.١.١ گزاره

ب·یرید: نظر در را زیر

است؛ قسمتͬ خارج نگاشت ΁ی T (الف)

است. ی΄متری T ∗ (ب)

معادلند. هم با مورد دو باشد باناخ فضای ΁ی X اگر ⇐(ب). (الف) صورت این در

T ∈ B(X,Y) گوییم صورت این در باشند باناخ فضاهایی Y و X کنید فرض

باشد؛ متناهͬ بعد دارای T (X) ⊆ Y هرگاه است متناه١٩ͬ رتبه از .١

١٩Finite rank



١۴ نیازها پیش و مقدمات .١ فصل

باشد؛ فشرده Y در T (X[١]) بستار هرگاه است فشرده٢٠ .٢

باشد. ضعیف فشردۀ Y در T (X[١]) بستار هرگاه است ضعیف٢١ فشردۀ .٣

K(X,Y) با ترتیب به را Y باناخ فضای Xبه باناخ فضای از متناهͬ رتبۀ از و فشرده عمل·رهای همۀ مجموعۀ

.F(X) و K(X) مͬنویسیم سادگͬ برای X = Y هرگاه و مͬدهیم نمایش F(X,Y) و

صورت این در باشند باناخ فضاهایی Y و X کنید فرض ([۴.١٩ و ۴.١٨ قضیۀ ،۴٣]) .١٠.١.١ گزاره

F(X,Y)؛ ⊆ K(X,Y) •

T؛ ∈ F(X,Y) آنگاه باشد بسته T (X) ⊆ Y و T ∈ K(X,Y) اگر •

.T ∗ ∈ K(Y∗,X∗) اگر فقط و اگر T ∈ K(X,Y) •

ذکر را آن اثبات خاطر همین به داریم نیاز آن به بعدی فصلهای در که است قبل گزارۀ دو از نتیجهای زیر ح΄م

مͬکنیم.

.T ∗ ∈ F(Y∗,X∗) اگر فقط و اگر T ∈ F(X,Y) آنگاه باشند باناخ فضاهایی Y و X اگر .١١.١.١ نتیجه

پس است متناهͬ بعد دارای T (X) ⊆ Y چون و T ∈ K(X,Y) بنابراین T ∈ F(X,Y) کنید فرض برهان.

T ∗(Y∗) ⊆ X∗ و T ∗ ∈ K(Y∗,X∗) که مͬشود نتیجه ٧.١.١ و ١٠.١.١ گزارههای از بنابراین است. بسته

T ∗∗ ∈ اینکه از مطلب عکس .T ∗ ∈ F(Y∗,X∗) که مͬدهد نتیجه ١٠.١.١ گزارۀ بنابراین است. بسته

مͬشود. نتیجه T ∗∗|X = T و است نرمال T ∗∗ ،F(X∗∗,Y∗∗)

x ∈ X هر برای را Ty,f ∈ B(X,Y) صورت این در .f ∈ X∗ و y ∈ Y باناخ، فضای دو Y و X کنید فرض

صورت به

Ty,f (x) = f(x)y

٢٠Compact
٢١Weakly compact



١۵ نیازها پیش و مقدمات .١ فصل

که داد نشان مͬتوان ی΁است. رتبۀ از Ty,f ∈ F(X,Y) که است ͹واض مͬکنیم تعریف

F(X,Y) =< Ty,f ; f ∈ X∗, y ∈ Y > و F(X,Y) ⊆ K(X,Y)

هیلبرت فضاهای برای تساوی ببینید. را [٢١ صفحۀ ،٣٣] مثال بعنوان نیست؛ برقرار کلͬ حالت در تساوی که

شد. خواهد اشاره آن به که است برقرار

باناخ جبرهای ٢.١.١

ضرب همراه به A برداری فضای باشد. C میدان روی جبر ΁ی A کنید فرض

a.b = ba (a, b ∈ A)

داشته x, y ∈ A هر برای هرگاه گوییم جابجایی را A جبر مͬدهیم. نمایش Aop با را آن که است جبر ΁ی نیز

که باشد موجود مͬدهیم نمایش ١ با را آن که ناصفری عنصر هرگاه گوییم ٢٢ ی΄دار را A جبر .xy = yx باشیم

a ∈ A هر برای هرگاه گوییم چپ وفادار٢٣ را A جبر .x١ = ١x = x باشیم داشته x ∈ A هر برای

aA = {ab; b ∈ A} = {٠}

و چپ وفادار هرگاه گوییم وفادار را A جبر کرد. تعریف را راست وفادار مͬتوان مشابه بطور .a = ٠ کند ایجاب

باشد. راست وفادار

ایده ΁ی Aرا از I جبر زیر باشد. بسته ضرب تحت X هرگاه Aگوییم جبر زیر ΁ی Aرا جبر از X زیرفضای

مشابه طور به راست ایدهآل .xa ∈ I باشیم داشته a ∈ I هر و x ∈ A هر برای هرگاه گوییم A چپ آل٢۴

باشد. A چپ ایدهآل ΁ی و راست ایدهآل ΁ی اگر گوییم A ایدهآل ΁ی را I مͬشود. تعریف

باشیم داشته x, y ∈ A هر برای و بوده Aی΁جبر هرگاه گوییم نرمدار٢۵ ی΁جبر را (A, ∥.∥) نرمدار فضای

∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥.

٢٢Unital
٢٣Faithful
٢۴Ideal
٢۵Normed algebra


