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:ଘم৤قدৎ

৳ماਗیইسا਩ی଒دوඋࢾشاندارم.
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঻نام೯دا
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ و

که است کیمیایی معرفت شهودی های جلوه تجلͬ و بدیع معانͬ کشف و علم پویای رمز و راز
خاک دربند انسان سلم، و آله و علیه الʓه صلͬ مͺرم نبی نورانͬ ی سیره و سیما برکت به علم آسمان
زیبا چه و شود سیراب معارف ی چشمه از که علمͬ خرم چه و . خواند مͬ حضور معراج به را
بنایی باشͺوهͬ، معماری چه و شود معطر محمدی گلستان بوی و عطر به پرنیانش قبای که دانشͬ
و معنوی سروش به علم آباد کاخ امروز و بیابد. النبی درمدینه ریشه آن فرهنگ و هویت سنگ که
به آن اعتلای راه در آن آبادانͬ حفظ بر علاوه که است راهنمایانͬ محتاج پیش از بیش او پیام مفهوم

نمایند. محبت خویش فرزندان
بزرگوارم: راهنمای استاد عبادی قدرت دکتر آقای جناب

گويم سپاس چͽونه بخشيد. مͯ نور را انديشه ظلمت و هستيد جان ͯͺتاري بخش روشنايی شما
شما آموزي علم تأثير گويم سپاس چͽونه است. يقين و عشق از سرشار كه را شما لطف و مهربانͬ
همه اين مقابل در آري است. ساخته فروزان وجودم محقر ي كلبه بر را هدايت روشن چراغ كه را

وصف. كلام نه و است سپاس توان نه مرا شما شͺوه و عظمت
گرانقدرم: مشاور استاد حجتͬ رضا غلام دکتر آقای جناب

پایان�نامه این آماده�سازی در و فرمودید تقبل را پایان�نامه این مشاوره�ی و مطالعه زحمات این��که از
دارم. را امتنان کمال دادید، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن، نحو به

من حامͬ و مشوق همواره دانش و علم کسب راه در که خانواده�ام اعضای تمامͬ از پایان در
مͬ�نمایم. سپاسͽزاری نمودند هموار مرا تحصیل راه خود، بر مشͺلات تمام قبول با و بودند

شدم. کامران خود همت منتهای بر خدا از کردم طلب چه هر که خدا شͺر

ඇඖناਪیඵැراਗی ૡં༙ه
۱۳۹۲

پنج



فاطمه نام: بیرامͬ مینایی دانشجو: خانوادگͬ نام

ناقص رتبه با مربعات کمترین مسائل AORبرای تکراری روشهای عنوان:

عبادی قدرت دکتر : راهنما استاد

حجتͬ رضا غلام دکتر : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

١٠٠ صفحات: تعداد ١٣٩٢ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

،JOR تکراری ،روش AOR تکراری روش ناقص، رتبه�ی مربعات، کمترین مسائل واژه�ها: کلید
بهینه همͽرایی بهینه،عامل پارامترهای همͽرایی، شبه

چͺیده

با مربعات کمترین مسائل برای AOR تکراری روش همͽرایی شبه بررسͬ به پایان�نامه، این در
برای کافͬ و لازم شرایط همچنین مͬ�شود. پرداخته خطͬ سیستم�های در ناقص رتبه از نرم مͬ�نیمم
را متناطر همͽرایی عامل و بهینه های پارامتر مͬ�شود. ارائه JOR و AOR روش�های همͽرایی شبه

مͬ�شود. آورده بدست



مقدمـه

توجه مورد اخیر سال�های در که هستند بالایی اهمیت با محاسباتͬ مسائل مربعات، کمترین مسائل
،ͷژنتی اقتصاد، آمار، همانند عملͬ و تحقیقͬ بخش�های در مسائل، این�گونه گرفته�اند. قرار زیادی
تصویر پردازش و توموگرافͬ مولͺولͬ، ساختمان�های شناسͬ، زلزله مطالعات دیفرانسیل، معادلات
حل را مربعات کمترین مسائل که روش�هایی به راجع زیادی بررسͬ�های مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد
بررسͬ مورد را ناقص رتبه�ی با مربعات کمترین مسائل نامه، پایان این گرفته�اند. صورت مͬ�کنند،
مورد (SV D)تکین مقدار تجزیه�ی روش و SOR قبیل از روش�هایی توسط قبلا که مͬ�دهد قرار

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد AOR تکرار روش با اینک و گرفته�اند قرار بررسͬ
روش این گرفت. قرار استفاده مورد ٢ حاجͬ�دیموس توسط بار اولین ١٩٧٨ سال در ١ AORروش

مͬ�باشد. (١٩۵٠) ٣ متوالͬ تخفیف فوق روش از تعمیمͬ
صورت به ماتریس ͷی Am×n که طوری به Ax = b خطͬ سیستم عددی حل آوردن بدست برای
مساله حل برای ابتدا نیومن و میلر مͬ�باشد. mمولفه�ای بردار ͷی bو rank(A) = k < n ،m ≥ n

و SOR روش همͽرایی شبه بازه خودشان مقاله در آنان دادند. ارائه را بلوکͬ - ۴ ، SOR روش
را مͬ�آید بدست SORروش تکراری ماتریس ویژه مقادیر مͬ�نیمم نرم با که بهینه�ای تخفیف پارامتر
سیستم به را اولیه مساله سیستم دستگاه، جواب�های آوردن بدست برای آنها همچنین کردند. بررسͬ

. آوردند بدست را سیستم این جواب�های و کردند تبدیل افزوده

همͽرایی شبه نتایج در که داد، روشتکراریAORتوسعه به را نیومن و میلر مقاله نتایج تیان بعدها،
داشت. وجود بی�دقتͬ�های تیان مقاله

در که شده پرداخت مقدماتͬ قضیه�های و اولیه مفاهیم و تعاریف ارائه�ی به پایان�نامه اول فصل در
مستقیم روش�های و کرده بررسͬ را دستگاه�هایخطͬ دوم، فصل در است. نیاز مورد بعدی فصل�های

١Accereleted Overrelaxation
٢Hadjidiamos
٣Successive Overrelaxation

١



٢ مقدمه

در مͬ�شوند. معرفͬ مربعات کمترین مسائل سوم، فصل در مͬ�شود. ارائه آن�ها حل برای تکراری و
در است. شده ناقصحل رتبه�ی با مربعات کمترین مسائل ،AORروش از استفاده با چهارم، فصل

. مͬ�شود تایید قبل فصل احͺام قضیه�های و مطالب عددی مثالهای از استفاده با پنجم، فصل
است. شده تهیه [١۴] مقاله� اساس بر پایان�نامه این



مطالب فهرست

١ مقـدمـه

۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١

٢٠ تکراری روش�های و خطͬ دستگاه�های ٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم روش�های ١.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضرایب ماتریس معکوس روش ١.١.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوس حذفͬ روش ٢.١.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LU تجزیه بر مبتنͬ روش ٣.١.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . QR تجزیه بر مبتنͬ روش ۴.١.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکراری روش�های ٢.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییر بدون روش�های ٣.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توقف معیار ١.٣.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژاکوبی روش ٢.٣.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوس-سایدل روش ٣.٣.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . JOR روش ۴.٣.٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SOR روش ۵.٣.٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . AOR روش ۶.٣.٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییر با روش�های ۴.٢

۴۴ مربعات کمترین مسائل معرفͬ ٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مربعات کمترین مسائل انواع ١.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرامعین دستگاه�های ١.١.٣

٣



۴ مطالب فهرست

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرومعین دستگاه�های ٢.١.٣
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مربعات کمترین کاربرد ٢.٣
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . GPS ماهواره�ای سیستم ١.٢.٣

۵٨ ناقص رتبه با مربعات کمترین مسائل AORبرای تکراری روش ۴
۵٩ . . . . . ناقص رتبه با مربعات کمترین مسائل AORبرای بلوکͬ تکراری روش ١.۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه AOR تکراری روش ٢.۴

٨٢ عددی مثال ۵
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ١.۵

٩۶ مراجع

٩٨ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

۵



۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مͬ�شود. پرداخته است نیاز مورد بعدی فصل�های در که قضیه�های و تعاریف به فصل این در

n و سطری m مستطیلͬ آرایه�ی ͷی در شده مرتب و Rn در بردار n از گردایه�ای .١.٠.١ تعریف

شͺل به Aماتریس ͷی بنابراین مͬ�شود. یͷماتریسنامیده ستونͬ

A =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
... ...

am1 am2 . . . amn


مͬ�شود. داده نمایش A = (aij) با ساده طور به یا ، A = (aij)m×n با را ماتریس این که مͬ�باشد

مͬ�باشد. m× n مرتبه�ی از Aماتریس این�صورت در

ماتریسͬ آن، و مͬ�شود داده نشان AT m×nبا مرتبه�ی از Aماتریس ͷی ترانهاده��ی تعریف٢.٠.١.

مͬ�آید. به�دست Aماتریس ستون�های و تعویضسطرها با که است n×m مرتبه�ی از

AT = (aji) i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m

.AT = A اگر مͬ�شود نامیده متقارن Aماتریس .٣.٠.١ تعریف

: B ،n× p و A ،m× nماتریس دو برای همواره .۴.٠.١ گزاره

(AB)T = BTAT

صورت به را Aماتریس بتوان اگر .۵.٠.١ تعریف

A =



A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

... ...

Am1 Am2 . . . Amn


است. بلوکͬ ماتریس ͷی A گویند این�صورت در کرد، افراز



٧ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

ͷی آن، قطری عنصر هر هرگاه گویند بلوکͬ ماتریسقطری را A ،n × n ماتریس .۶.٠.١ تعریف

صورت به و باشند صفر با برابر ͬͽهم آن عناصر سایر و باشد مربعͬ ماتریس

A = diag(A11, . . . , Akk)

هستند. مربعͬ ماتریس�های �Aiiها آن در که مͬ�شود داده نشان

باشد. صفر درایه�هایش بیشتر هرگاه ماتریستنکگویند را Aماتریس .٧.٠.١ تعریف

مرتبه�ی از B ماتریس ͷی اگر است معکوس�پذیر n×n مرتبه�ی از Aماتریس گویند تعریف٨.٠.١.

که طوری به باشد داشته وجود n× n

AB = BA = I

مͬ�دهند. نشان A−1 با را آن و

باشد. وارون�پذیر هرگاه گویند ناتکین را Aماتریس .٩.٠.١ تعریف

برد دارد: وجود مهم وابسته�ی زیرفضای ×mدو n مرتبه�ی از Aماتریس هر برای .١٠.٠.١ تعریف

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به که مͬ�شوند داده نشان N(A) با که A پوچ فضای و R(A) با که A

R(A) = {b ∈ Rm|b = AX, X ∈ Rn}

N(A) = {X ∈ Rn|AX = 0}

صورت به که S⊥ فضای زیر آن�گاه باشد. Rm از زیرفضایی S کنید فرض .١١.٠.١ تعریف

S⊥ = {Y ∈ Rm|Y TX = 0, ∀X ∈ S}

مͬ�شود. نامیده S متعامد متمم مͬ�شود، تعریف

A ،m× nماتریس برای .١٢.٠.١ قضیه

داریم:

N(A) = R(AT )
⊥
, R(A)⊥ = N(AT )



٨ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

[٣] به شود رجوع برهان.

توسط آمده به�وجود زیرفضای باشد. m × n مرتبه�ی از ماتریسͬ A کنید فرض .١٣.٠.١ تعریف

فضای A ستون�های آمده به�وجود زیرفضای مͬ�شود. نامیده A سطری فضای A سطری بردارهای

مͬ�شود. نامیده A ستونͬ

مͬ�شود. داده نشان rank(A) با و مͬ�باشد A ستونͬ فضای بعد Aماتریس رتبه��ی تعریف٠.١.١۴.

غیر در باشد. rank(A) = n اگر گویند نامنفرد را A ،n × n مربعͬ ماتریس .١۵.٠.١ تعریف

گویند. منفرد را Aماتریس این�صورت

rank(A) = اگر است کامل رتبه�ی دارای m ≥ n با A ∈ Rm×n ماتریس گویند .١۶.٠.١ تعریف

ناقصاست. رتبه�ی دارای Aماتریس گویند این�صورت غیر در .n

ازای به aij = 0 هرگاه گوییم قطری را m × n مرتبه�ی از A = (aij) ماتریس .١٧.٠.١ تعریف

.s = min(m,n) آن در که مͬ�شود داده نشان A = diag(a11, . . . , ass) با و i ̸= j

،i > j ازای اگربه گویند بالامثلثͬ ماتریس ͷی را A = (aij) مربعͬ ماتریس .١٨.٠.١ تعریف

.aij = 0 ،i < j ازای به یعنͬ است، پایین�مثلثͬ بالامثلثͬ، ماتریس ترانهاده�ی .aij = 0

گویند ذوزنقه�ای ماتریسبالا ͷیm ≤ n با را Amn = (aij) مربعͬ غیر ماتریس .١٩.٠.١ تعریف

ازای به یعنͬ است، ذوزنقه�ای پایین ذوزنقه�ای، بالا ماتریس ترانهاده�ی .aij = 0 ،i > j ازای به اگر

.aij = 0 ،i < j

ͷی فقط آن ستون و سطر هر در هرگاه گویند جایͽشتͬ را P ،n × n ماتریس .٢٠.٠.١ تعریف

باشند. صفر آن عناصر سایر و باشد داشته وجود ١ عنصر

ازای به اگر گویند بالاهسنبرگͬ ماتریس ͷی را A = (aij)n×n مربعͬ ماتریس .٢١.٠.١ تعریف

،j > i+1ازای به یعنͬ است، پایین�هسنبرگͬ بالاهسنبرگͬ، ماتریس ترانهاده�ی .aij = 0 ،i > j+1

.aij = 0



٩ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

ماتریسسه�قطری باشد پایین�هسنبرگͬ هم و بالاهسنبرگͬ هم که را مربعͬ ماتریس تعریف٢٢.٠.١.

گویند.

تمامͬ ازای به هرگاه گویند اکید سطری قطری غالب را A = (aij) ماتریس .٢٣.٠.١ تعریف

:i مقادیر

|aii| >
∑
j ̸=i

|aij|.

: j مقادیر تمامͬ ازای به هرگاه گویند اکید ستونͬ قطری غالب را Aماتریس مشابها

|ajj| >
∑
i ̸=j

|aij|.

هرگاه گویند معین مثبت را An×n متقارن ماتریس .٢۴.٠.١ تعریف

∀X ∈ Rn, X ̸= 0 ⇒ XTAX > 0

هرگاه گویند معین مثبت نیمه را An×n متقارن ماتریس .٢۵.٠.١ تعریف

∀X ∈ Rn, X ̸= 0 ⇒ XTAX ≥ 0

اگر است، A ویژه�ی مقدار ͷی λ گویند باشد. n× nماتریس ͷی A کنید فرض .٢۶.٠.١ تعریف

که طوری به شود یافت X صفر مخالف بردار ͷی

AX = λX

یا

(A− λI)X = 0.

ویژه�ی جفت ͷی را (λ,X) هم�چنین گویند. λ ویژه�ی مقدار به وابسته A ویژه�ی بردار را X بردار

نامند. A



١٠ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

اگر فقط و اگر است بدیهͬ غیر جواب دارای (A− λI)X = 0 همͽن دستگاه .٢٧.٠.١ گزاره

det(A− λI) = 0.

از و λ برحسب چندجمله�ای ͷی که را PA(λ) = det(A − λI) چندجمله�ای .٢٨.٠.١ تعریف

ریشه�ی n ،A ویژه�ی مقدار n بنابراین گویند. Aماتریس مشخصه�ی چندجمله�ای مͬ�باشد، n درجه�ی

هستند. آن مشخصه�ی چندجمله�ای

داده نشان σ(A) با و مͬ�شود نامیده Aطیف ،Aماتریس ویژه�ی مقادیر مجموعه�ی تعریف٢٩.٠.١.

مͬ�شود.

ویژه�ی مقادیر آن�گاه باشند. A ماتریس ویژه�ی مقادیر λn ،. . . ،λ2 ،λ1 کنید فرض .٣٠.٠.١ قضیه

.λm
n ،. . . ، λm

2 ،λm
1 از عبارتند Am ماتریس

.[١٠] به شود رجوع برهان.

ATA ،n× nماتریس باشد. m ≥ n شرط با m× nماتریس ͷی A کنید فرض .٣١.٠.١ تعریف

. . . و σ2 ،σ1 مقادیر .(σ2
1 ≥ σ2

2 ≥ . . . ≥ σ2
n) مͬ�باشد σ2

i , i = 1, 2, . . . , n ویژه�ی مقادیر دارای

گویند. Aماتریس منفرد مقادیر را σn و

کنید فرض .٣٢.٠.١ تعریف

X =



x1

x2

...

xn


با پیوسته تابع ͷی مͬ�شود، داده نشان ∥ X ∥ صورت به که برداری نرم آن�گاه باشد. Rn در برداری

است: زیر خواص دارای که مͬ�باشد Rn روی بر حقیقͬ مقدار

∥ . ∥: Rn → R+



١١ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

∥ X ∥= 0 ⇔ X = 0 ، ∥ X ∥≥ 0 .١

∀α ∈ R ∥ αX ∥= |α| ∥ X ∥ .٢

∀X, Y ∈ Rn ∥ X + Y ∥≤∥ X ∥ + ∥ Y ∥ .٣

هستند. برداری نرم�های زیر، توابع که کرد بررسͬ مͬ�توان سادگͬ به

(ͷی نرم یا مجموع (نرم ∥ X ∥1= |x1|+ |x2|+ . . .+ |xn| .١

دو) نرم یا اقلیدسͬ (نرم ∥ X ∥2=
√
x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n .٢

ماکزیمم) نرم یا بی�نهایت (نرم ∥ X ∥∞= max1≤i≤n |xi| .٣

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به p-نرم باشد، ١ مساوی یا بزرگتر حقیقͬ عدد p اگر کلͬ، حالت در

∥ X ∥p= (|x1|p + . . .+ |xn|p)
1
p . (١.١)

نرم ͷی برداری، نرم با مشابه آن�گاه باشد، m × n ماتریس ͷی A کنید فرض .٣٣.٠.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر خواص با A ماتریسͬ

∥ . ∥: Rm×n → R+ (٢.١)

∥ A ∥= 0 ⇔ A = 0 ، ∥ A ∥≥ 0 .١

∀α ∈ R, ∥ αA ∥= |α| ∥ A ∥ .٢

∀A,B ∈ Rm×n, ∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ .٣



١٢ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

زیر صورت به A ماتریس القایی نرم باشد، X ∈ Rn و A ∈ Rm×n کنید فرض .٣۴.٠.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف

∥ A ∥p= max
X ̸=0

∥ AX ∥p
∥ X ∥p

از: عبارتند هستند، ساده�ترین محاسبه لحاظ از که p-نرم دو .٣۵.٠.١ تعریف

∥ A ∥1= max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij| ماکزیمم) ستونͬ مجموع (نرم

∥ A ∥∞= max
1≤i≤m

n∑
j=1

|aij| ماکزیمم) سطری مجموع (نرم

هرگاه همͽراست V بردار به بردارند) ها V (k) (که {V (k)}∞k=1 دنباله�ی گویند .٣۶.٠.١ تعریف

lim
k→∞

V
(k)
i = Vi, i = 1, 2, . . . , n

A = ماتریس به ،{A(k)}∞k=1 ماتریسͬ دنباله�ی مشابهاً مͬ�باشد. V بردار ام i مؤلفه�ی Vi آن در که

هرگاه همͽراست (aij)

lim
k→∞

a
(k)
ij = aij, i, j = 1, 2, . . . , n

ازای به اگر تنها و اگر است صفر ماتریس به همͽرا {A(k)}∞k=1 ماتریسͬ دنباله�ی .٣٧.٠.١ قضیه

.|λi| < 1 ،A از λi ویژه�ی مقدار هر

به�قسمͬ�که: دارد وجود T منفرد ماتریس ͷی n× n مرتبه�ی از Aماتریس هر برای [١٠] برهان.

T−1AT = J =


J1 0

. . .

0 Jr

 (٣.١)



١٣ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مͬ�باشد: زیر شͺل به Ji آن در که

Ji =



λi 1

λi 1 0

. . . . . .

0
. . . 1

λi


: ساده محاسبه�ی با

Jk
i =



λk
i kλk−1

i

(
k
2

)
λk−2
i . . .

(
k

n−1

)
λk−n+1
i

λk
i kλk−1

i . . .
...

. . . . . . ...
. . . kλk−1

i

λk
i


روابط به توجه با دیͽر طرف از .|λi| < 1 اگر وتنها اگر Jk

i → 0 بنابراین

T−1AT = J ⇔ A = TJT−1 ⇔ A2 = TJ2T−1

⇔ Ak = TJkT−1

: k → ∞ اگر حال

Jk → 0 ⇔ Ak → 0.

مقدار ͷی λ هم�چنین باشد. القایی نرم ∥ . ∥ و مربعͬ ماتریس ͷی A کنید فرض .٣٨.٠.١ قضیه

.|λ| ≤∥ A ∥ آن�گاه باشد. A دلخواه ویژه�ی

باشد: آن متناظر ویژه�ی بردار X و A دلخواه ویژه�ی مقدار λ کنید فرض [١٠] برهان.

AX = λX ⇒∥ AX ∥=∥ λX ∥= |λ| ∥ X ∥


