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  تقديم به خانواده، اساتيد و دوستان بزرگوار

كه با از خانواده و اساتيد گرامي دانم جا برخود لازم مياين در
هاي فراواني به بنده در طول دريغشان كمكها و حمايت بيمساعدت

    . ي نمودند تشكر و قدرداني نمايمو مراحل تحصيلتمامي دوران زندگي 
  

  

  

  

 



  

  

 بــــا تقــــدير و تشــــكر از اســــتاد ارجمنــــد جنــــاب آقــــاي دكتــــر 
ــايي  ــا راهنمـ ــه بـ ــري كـ ــماعيل نظـ ــااسـ ــنهادهاي  هـ ــازنده و و پيشـ سـ

ــمند  ــك ارزشـ ــويش كمـ ــي خـ ــاي فراوانـ ــده در   هـ ــه بنـ ــتاي بـ راسـ
 . اين پايان نامه كردند تهيه و تدوين



  چكيده

داراي اهميت زيادي در كه  هستند هاي مجموعه مقداردسته خاصي از نگاشتعملگرهاي يكنوا ماكسيمال 
توجه تمام يمال مورد ابتداي بررسي عملگرهاي يكنوا ماكسز ا اًيكي از ايده هايي كه تقريب. دنباشرياضيات مي

 در اين پايان نامه علاوه بر .تر بودبزرگ مقدار اين عملگرها به يك نگاشت مجموعهرياضيدانان بوده توسعه 
هاي عملگرهاي يكنوا وط به آن ها يك خانواده از توسعهمعرفي عملگرهاي يكنوا ماكسيمال و قضاياي مرب

در  اين نوع عملگرها پرداخته وسپس به بررسي توسعه پذيري  .دهيمرد تجزيه و تحليل قرار ميماكسيمال را مو
  .كنيميكنوا ماكسيمال بيان مي ن توسعه ها را در تساوي دو عملگراي اي خاص ازپايان نيز كاربرد دسته

  

  نگاشت مجموعه مقدار ،يكنوا ماكسيمال،توسعه عملگر :كلمات كليدي
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  مقدمه

  توسعه ها از ابتدا،تاكنون1.0
 ياضـــيات،ردر  هـــا بـــا كاربردهـــاي فراوانـــي    هاي مجموعـــه مقـــدار دســـته مهمـــي از نگاشـــت     نگاشـــت
ــك ــاد ،1فيزيـ ــي.... و  2اقتصـ ــندمـ ــروع از .باشـ ــو    شـ ــد پينليـ ــيداناني ماننـ ــتم رياضـ ــرن بيسـ ــدورف  ،3قـ هاسـ

ــان ــه      در 4،بوليگــ ــاليز مجموعــ ــدار و آنــ ــه مقــ ــاي مجموعــ ــت هــ ــه نگاشــ ــت    زمينــ ــه فعاليــ ــدار بــ مقــ
مجموعــــه هــــاي محــــدب توســــط  مطالعــــاتي در زمينــــه توابــــع و همچنــــين در ايــــن مقطــــع. رداختنــــدپ

ــاليز      ــوان آنـ ــاليز تحـــت عنـ ــراي مبحثـــي مهـــم در آنـ ــه اي بـ ــوع پايـ ــاز شـــد و ايـــن موضـ مينكوفســـكي آغـ
كتـــابي  6بونيســـن و 5كـــه فنچـــلآنجـــايي  گـــرددبـــاز مـــي 1933ه تاريخچـــه آن بـــه ســـال محـــدب شـــد كـــ

بعــــدها كتــــاب هــــايي در مــــورد آنــــاليز  .نــــدينــــه مجموعــــه هــــا و توابــــع محــــدب منتشــــر كرددر زم
مهمتـــرين ايـــن كتـــاب هـــا روي فضـــاهاي بـــا بعـــد متنـــاهي كتـــابي از   محـــدب نوشـــته شـــد كـــه از جملـــه

ــل  ــي مارچـ ــي  7لـ ــين  مـ ــد همچنـ ــد    باشـ ــاهي باشـ ــد نامتنـ ــا داراي بعـ ــه فضـ ــالتي كـ ــي در حـ ــه  مـ ــوان بـ  تـ
ــاب ــاييكتـ ــان   هـ ــط تيمـ ــه توسـ ــل 8كـ ــت   9و وان تيـ ــده اسـ ــته شـ ــرد   نوشـ ــاره كـ ــين . اشـ ــاب در  اولـ كتـ

ــال   ــا در سـ ــه تئـــوري عملگرهـ ــا 1932زمينـ ــيد  توســـط بـ ــه چـــاپ رسـ ــومن بـ ــه  .نـــاخ و نيـ ــان در نيمـ محققـ
نيمـــه دوم ايـــن قـــرن تحقيقـــاتي در      ه عملگرهـــاي خطـــي پرداختنـــد و از  اول قـــرن بيســـتم بـــه مطالعــ ـ  

ــد    ــل آمـ ــه عمـ ــز بـ ــي نيـ ــر خطـ ــاي غيـ ــه عملگرهـ ــيدانانو  زمينـ ــه   رياضـ ــا كـ ــاص از عملگرهـ ــته اي خـ دسـ
ــدند  ــده شـ ــوا ناميـ ــر يكنـ ــدها عملگـ ــرار دادنـــد  بعـ ــه قـ ــورد توجـ ــتا  .را مـ ــوا عملگر در ايـــن راسـ ــاي يكنـ هـ

  .معرفي شدند 11و زارانتونلو 10مينتيتوسط  1960يمال براي اولين بار در سال ماكس

ــال   ــين سـ ــردر همـ ــه   راك فلـ ــتق را كـ ــاي  زيرمشـ ــاص از عملگرهـ ــوعي خـ  ــنـ ــوا ماكسـ ــييكنـ  يمال و يكـ
باشـــد را آنـــاليز تـــابعي و محـــدب مـــي   از ابزارهـــاي مهـــم در آنـــاليز محـــدب و در واقـــع پلـــي بـــين       

  .معرفي كرد

  

 Bonnesen.6    Fenchel .5      Boligan.4        Painleve.3       economic.2            physics.1  
                 zarantonello.11         Minty.10        van Tiel .9           Teman.8  lemarchel     .7  
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از ابتـــداي بررســـي عملگرهـــاي يكنـــوا ماكســـيمال مـــورد توجـــه تمـــام    ًيكـــي از ايـــده هـــايي كـــه تقريبـــا 
ــزرگ      ــدار بـ ــه مقـ ــت مجموعـ ــك نگاشـ ــه يـ ــا بـ ــن عملگرهـ ــعه ايـ ــوده  توسـ ــيدانان بـ ــه  رياضـ ــر بودندكـ تـ

 .تر باشدها آسانكار با آن

زيـــر مشـــتق توابـــع زيـــر مشـــتق كـــه توســـعه اي بـــراي -εايـــده اوليـــه ايـــن طـــرح را راك فلـــر بـــا معرفـــي  
ــال    ــد را در سـ ــي باشـ ــدب مـ ــرد  1965محـ ــه كـ ــد و     . ارائـ ــام شـ ــه انجـ ــن زمينـ ــاتي در ايـ ــه مطالعـ در ادامـ

دانشـــمندان بـــه دنبـــال ارائـــه توســـعه اي بـــراي هـــر عملگـــر يكنـــوا ماكســـيمال بودنـــد تـــا اينكـــه در ســـال   
ــويتر  2000 ــه  12اســ ــانواده ]۱۱[در مقالــ ــوا ماك   خــ ــاي يكنــ ــراي عملگرهــ ــا بــ ــعه هــ ــيمال اي از توســ ســ

. ارائـــه دادنـــد و ايـــن مقالـــه باعـــث تحريـــك ديگـــر رياضـــيدانان بـــراي مطالعـــه روي ايـــن موضـــوع شـــد   
بــــه بررســــي توســــعه پــــذيري عملگرهــــاي يكنــــوا ماكســــيمال   14و آيســــم 13بــــوراچيچ 2005در ســــال 

ــال        ــه در ســ ــا اينكــ ــد تــ ــر شــ ــه منتشــ ــن زمينــ ــددي در ايــ ــالات متعــ ــد از آن مقــ ــد بعــ  2008پرداختنــ
ابي بســـيار غنـــي  تحـــت عنـــوان نگاشـــت هـــاي مجموعـــه مقـــدار و توســـعه هـــاي   بـــوراچيچ و آيســـم كتـــ

عملگرهــــاي يكنــــوا بــــه چــــاپ رســــاندند و در آن ضــــمن  بررســــي عملگرهــــاي يكنــــوا و بيــــان         
قضــــاياي مربــــوط بــــه آن هــــا ، توســــعه پــــذيري عملگرهــــاي يكنــــوا  ماكســــيمال را مــــورد تجزيــــه و  

  . تحليل قرار دادند

ــال  ــا   2009در سـ ــارك روكـ ــر  15مـ ــاز   زيـ ــورمارتينز ليگـ ــود پروفسـ ــا خـ ــاتيد راهنمـ ــر اسـ ــت  16نظـ و اليزابـ
و نمــــايش هــــاي  عملگــــر هــــاي يكنــــوا ماكســــيمال"در پايــــان نامــــه خــــود تحــــت عنــــوان 17آليــــوي

وابســـته بـــه  18ضـــمن بررســـي عملگـــر هـــاي يكنـــوا ماكســـيمال ، عملگـــر قطبـــي " محـــدب و دوگـــان هـــا
 ــ    ــن ابـ ــتفاده از ايـ ــا اسـ ــرده و بـ ــي كـ ــوا را معرفـ ــر يكنـ ــا    يـــك عملگـ ــه بـ ــايايي در رابطـ ــان  قضـ ــه بيـ زار بـ

ــته       ــت  دسـ ــت و در نهايـ ــيمال پرداخـ ــوا ماكسـ ــوا و يكنـ ــاي يكنـ ــر هـ ــعه هـــاي   عملگـ ــاص از توسـ اي خـ
  عملگرهاي يكنوا ماكسيمال و كاربرد آن ها را در تساوي عملگرهاي 
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ــ ــيكنـ ــرد  يمالوا ماكسـ ــه كـ ــاياي    .  را ارائـ ــاريف و قضـ ــه تعـ ــه ارائـ ــدا بـ ــه ابتـ ــان نامـ در فصـــل اول ايـــن پايـ
مقـــدماتي آنـــاليز تـــابعي پرداختـــه و در ادامـــه ابـــزار هـــاي مـــورد نيـــاز در آنـــاليز محـــدب را مـــورد            
تحليـــل و بررســـي قـــرار داده ســـپس بـــه معرفـــي نگاشـــت هـــاي مجموعـــه مقـــدار و ارائـــه خـــواص            

هـــايي از زيرمشـــتق را بـــه عنـــوان مثـــال   -εر نهايـــت زيـــر مشـــتق و   پـــردازيم دپيوســـتگي آن هـــا مـــي  
  . كنيم نگاشت هاي مجموعه مقدار معرفي مي

هـــاي  مجموعـــه مقـــدار بـــه نـــام عملگرهـــا      اي خـــاص از نگاشـــت در فصـــل دوم بـــه بررســـي دســـته   
پـــردازيم و بـــا اســـتفاده از لـــم زرن وجـــود يـــك عمگـــر يكنـــوا        يكنـــوا و يكنـــواي ماكســـيمال مـــي   

ســـپس خـــواص مربـــوط بـــه . دهـــيمبـــه ازاي هـــر عملگـــر يكنـــوا مـــورد بررســـي قـــرار مـــي  ماكســـيمال را
ــورد      ــا مــ ــه ايــــن عملگرهــ ــوط بــ ــاياي مربــ ــيله  قضــ ــيمال را بوســ ــوا ماكســ ــوا و يكنــ ــاي يكنــ عملگرهــ

ــانواده  ــرار داده و پـــــس از آن خـــ ــي قـــ ــل و بررســـ ــوا  تحليـــ ــاي يكنـــ ــاي عملگرهـــ ــعه هـــ اي از توســـ
پـــردازيم و در پايـــان ضـــمن ت ايـــن توســـعه هـــا مـــيماكســـيمال را تعريـــف كـــرده و بـــه بيـــان خصوصـــيا 

ــا    ــعه هـ ــع توسـ ــونگي جمـ ــان چگـ ــع        19بيـ ــاص از جمـ ــوعي خـ ــا در نـ ــعه هـ ــاربردي از توسـ ــان كـ ــه بيـ بـ
ــعه يافتــــه مــــي   ــام جمــــع توســ ــا بــــه نــ ــته اي از  . پــــردازيمعملگرهــ ــا بررســــي دســ فصــــل ســــوم را بــ

ــه        ــعه بـ ــل توسـ ــر قابـ ــه غيـ ــي كـ ــاخ انعكاسـ ــاي بانـ ــيمال روي فضـ ــوا ماكسـ ــاي يكنـ ــوي از  عملگرهـ عضـ
باشـــد آغـــاز كـــرده و در ادامـــه بـــا توجـــه بـــه قضـــيه هـــاي ارائـــه شـــده  خـــانواده توســـعه هـــاي خـــود مـــي

در بخـــش . دهـــيم خصوصـــيات عملگرهـــايي كـــه غيـــر قابـــل توســـعه هســـتند را مـــورد بحـــث قـــرار مـــي   
توســـعه پـــذيري عملگرهـــاي يكنـــوا ماكســـيمال را مـــورد تجزيـــه و تحليـــل قـــرار داده و          4اول فصـــل 

. نمــــاييمتوســــعه پـــذير را ارائــــه مـــي  ) ًتمامـــا (رهـــاي يكنــــوا ماكســـيمال بطــــور كامـــل    شـــرايط عملگ 
ســــپس دســــته خاصــــي از توســــعه را تعريــــف كــــرده و در پايــــان كــــاربردي از آن هــــا را در تســــاوي   

  . دهيم عملگرهاي يكنوا ماكسيمال مورد بررسي قرار مي
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 آٌ دف ففتللّ بكللاف عهًلل  اصللحاتا  ٔ تعللافي  پلل   بللا بايللذ ابتللذا ، عهًلل  يبحلل  ْللع شللعٔ  از قبللم

 صللٕف  دف ًْچُلل ٍ ٔ ِكللعد بعقللعاف افتبللا  شللذِ ب للاٌ يحانلل  بللا ادايللّ دف بتللٕاٌ تللا بللٕد آشللُا خللٕب  بللّ

 فصللم دف .ًَللٕد اسللتفادِ يف للذتع  ٔ بللازتع ديللذ بللا ديگللع يعاجلل  سللايع از بتللٕاٌ تللع كايللم يحانلل  بللّ َ للاز

 ايللٍ دف شللذِ ب للاٌ يٕضللٕعا  بللّ يعبللٕ  َ ازْللا  پلل   بللّ يفصللم طللٕف بللّ َايللّ پايللاٌ ايللٍ أل

 .ايىپعداختّ يبح 

 فا يختهفلل   يفللاْ ى ٔ شللذِ تقسلل ى يللعتب "كللايا تللال علل ٍ دف ٔ يجلل ا بخلل  چُللذ بللّ أل فصللم

 عُللٕاٌ بللّ كللّ تللابع  آَللان   از  قضللايا ٔ تعللافي  يععفلل  بللّ أل بخلل  دف .دْللذيلل  قللعاف بحلل  يللٕفد

 .پعدازيىي  باشُذ ي  ٔاق  استفادِ يٕفد يبح  ايٍ دف كّ يا اب افْا  از بخش 

ّ  ٔ دادِ قللعاف تحه للم  ٔ تج يللّ يللٕفد  فا يحللذ   آَللان   كه للذ   ٔ يٓللى تعللافي   دٔو بخلل  دف ٌ  بلل  ب للا

 ّ ٌ  تحلل   عًهگعْللا  از خللا   ا دسللت ّ   آف ُلل   عًهگعْللا   عُللٕا ّ  دف ٔ پعداختلل  قضللايا   از يكلل   ادايلل

 .كُ ىي  ب اٌ آف ُ  عًهگعْا  يٕفد دففا  يٓى

ٍ  از يٓى يثان  ٔ كعدِ يععف  فا يقذاف يجًٕعّ ْا  َگاش  سٕو بخ  دف  اصه  افكاٌ از يك  كّ فا ْا َگاش اي

 .پعدازيىي  زي ُّ ايٍ دف قض ّ ذچُ افائّ بّ ٔ كعدِ ب اٌ يشتقزيع عُٕاٌ تح  اس  يحذ  آَان   يبات 

 

            



۲ 
 ای مقدماتیيف و قضايتعار

  مفاهيمي از آناليز تابعي ۲.۱

.ԡ  در اين صورت تابع ،يك فضاي خطي باشد  Xكنيم فرض  .۱.۲.۱تعريف ԡ: X ՜ Rା  گاه به هر يمگويرا يك نرم

,xازاي هر  y א X  وα א R ،  

۱      (ԡxԡ ൒ ԡxԡو   0 ൌ xاگر و فقط اگر  0 ൌ 0  

۲(                          ԡx ൅ yԡ ൑ ԡxԡ ൅ ԡyԡ 

۳(                                   ԡxԡ ԡαxԡ ൌ |α|  

.ԡ مجهز به نرم Xفضاي خطي  .۲.۲.۱تعريف  ԡ را با  و آن يمرا يك فضاي نرم دار گويሺX, ԡ. ԡ) يمدهنشان مي  .  

,xرا كه نسبت به متر توليد شده توسط نرم يعني به ازاي هر  Xفضاي نرم دار  .۳.۲.۱عريف ت y א X ،  

dሺx, yሻ ൌ ԡx െ yԡ  ناميممي۱كامل است را يك فضاي باناخ .  

   .يك فضاي باناخ است  R୬فضاي  .۱.۲.۱مثال 

اعداد مختلط باشند به  X تمام پيوسته و كراندار ازخطي  فضاي CBሺXሻو  توپولوژيكفضايي  X كنيم فرض. ۲.۲.۱مثال

fاي هر ه ازاگر ب א CBሺXሻ قرار دهيم ԡfԡ ൌ supሼ|fሺxሻ|: x א Xሽ  و رويCBሺXሻ  جمع و ضرب نقطه وار را

  . يك فضاي باناخ است CBሺXሻگاه آن كنيممي تعريف

.ԡيك فضاي خطي و  Xكنيم  فرض .۴.۲.۱تعريف  ԡଵ و ԡ. ԡଶ  اعداد مثبت گاههر. نرم روي اين فضاي خطي باشند دو  

ܿଵ, cଶ ൐ x اي هر رموجود باشند بطوريكه ب 0 א X،cଵԡxԡଵ ൑ ԡxԡଶ ൑ cଶԡxԡଵ ورت اين دو نرم را در اين ص

   .يم گويمعادل مي

M گاهركراندار است ه Bدر اين صورت . باشد  X زير مجموعه اي از فضاي نرم دار B اگر . ۵.۲.۱تعريف ൐ وجود  0

xبه ازاي هر  كهبقسميداشته باشد  א B   داشته باشيمԡxԡ ൑ M  

  .باشندمياعمال جمع و ضرب اسكالر پيوسته  گاهآن. فضاي نرم دار باشد  يك X راگ .۱.۲.۱قضيه

  .مراجعه كنيد ]۱[ به :اثبات

  

                                                                                               

                                                                                                                                                                                Banach.۱    



۳ 
 ای مقدماتیيف و قضايتعار

:Tدو فضاي نرم دار و  Y و Xكنيم فرض  . ۶.۲.۱تعريف  X ՜ Y  گوييم. يك عملگر خطي باشد T اگر  ، كراندار است

kعدد  ൐ x اي هرروجود داشته باشد بطوريكه ب 0 א X  داشته باشيم  

ԡTxԡ  ൑ kԡxԡ  

:Tدو فضاي نرم دار و  Y و X اگر .۲.۲.۱قضيه X ՜ Y گاه به ازاي هر باشد آن كراندار يك عملگر خطيx א X داريم  

ԡTxԡ ൑ ԡTԡԡxԡ 

  .مراجعه كنيد ]۱[به  :اثبات

 يك فضاي توپولوژيك خطي را  X در اين صورت. باشند τي يك فضاي خطي با توپولوژ X كنيم فرض .۷.۲.۱تعريف

   گاه ره ناميممي

xبراي هر ) ۱ א X مجموعه تك عضوي ሼxሽ بسته باشد.  

  .پيوسته باشند τاعمال جمع و ضرب اسكالر نسبت به توپولوژي ) ۲

   .دناز فضاهاي توپولوژيك خطي هست يفضاهاي نرم دار حالت خاص .۳.۲.۱مثال

يك زير فضاي خطي  Mو  Xيك تابعك زير خطي روي  p وحقيقي فضاي خطي يك  Xاگر ) باناخ‐۲هان( .۳.۲.۱قضيه

X گاه هر تابعك خطي باشد آنf: M ՜ R  ،كه به ازاي هرقسميب x א M  ،fሺxሻ ൑ pሺxሻ  يك توسيعداراي 

Λ: X ՜ R  است بطوريكه براي هر x א X،െpሺെxሻ ൑ Λx ൑ pሺxሻ         

  .مراجعه كنيد ]۱[به  :اثبات

را  Xمجموعه متشكل از تمام تابعك هاي خطي پيوسته روي . يك فضاي توپولوژيك خطي باشد Xاگر  . ۸.۲.۱تعريف 

  .ناميم مي Xدهيم و آن را فضاي دوگان نشان مي כXبا 

  

  

  

  

                                                                                                                                                                                  Hahn.۲  
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,BሺX مجموعه .۴.۲.۱هقضي Yሻ  متشكل از تمام عملگرهاي خطي كراندار از فضاي نرم دارX فضاي نرم دار بهY  با جمع

ԡTԡ و ضرب اسكالر و نرم ൌ supሼԡTxԡ:  ԡxԡ ൑ 1ሽ  يك فضاي نرم دار است   گاهباناخ باشد آن Yبعلاوه اگر .

BሺX, Yሻ  ناخ استبابا نرم مذكور يك فضاي .  

  .مراجعه كنيد ]۱[به  : اثبات

כXگاه يك فضاي باناخ باشد آن Xفرض كنيم  .۱.۲.۱نتيجه  ൌ BሺX, Rሻ  يك فضاي باناخ است.  

ܽ ازاي هر در اين صورت به. يك فضاي توپولوژيك خطي باشد  X اگر . ۵.۲.۱قضيه  א X ߣ  و א Φ െ ሼ0ሽ،  

T ௔: X ՜ X                      Mλ: X ՜ X                     

T ௔ሺxሻ ൌ ܽ ൅ x             Mλሺxሻ ൌ λx                   

  .هستند Xبه  Xي از هايهمانساني M஛ و T௔در اين صورت 

  .مراجعه كنيد ]۱[به : اثبات

O يك فضاي توپولوژيك خطي و X كنيم  فرض .۲.۲.۱نتيجه  ك X  در اين صورتO اي هر بر باز است اگر و فقط اگر

ܽ א X  ،ܽ ൅ O باز باشد.  

x گاه براي هررناميم هرا جاذب مي Xاز فضاي خطي  Eزير مجموعه  .۹.۲.۱تعريف א X  ܽوجود داشته باشد ൐ 0 

x كه قسميب א ܽE  .  

  :يك همسايگي از صفر در فضاي توپولوژيك خطي باشد در اين صورت  V كنيم فرض . ۶.۲.۱قضيه

۱ (0 ൏ rଵ ൏ rଶ ൏ ڮ lim  اگر
୬՜ஶ

r୬ ൌ Xآن گاه  و ∞ ൌ ڂ r୬Vஶ
୬ୀଵ  

  .كراندار است  Xاز  Kه هر زير مجموعه فشرد )۲

۳ (lim
୬՜ஶ

δ୬ ൌ δଵ و 0 ൐ δଶ ൐ ڮ :ሼδ୬Vگاه دسته همسايگي كراندار از صفر باشد آن Vو  اگر n א Nሽ  يك پايه

  . است Xموضعي براي 

  .مراجعه كنيد ]۱[به  :اثبات

   .هر همسايگي صفر در فضاي توپولوژيك خطي جاذب است  .۳.۲.۱نتيجه 

0 ،يك همسايگي صفر باشد  Vطبق قسمت الف قضيه قبل اگر  :برهان  ൏ rଵ ൏ rଶ ൏ r୬و  ڮ ՜   گاه آن ∞

 X ൌ ڂ r୬Vஶ
୬ୀଵ در نتيجه به ازاي هرx א X جود داردو r୬ ൐ x بطوريكه 0 א r୬V  لذا Vجاذب است.  
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هاي مجموعه همه تابعك صورت فضاي دوگان آن باشد در اين כXو نرم داريك فضاي  X كنيم فرض .۱۰.۲.۱تعريف

  .دهيمنشان مي ככXگوييم و آن را با مي Xرا دوگان مضاعف  כXخطي پيوسته روي

:Φنگاشت  .۱۱.۲.۱ تعريف X ՜ Xبا ضابطه  ככΦሺxሻΛ ൌ Λx  يمگويرا جادهي متعارف مي  .  

ΦሺXሻيعني هرگاه جادهي متعارف پوشا باشد  .۱۲.۲.۱ تعريف ൌ Xدر اين صورت  ככX يمرا انعكاسي گوي .  

  . هر فضاي متناهي البعد انعكاسي است  .۴.۲.۱مثال

 يعني Xروي  כX توپولوژي توليد شده بوسيله. فضاي دوگان آن باشد  כXيك فضاي نرم دار و X اگر .۱۳.۲.۱ تعريف

Λكه هر قسميب X روي τ ترين توپولوژيضعيف א Xنسبت به  כτ پيوسته باشد را توپولوژي ضعيف روي  X ناميممي.   

Λاگر  .۱۴.۲.۱تعريف  א Xو כ x଴ عنصر دلخواهي از X  وε ൐   :گاه آن 0

UሺΛ, x଴, εሻ ൌ ሼx א X: |Λx െ Λx଴| ൏  ሽߝ

,UሺΛنسبت به توپولوژي ضعيف است دسته تمام همسايگي ها  x଴يك همسايگي از  x଴, εሻ  وقتي كهx଴, ε,Λ  تغيير

هاي متناهي از همسايگي هايي به شكل دهند و تمام اشتراككنند تشكيل يك زير پايه براي توپولوژي ضعيف ميمي

UሺΛ, x଴, به براي توپولوژي ضعيف اي باز پايهدهند لذا يك مجموعه تشكيل يك پايه براي توپولوژي ضعيف مي ሻߝ

  : زير است شكل 

U ൌ ሼx א X: |Λଵx െ Λଶx| ൏ εଵሽ ת … ת. ሼx א X: |Λ୫x െ Λ୫x଴| ൏ ε୫ሽ 

x଴براي يك عنصر  א X  وΛଵ, … … , Λ୫ א Xو اعداد مثبت  כεଵ, εଶ, … . . . , ε୫.  

  كه  כXترين توپولوژي روي گاه ضعيففضاي دوگان آن باشد آن כX فضاي نرم دار و X فرض كنيم .۱۵.۲.۱تعريف 

xبه ازاي هر  توپولوژيآن  نسبت به א X  ،Φሺxሻ  توپولوژي پيوسته باشد راweakروي  כXگوييممي כ.  

xهمچنين  כXعنصر دلخواهي از  Λ଴اگر  .۱۶.۲.۱تعريف  א X  وε ൐   پايه اي باز براي يك مجموعه زير گاه آن 0

  به شكل כweakتوپولوژي 

UሺΛ଴, x, ሻߝ ൌ ሼΛ א Xכ: |ΦሺxሻΛ െ ΦሺxሻΛ଴| ൏ ሽߝ ൌ ሼΛ א Xכ: |Λx െ Λ଴x| ൏  ሽߝ

  به صورت  כweakاي باز براي توپولوژي پايهيك مجموعه و 

UሺΛ଴, xଵ, … . , x୬, εଵ, … , ε୫ሻ ൌ ሼΛ א Xכ: |Λx୧ െ Λ଴x୧| ൏ ε୧, 1 ൑ i ൑ mሽ 

Λ଴در حالي كه  א Xو  כxଵ, … . , x୫ א X  وεଵ, εଶ, … . . . , ε୫ اعدادي مثبت هستند.  
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است هر  Λهمگرا به  כweakنسبت به توپولوژي  ሼΛ௡ሽگا ه آنباشد   כXاي دردنباله ሼΛ௡ሽفرض كنيم   .۷.۲.۲قضيه

xگاه به ازاي هر  א X  داشته باشيمΛ୬x ՜ Λx  و آن را به صورتΛ୬
୵כ

ሱሮ Λ دهيمنمايش مي.  

  .مراجعه كنيد ]۱[به  :اثبات

  گاهيك فضاي باناخ باشد آن Xكنيم فرض  . ۸.۲.۱قضيه

۱(A ك Xنسبت به توپولوژي  כweakفشرده است اگر و فقط اگر نسبت به توپولوژي  כweakبسته و كراندار باشد כ.  

  .فشرده است כweakگاه نسبت به توپولوژي باشد آن كراندارو  بستهمحدب ، ) نرم (نسبت به توپولوژي قوي  Aاگر ) ۲

  .مراجعه كنيد ]۵[به  :اثبات

  .باشد تعديگاه انعكاسي ، نامتقارن و نامند هررا ترتيبي جزيي مي A روي مجموعه Rرابطه  .۱۷.۲.۱تعريف 

   :كنيم به صورت زير تعريف مي PሺAሻرا روي  Rرابطه . يك مجموعه باشد A  اگر .۸.۲.۱مثال 

X R Y       ֞     X ك Y 

  . يك رابطه ترتيب جزيي است  Rدر اين صورت 

,xعناصر . باشد  Aيك رابطه ترتيب جزيي روي  ൑فرض كنيم  .۱۸.۲.۱تعريف  y א X   هر  ناميممقايسه پذير ميرا

x                 :        داشته باشيم گاه  ൑ y             يا      y ൑ x    

   :كنيم صورت زير تعريف مي به  Nروي  را R رابطه .۹.۲.۱مثال 

xRy      ֞      x ൑ y 

  . مقايسه پذيرند  Nدر اين صورت همه عناصر 
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مقايسه پذير باشند   A اگر همه عناصر. د باش Aيك رابطه ترتيب جزيي روي مجموعه  ൑ فرض كنيم .۱۹.۲.۱تعريف 

  .ناميم مي Aرا يك رابطه ترتيب خطي روي  ൑ گاهآن

 Aاگر هر زير مجموعه مرتب خطي  . يك مجموعه مرتب جزيي غير تهي باشد  A كنيم  فرض )لم زرن( .۹.۲.۱قضيه

  .ل است داراي عنصر ماكسيما Aگاه اي كران بالا باشد آندار

  .مراجعه كنيد ]۲[به  :اثبات

                                                                                                                                                                                 

  آناليز محدب ۳.۱
  

Cمجموعه . يك فضاي خطي باشد X كنيم   فرض .۱.۳.۱تعريف  ك X به ازاي هر  هرگاه يمرا محدب گويx, y א C   

0و ൑ λ ൑   داشته باشيم   1

λx ൅ ሺ1 െ λሻy א C 

  .يك مجموعه محدب است rو شعاع  x଴در اين صورت گوي بسته به مركز . يك فضاي خطي باشد  X اگر .۱.۳.۱مثال 

mماتريسي  A اگر .۲.۳.۱مثال ൈ n و b א R୫ . مجموعه  در اين صورتሼx א R୬: Ax ൌ bሽ محدب هستند.  

Aيك فضاي خطي باشد و   X كنيم فرض .۲.۳.۱تعريف ك X دب را به صورت زير تعريف در اين صورت پوسته مح

   كنيممي

Co A ൌ ሩ ቄM ك X:    A ك M  محدب   و  Mቅ    

ሼC୬ሽ و يك فضاي خطي X كنيم فرض .۱.۳.۱قضيه ك X از زير مجموعه هاي محدب  كلاسيX باشد در اين صورت:  

ځ) ۱ C୬ يك مجموعه محدب است.  

n ازاي هراگر به ) ۲ א N ، C୬ ك C୬ାଵ ڂ آن گاه C୬  مجموعه اي محدب است.  

  :اثبات

,x كنيم فرض )۱ y א ځ C୬  ازاي هر  گاه بهآنn א N ،x, y א C୬ 0  حال فرض مي كنيم ൑ λ ൑ به ازاي  لذا   1

n هر  א N ،  λx ൅ ሺ1 െ λሻy א C୬ لذا   

λx ൅ ሺ1 െ λሻy ת א C୬  
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y و x اگر  )۲ א ڂ C୬ وجود دارد اينصورت  درm و n א N  بطوريكهx א C୫ و y א C୬   كنـيم كـه   حال فـرض مـي

݉ ൏ C୫ لذا  ݊ ك C୬ و x א C୬   پـسx, y א C୬ .   چـونC୬    ـ لـذا محـدب اسـت  0 اي هـر رب ൑ λ ൑ داريـم   1

λx ൅ ሺ1 െ λሻy א Cn پس λx ൅ ሺ1 െ λሻy א ڂ Cn .  

  . نيز يك مجموعه محدب است  C ഥ گاهآنيك مجموعه محدب باشد  C اگر  .۲.۳.۱قضيه

,x كنيم فرض: اثبات y א Cത  0و ൑ λ ൑ x୬موجود است بطوريكه   ሼx୬ሽو ሼy୬ሽ ك C دنباله هايي مانند  لذا 1 ՜ x 

y୬و  ՜ y  . از طرفي چونC 0محدب است پس به ازاي هر ൑ ߣ ൑   خواهيم داشت  1

λxn ൅ ሺ1 െ λሻyn א C 

λx୬ لذا ൅ ሺ1 െ λሻy୬ ՜ λx ൅ ሺ1 െ λሻy بنابراين λx ൅ ሺ1 െ λሻy א Cത در نتيجه C ഥ محدب است .  

0و يك فضاي باناخ باشد X كنيم فرض .۳.۳.۱تعريف ് p א Xو   כα א R فضا گاه ابرآنH୮,஑  را به صورت زير

  :كنيمتعريف مي

H୮,஑ ൌ ሼx א X |ۃp, ۄݔ ൌ α ሽ 

p و باشند Xزيرمجموعه هايي از فضاي باناخ  B و Aاگر . ۴.۳.۱تعريف א Xو  כα א R   در اين صورت:  

x به ازاي هر  گاههركند را از هم جدا مي B و H୮,஑    ،A يفضاابر) ۱ א A ،ۃp, xۄ  ൑ α  هر  برايهمچنين x א B ،
,pۃ xۄ ൒   . ߙ

εداشته باشد هرگاه وجود كند را بطور محض هم جدا مي B و H୮,஑   ،Aابرفضا) ۲ ൐ بطوريكه به ازاي هر  0

 x א A،ۃp, xۄ  ൑ α െ ε    هر براي همچنين x א B،ۃp, xۄ ൒ α ൅ ε .  

  گاهباشند آن Xمحدب و مجزاي  دو زير مجموعه ناتهي ، B و Aيك فضاي باناخ و  X كنيم فرض .۳.۳.۱قضيه

°Aاگر ) ۱ ് pگاه وجود دارد آن ׎ א Xوכ α א R ابرفضا  كهقسميبH୮,஑   ،A و B كندرا از هم جدا مي.  

°Aباشد و  Aيك نقطه مرزي  xفرض كنيم ) ۲ ് xوجود دارد بطوريكه  Hدر اينصورت ابرفضايي مانند  ׎ א H  وA 

  . واقع است  Hدر يك طرف 

pگاه وجود دارد فشرده باشد آن Bبسته و  Aاگر  )۳ א Xߙ وכ א R  بطوريكه ابرفضاH୮,஑   ،A و B   را بطور محض از

  .كندهم جدا مي

 .مراجعه كنيد ]۵[به  :اثبات
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,Aيك فضاي باناخ و  X اگر .۱.۳.۱نتيجه B ، محدب و مجزاي  دو زير مجموعه ناتهيX  باشند در اين صورت اگرA 

pگاه فشرده باشد آن Bبسته و  א Xبه ازاي هر ثابت  كهقسميبوجود دارد   כy א B ،   

supሼۃp, xۄ|x א Aሽ ൏ ,pۃ yۄ 

pفشرده است طبق قضيه قبل وجود دارد  Bبسته و  Aچون  :اثبات א Xوכ α א R   بطوريكه ابرفضاH୮,஑    ،A, B  را

εكند يعني وجود دارد بطور محض از هم جدا مي ൐ xبه ازاي هربطوريكه  0 א A    خواهيم داشت  

,pۃ xۄ  ൑ α െ ε 

x هر براي همچنين  א B،ۃp, xۄ ൒ α ൅ ε   لذا به ازاي هرx א A  و ثابتy א B گيريم كهنتيجه مي  

,pۃ  xۄ  ൑ α െ ε ൏ α ൅ ε ൑ ,pۃ ,pۃsupሼ     لذا  ۄݕ xۄ|x א Aሽ ൏ ,pۃ yۄ   

  گاه باشد آن  Xيك زير مجموعه از فضاي باناخ  Dاگر  .۴.۳.۱قضيه

°ሺco Dሻاگر  )۱ ك D گاه آنD°  يك مجموعه محدب است.  

׎فرض كنيم ) ۲ ് ሺco Dሻ° ك D گاه آنDഥ ൌ ሾሺco Dሻ°ሿതതതതതതതതതതത  .  

داشته  nها ناتهي باشد و براي هر  دنباله اي از مجموعه هاي بسته و محدب باشند بطوريكه درون آن ሼC୬ሽاگر ) ۳

C୬ باشيم  ك C୬ାଵ   گاهآن ሺڂ C୬ሻ° ك ڂ C୬
°  

,Aفرض كنيم  )۴ B ك X  بطوريكهA  باز باشد همچنينA ת Bതതതതതതത ك B  آن گاهA ת Bഥ ك A ת B  .  

°Dگاه ناتهي و محدب باشد آن °Dاگر ) ۵ ൌ ሺDഥሻ° .  

  .مراجعه كنيد ]۵[به  :اثبات

x اگر .يك مجموعه محدب باشد Cكنيم  فرض .۵.۳.۱قضيه א C°  وy א C گاه به ازاي هرنآ α א ሺ0,1ሿ  خواهيم

  داشت 

αx ൅ ሺ1 െ αሻy א int C 

  .مراجعه كنيد ]۱۲[به  :اثبات
:f  تابع .باشد يك فضاي خطي X فرض كنيم . ۵.۳.۱تعريف X ՜ Rഥ به ازاي هرهرگاه  يممحدب گوي را x, y א X   و

λ א ሾ0,1ሿ داشته باشيم   

fሺλx ൅ ሺ1 െ λሻyሻ ൑ λfሺxሻ ൅ ሺ1 െ λሻfሺyሻ 

:f  باشد تابعيك فضاي نرم دار  X اگر .۳.۳.۱مثال X ՜ R ا ضابطه ب fሺxሻ ൌ ԡxԡ يك تابع محدب است.  


