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هيأتداوران تائيديه



به تقديم

آموخت. ایعلم ذره مرا آنکسکه هر



تشکر و تقدیر

الخالق یشکر لم المخلوق یشکر لم من

است” نکرده تشکر خداوند از نکند تشکر خداوند بندگان از کس ”هر
سروران و اساتید دریغ بی زحمات از می�دانم خود وظیفه است، رسیده سرانجام به نامه پایان این خداوند فضل به که اینک
حمید دکتر آقاي جانب ارجمندم استاد از ویژه به کنم. قدردانی فرموده�اند یاري مرا نامه پایان این اجراي در �که گرامی
عنوان به مسگرانی حمید دکتر آقاي جانب و راهنما استاد سمت با فراوانشان، راهنمایی�هاي و زحمات خاطر به صفدري
دکتر و اصل ملاپور رضا دکتر آقایان بزرگوار اساتید از همچنین باشم. داشته را قدردانی و تشکر کمال مشاور، استاد

دارم. را تشکر نهایت شده�اند، متقبل را نامه پایان این داوري زحمت که شاهرضایی محسن

خواهانم. را عزیزان �این افزون روز توفیق و سلامتی متعال ازخداوند همواره



چکیده

فرم به ضعیف منفرد هسته با خطی فردهلم دیفرانسیل انتگرال معادلات حل براي

u(n)(t) =

n٠∑
i=٠

ai(t)u
(i)(t) +

n٠∑
i=٠

∫ b

٠
gi(t, s)ki(t, s)u

(i)(s)d(s) + f(t)

می�کنیم. بررسی را گسسته محلی هم روش یک
یک روي را هم�محلی روش و می�کنیم، باز�نویسی متغیر تغییر از استفاده با را انتگرال معادله ابتدا
از خاصی مقادیر براي سپس می�آید. به�دست کلی همگرایی تقریب که می�بریم به�کار مدرج شبکه
از برخی پایان در می�آوریم. دست به شده طرح عددي روش از بهینه همگرایی دامنه یک پارامترها

است. شده داده نشان عددي مثال یک توسط شده، بیان تئوري نتایج
گسسته، کالوکیشن روش ضعیف، منفرد هسته با انتگرال-دیفرانسیل معادلات کلیدي: واژه�هاي

تکه�اي چند�جمله�اي درونیابی مدرج، بندي شبکه ضربی، انتگرال

الف



مطالب فهرست

ب



جداول لیست

ج



تصاویر لیست

د



1 فصل

جبرخطی



مقدمه 1.1

مقدار مسائل تبدیل بواسطه و است ریاضی آنالیز شاخه�هاي مهمترین از انتگرال معادلات نظریه
فیزیک و ریاضی کاربردي شاخه�هاي اکثر در آن کارایی و جزئی مشتقات با معادلات تئوري در مرزي
وی��ژه اهمیت مخابرات صنایع و نفت ، معادن استخراج سازه�ها، مانند مکانیک شاخه�هاي در همچنین و
فیزیکی مسایل سازي مدل در فردهلم دیفرانسیل انتگرال معادلات است. داده اختصاص خود به اي
انتگرال و انتگرال معادلات کاربردهاي از زیادي منابع و کاربردها [7] در که می�روند کار به زیادي

است. شده ذکر دیفرانسیل
نوع معادلات به اما .( [5 است([7، شده کار زیادي مولفان توسط ولترا دیفرانسیل انتگرال معادله
هسته با فردهلم دیفرانسیل انتگرال معادلات مورد در آثار برخی است. شده کمتري توجه فردهلم
با فردهلم دیفرانسیل انتگرال معالات مورد در کمی�نوشته خیلی تعداد .([2 ،7]) دارد وجود هموار

.([16 ،15]) دارد وجود ضیف منفرد هسته
به ضعیف، منفرد هسته با فردهلم دیفرانسیل انتگرال معادلات عددي حل براي روشی [8] در
حل نیز [9] در همچنین است. شده بررسی تکه�اي جمله�هاي چند از استفاده با محلی هم روش
نیز [10] در است. شده بررسی اسپلاین�ها از استفاده با و محلی هم روش به معادلات این عددي

است. شده استفاده گالرکین روش از معادلات این حل براي
است. شده آورده ؟] ؟، ؟، ؟، [؟، مراجع از عمدتا فصل این مطالب و تعاریف
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تعاریف 1.1.1

اي مجموعه V و C مختلط یا R حقیقی اسکالرهاي از اي Kمجموعه کنید فرض .1.1.1 تعریف
باشد: صورت به اسکالر ضرب و جمع عمل دو با تهی غیر بردارهاي از

∀u ∀v(u, v ∈ V ⇒ u+ v ∈ V )

∀u ∀k(u ∈ V, k ∈ K ⇒ ku ∈ V )

زیر شرط�هاي هرگاه گوئیم K میدان روي برداري فضاي یا خطی فضاي یک را V صورت این در
باشند: برقرار

١ − ∀u ∀v ∀w[u, v, w ∈ V ⇒ (u+ v) + w = u+ (v + w)]

٢ − ∃٠ ∀u[u ∈ V ;٠ ∈ V ⇒ u+ ٠ = u]

٣ − ∀u ∃−u[u ∈ V ; (−u) ∈ V ⇒ u+ (−u) = ٠]

۴ − ∀u ∀v[u, v ∈ V ⇒ u+ v = v + u]

۵ − ∀u ∀v ∀k[u, v ∈ V ; k ∈ K ⇒ k(u+ v) = ku+ kv]

۶ − ∀u ∀a ∀b[u ∈ V ; a, b ∈ K ⇒ (a+ b)u = au+ bu]

٧ − ∀u ∀a ∀b[u ∈ V ; a, b ∈ K ⇒ (ab)u = a(bu)]

٨ − ∃١ ∀u[u ∈ V ; ١ ∈ V ] ⇒ ١u = u

فضاي یک پس می�باشد، جمع عمل با آبلی گروه یک بیانگر اول خاصیت چهار که می�گردد مشاهده
می�باشد. آبلی گروه یک خود برداري

باشد، ∑k
i=١ civi = ٠ اگر می�شوند نامیده خطی مستقل V بردارهاي مجموعه .2.1.1 تعریف

می�نامیم. خطی وابسته را آنها صورت این غیر در ،ci = باشیم٠ داشته

صدق زیر خواص در که R توي به Rn از است تابعی Rn روي برداري نرم یک .3.1.1 تعریف
می�کند:

||.||: Rn −→ R
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١ − ∀X[X ∈ Rn =⇒ ∥X∥ > ٠]

٢ − ∀X[X ∈ Rn =⇒ (X = (٠, ...,٠) = ٠ ⇐⇒ ||X||= ٠)]

٣ − ∀X ∀λ[(X ∈ Rn, λ ∈ R) =⇒ ||λX||= |λ|.||X||]

۴ − ∀X ∀Y [X ∈ Rn, Y ∈ Rn] =⇒ ∥X + Y ∥ ≤ ∥X∥+ ∥Y ∥

می�شود. نامیده نرم1 شبه نکند، صدق نرم خواص از دوم خاصیت در تابعی اگر .4.1.1 تعریف

تعریف زیر صورت به برداري نرم�هاي ،X = (x١, x٢, ..., xn)
t بردار براي .5.1.1 تعریف

می�شوند:
: L١ نرم .1

∥X∥١ =
n∑

i=١
|xi|

: L٢ نرم .2

∥X∥٢ = (
n∑

i=١
|xi|٢)

١
٢

گویند. اقلیدسی نرم را L٢ نرم که

: Lp نرم .3

∥X∥p = (
n∑

i=١
|xi|p)

١
p

: L∞ نرم .4
∥X∥∞ = max

i
|xi|

داریم: Rn از Y و Xبردار دو هر ازاي به کوشی-شوارتز)2 (نامساوي .6.1.1 لم

n∑
i=١

|xiyi|≤ (
n∑

i=١
|xi|٢)

١
٢ (

n∑
i=١

|yi|٢)
١
٢ = ∥X∥٢∥Y ∥٢

1Semi norm
2cauchy-schwarz
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است: داخلی ضرب یک زیر، خواص با (., .) : Rn × Rn −→ R تابع .7.1.1 تعریف

١ − ∀X(X ∈ Rn =⇒ (X,X) ≥ ٠)

٢ − ∀X(X ∈ Rn =⇒ (X = ٠ ⇐⇒ (X,X) = ٠))

٣ − ∀X ∀Y ∀α((X,Y ∈ Rn, α ∈ R) =⇒ (αX, Y ) = α(X,Y ))

۴ − ∀X ∀Y (X, Y ∈ Rn =⇒ (X, Y ) = (Y,X))

۵ − ∀X ∀Y ∀Z(X,Y, Z ∈ Rn =⇒ (X + Y, Z) = (X,Z) + (Y, Z))

می�شود: تعریف زیر صورت به نرم یک داخلی، ضرب هر براي .8.1.1 تعریف

∥X∥ = (X,X)
١
٢

هرگاه: است کوشی Xn دنباله .9.1.1 تعریف

∀ϵ > ٠ ∃m,n ∈ N if m, n > N =⇒ d(xm, xn) < ϵ

نیست. همگرا لزوما کوشی دنباله هر ولی است کوشی همگرا دنباله هر

فضاي مانند گویند. کامل فضاي را باشد همگرا کوشی، دنباله هر آن در که فضایی .10.1.1 تعریف
فشرده3. فضاي و Rk

گوئیم. باناخ4 فضاي را کامل خطی دار نرم فضاي یک .11.1.1 تعریف

می�آید بر چنین تعریف از می�نامیم. هیلبرت فضاي را کامل داخلی ضرب فضاي یک .12.1.1 تعریف
توسط القایی نرم تحت باناخ فضاي یک گاه هر است هیلبرت فضاي V داخلی ضرب فضاي که

باشد. داخلی ضرب
فضاي یک < x, y >=

∫ b

a x(t)y(t)dt داخلی ضرب با همراه L٢[a, b] خطی فضاي مثال:
است. هیلبرت

x ⊥ y نماد با و گوئیم عمود هم بر را x, y عضو Xدو داخلی ضرب فضاي در .13.1.1 تعریف
باشد. برقرار < x, y >= ٠ هرگاه می�دهیم نمایش

3Impact
4Banach

5



هرگاه: گوئیم متعامد را X داخلی ضرب فضاي از S مجموعه زیر .14.1.1 تعریف
∀x, y ∈ S < x, y >= ٠

هرگاه: گوئیم یکه متعامد را X داخلی فضاي از S متعامد مجموعه زیر .15.1.1 تعریف

∀x ∈ S ∥x∥ = ١

می�دهیم، نمایش S⊥ با Xرا داخلی ضرب فضاي از Sمجموعه زیر متعامد مکمل .16.1.1 تعریف
باشد: عمود S بر که X از عضوهایی مجموعه�ي از است عبارت و

S⊥ = {y ∈ X|y ⊥ S}

اندازه توابع همه فضاي از عبارتست Lp(R) کنیم فرض ١ ≤ p < ∞ براي .17.1.1 تعریف
: که بطوري R روي پذیر

∥f∥p =

 (
∫
R |f(x)|

pdx)
١
p <∞ if ١ ≤ p <∞

supx∈(a,b)f(x) <∞ if p = ∞

زیر نرم با و داخلی ضرب با مربعی پذیر انتگرال توابع همه فضاي L٢(R) آنگاه p = ٢ اگر

بود: خواهد

< f, g >=

∫
R
f(x)ḡ(x)dx

∥f∥٢
٢ =< f, f >=

∫
R
|f(x)|٢dx

نرم با x : [a, b] −→ R پیوسته توابع تمام باناخ فضاي از عبارتست C[a, b] .18.1.1 تعریف
زیر:

∥x∥ = ∥x∥C[a,b] = maxt∈[a,b]|x(t)| ; x ∈ C[a, b]

x : [a, b] −→ R پیوسته پذیر مشتق توابع باناخ فضاي از ,a]C١عبارتاست b] تعریف19.1.1.
زیر: نرم با

∥x∥C١[a,b] = ∥x∥C[a,b] + ∥x′∥C[a,b] ; x ∈ C١[a, b]
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به x : [a, b] −→ R پدیر اندازه توابع مجموعه از است عبارت L∞(a, b) .20.1.1 تعریف
: که طوري

infΩ⊂[a,b]:µ(Ω)=٠supt∈[a,b]Ω|x(t)| <∞

باشد. Ω مجموعه از لبسگو5 اندازه µ(Ω) که طوري به

باناخ فضاي از است عبات L(X,Y ) هستند. باناخ فضاهاي Y Xو کنید فرض .21.1.1 تعریف
: زیر نرم با A : X −→ Y خطی پیوسته عملگرهاي همه

∥A∥ = ∥A∥L(x,y) = supx∈X,∥x|6١∥Ax| = supx∈X,x ̸=٠
∥Ax∥
∥x∥

; (A ∈ L(X, Y ))

B : Y −→ Z Aو : X −→ Y و باشند دار نرم ,Xفضاهاي Y, Z فرضکنید .22.1.1 قضیه
عملگر دو از یکی اگر است BAفشرده : X −→ Z ضرب آنگاه باشند. کراندار خطی عملگرهاي

باشد. فشرده B یا A

یک A ∈ L(X, Y ) و باشد، باناخ فضاي یک X کنید فرض فردهلم)6 (متناوب .23.1.1 قضیه
دارد، x ∈ X یکتاي جواب یک g ∈ X که x = Ax + g معادله آنگاه باشد. فشرده عملگر
حالتی، چنین در باشد. z = ٠ بدیهی جواب داراي فقط z = Az همگن معادله اگر فقط و اگر

بود. خواهد (I − A)−١ ∈ L(X,X) کراندار معکوس داراي I − A عملگر

نگاشت7 یک از منظور باشند، برداري فضاي از مجموعه زیر دو Y Xو فرضکنیم .24.1.1 تعریف
به و می�گویند، عملگر8 یک نگاشتی چنین به دهیم. نسبت Y از یکتا عضوي X عضو هر به یعنی
y ∈ Y به x ∈ X از نگاشت یک τ آن در که می�شود نوشته τx = y عملگري معادله صورت
و می�شود گفته عملگر دامنه است، شده تعریف آنها روي τ عملگر که اعضایی مجموعه به می�باشد.

می�دهیم. نشان D(τ) با
5Lebesgue
6Fredholm alternative
7Mapping
8Operator
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هر براي و باشد خطی فضاي یک اش دامنه هرگاه گوییم خطی را τ عملگر .25.1.1 تعریف
باشیم: داشته α, β ∈ F و x, y ∈ D(τ)

τ(αx+ βy) = ατx+ βτy

اگر: گوییم به یک را τ عملگر .26.1.1 تعریف

τx١ = τx٢ =⇒ x١ = x٢

: هرگاه گوییم پوشا را τ عملگر .27.1.1 تعریف

∀y ∈ Y, ∃x ∈ X =⇒ y = τx

است. پذیر معکوس τ آنگاه باشد، پوشا و یک به یک τ : X −→ Y اگر .28.1.1 قضیه

τ : X −→ Y خطی عملگر باشند. دار نرم خطی فضاي دو Y Xو کنیم فرض .29.1.1 تعریف
باشیم: داشته x١, x٢ ∈ X هر براي طوریکه به باشد داشته وجود c <∞ اگر می�گوییم کراندار را

∥τx١ − τx٢∥ 6 c∥x١ − x٢∥

روي τ عملگر کران µ(τ) = inf c مقدار به و می�گویند. شوتس9 لیپ پیوستگی رابطه، این به
می�گویند. X

هر از آن جزیی مشتق�هاي اگر نامند هموار را f : Rm → Rnتابع هموار) (تابع .30.1.1 تعریف
باشند. پیوسته و موجود مرتبه�اي

باشیم: داشته x به همگرا xn دنباله�ي هر براي اگر گوییم پیوسته را x در τ عملگر .31.1.1 تعریف

limn−→∞∥τxn − τx∥ = ٠

باشد. کراندار اگر فقط و اگر است پیوسته τ خطی عملگر .32.1.1 قضیه

T : X → Y خطی یکعملگر باشند. باناخ فضاهاي V Uو ،Y ،Xفرضکنید .33.1.1 تعریف
به بنگارد. Y کراندار نسبتا مجموعه زیر روي را X کراندار مجموعه زیر اگر می�شود نامیده فشرده

9Lipschutz

8



(Tun) دنباله ،(un) ⊂ X کراندار دنباله هر براي اگر است فشرده T : X → Y معادل، طور
همچنین هستند. کراندار خطی فشرده عملگرهاي همگراست. Y در که باشد دنباله زیر یک شامل
α١T١ +α٢T٢ : عملگر ،α١, α٢ ∈ K و T١, T٢ : X → Y خطی فشرده عملگرهاي براي

است. فشرده X → Y

B : Y → V و A : U → X و خطی، فشرده عملگر یک T : X → Y اگر همچنین
هستند. فشرده BT : X و T : X → Y عملگرهاي آنگاه باشند، خطی کراندار عملگرهاي

نرخ گوییم کند. میل x̄ حد به که باشد حقیقی اعداد از دنباله یک xn کنید فرض .34.1.1 تعریف
طوري به باشند داشته وجود N صحیح عدد و c < ١ ثابت عدد اگر است خطی حداقل همگرایی

که:
|xn+١ − x̄| 6 c|xn − x̄| , (n > N)

عدد یک و صفر به همگرا λn دنباله یک اگر است خطی فوق حداقل همگرایی نرخ .35.1.1 تعریف
: که طوري به باشند داشته وجود N صحیح

|xn+١ − x̄| 6 λn|xn − x̄| , (n > N)

از کمتر لزوما (نه c ثابت اگریک است 2 مرتبه از حداقل همگرایی سرعت یا نرخ .36.1.1 تعریف
که: طوري به باشند داشته وجود N صحیح عدد یک و یک)

|xn+١ − x̄| 6 c|xn − x̄|٢ , (n > N)

کرد. تعریف زیر صورت به را همگرایی مرتبه می�توان کلی طور به حال

مثبت و ثابت اعداد اگر است p مرتبه از حداقل همگرایی سرعت یا نرخ می�گوییم .37.1.1 تعریف
که: طوري به باشند، داشته وجود N صحیح عدد و c و p

|xn+١ − x̄| 6 c|xn − x̄|p , (n > N)

داشته و g(h) ̸= ٠ و باشند، h از تابع دو g(h) و f(h)اگر :((O)بزرگ (اوي .38.1.1 تعریف
باشیم:

limh→٠
f(h)

g(h)
= c ̸= ٠
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f(h) = O(g(h)) گوییم صورت این در
داریم: است، مثبتی حقیقی عدد p آن در که ،g(h) = hp که خاصی حالت در

f(h) = O(hp)

می�کند. میل صفر به سریعتر f(h) باشد بزرگتر p هرچه

g(h) ̸= ٠ همواره و باشند، h از تابع دو g(h) و f(h) اگر :( (o)کوچک (اوي .39.1.1 تعریف
باشیم: داشته و

limh→٠
f(h)

g(h)
= ٠

به f(h) = o(hp) گاه: آن g(h) = hp اگر و f(h) = o(g(h)) گوییم صورت این در
می�کند. میل صفر به hp از سریعتر f(h) دیگر، عبارت

Cm,v(٠,١) دار10 وزن فضاي 2.1.1

،f ∈ Cm(٠,١) توابع از است (٠,١)Cm,vعبارت توابع فضاي ،v < ١ mو > ١ براي
می�کنند: صدق زیر نامساوي در که

|f (j)(x)| 6 cf


١ ; j + v − ١ < ٠

١ + |log ρ(x)|; j + v − ١ = ٠

ρ(x)−j−v+١ ; j + v − ١ > ٠

;٠ < x < ١; j = ٠, ...,m

توابع حال است. (٠,١) بازه مرز تا x ∈ (٠,١) فاصله ρ(x) = min{x,١ − x} آن در که
می�کنیم: معرفی را زیر وزن11

ωλ(x) =


١ ; λ < ٠

١)/١ + |logρ(x)|); λ = ٠

ρ(x)λ ; λ > ٠

; ٠ < x < ١ ; λ ∈ R

می�کنند: استفاده زیر نرم از که
10Weighted Space
11weight functions
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∥f∥Cm,v(٠,١) =
m∑
j=٠

sup٠<x<,١ωj+v−١(x)|f (j)(x)|

است. باناخ فضاي یک Cm,v(٠,١) و

بندي�ها شبکه 2.1

می�کنیم فرض شده، داده N ∈ N یک براي

ΠN = {t٠, t١, ..., tN : ٠ = t٠ < t١ < ... < tN = T} (1.1)

tn = t
(N)
n در N اندیس از گذاري نماد در سادگی (براي [٠, T ] بازه از افراز12(شبکه�بندي) یک

باشد. ایم) کرده نظر صرف است، N به گره نقاط تعلق دهنده نشان که

گاه: آن N −→ ∞ که وقتی اگر نامیم منظم13 را شبکه یک .1.2.1 تعریف

maxn=١,...,N(tn − tn−١) −→ ٠ (2.1)

از مستقل Θ ثابت یک اگر می�شود نامیده یکنواخت14 شبه [٠, T ] براي شبکه�ها از دنباله یک
که: طوري به باشد داشته وجود N

maxn=١,...,N(tn − tn−١)/minn=١,...,N(tn − tn−١) 6 Θ ; n ∈ N (3.1)

یک ΠN,١ آنگاه Θ = ١ اگر می�کنیم. استفاده یکنواخت شبه شبکه براي ΠN = ΠN,Θ نماد از
است. یکنواخت شبکه

شوند: داده زیر رابطه توسط ΠN گره نقاط اگر .2.2.1 تعریف

tn = T (
n

N
)r; r > ١; n = ٠,١, ..., N (4.1)

می�شود. نامیده مدرج15 شبکه یک ΠN = Πr
N آنگاه

12Grid
13-Regular
14Quasi-uniform
15Graded grid
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