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  )محض  گرایش( 

  مدول هاي کوهمولوژي موضعی مینی ماکس وانعکاسی

 

  :از                                   

  سیده معصومه موسوي حسن کیاده

 :استاد راهنما                            

  عباسی دکتراحمد

  1389تیر                              

                                  



3 

 

 

 

 

   تقدیم به

  دوستداران علم و دانش           
  و 

      مادر و همسرعزیزم                      

                                             
                        

 

 

 

 

 

 

 

 



4 

 

 

 تشکر تقدیر و

 تمام در من حال شامل همواره دریغش بی الطاف که را منان خداوند سپاس

  .است بوده زندگی دشوار و سخت مراحل
بر خود واجب می دانم که از زحمات استاد ارجمند و گرامی، جناب آقاي 
دکتر عباسی، کمال تشکر را داشته باشم که با راهنمایی هاي ارزنده ي 

همچنین از خانواده  ،ایان نامه یاري نموده اندخود، مرا در تدوین این پ
عزیزم، بخصوص خواهر زاده هاي دوست داشتنیم، که  در نگارش این 

  .پایان نامه مرا همراهی نمودند، کمال سپاسگزاري را دارم
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  .چکیده
 
 
  
  
 
Rفرض کنیم   هاي خصوصیات مدول در این پایان نامه ابتدا برخی از. باشد Rالی درایده   a نوتري و ، حلقه اي جابجایی  

مدول  -Rهمچنین در این حالت براي. حلقه اي موضعی است، مورد بحث قرار می دهیم ، , m( R (را در حالتی که انعکاسی 

}، به طوري که  Mبا تولید متناهی  }MSupp m
aM

⊆/
 
a sو   f depth M= iنشان می دهیم که به ازاي   − s< ،

( )i
a H M آرتینی است، اما( )s

aH Mدر حالتی که در ادامه . ، آ رتینی نیستR  حلقه اي جابجایی، نوتري و دلخواه

)مدول ،دهیم آن نشان می پس ازو مینی ماکس ارائه  هاي در مورد مدولباشد، نتایجی  , ( ))s
R a

RHom H M
a

آرتینی ، 

. اما مینی ماکس است ،نیست
   . باله فیلتر منظمدن -دنباله منظم -مدول انعکاسی -مدول مینی ماکس -همولوژي موضعیمدول کو  .کلید واژه ها 

  
  
 
 

 

 

 

             

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

                                            
  

 .مدول کوهمولوژي موضعی مینی ماکس وانعکاسی
  .سیده معصومه موسوي حسن کیاده
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Abstract. 

  

  

  

Let R be a commutative noetherian  ring  and  a  be  an  ideal of R .  In this notes  first we will 

is local ring. we  )m(R , scuse  on  some  propositions  of  reflexive  Modules,  in case that dis 

also show  for a finite R – module, M , with  { }MSupp m
aM

⊆/  and  for as f depth M= − , 

( )i
aH M is Artinian  for  i s<  but  ( )s

aH M is not  artinian.  In case that R  is an arbitrary 

commutative  and  noetherian  ring , we give some Informationes  about Minimax modules  

and we will show that, ( / , ( ))s
R aHom R a H M   is  not Artinian, but it is Minimax.                    

                                   

 

Key words. local cohomology module,  Minimax module, Reflexive module, Regular 

sequence, Filter Regular sequence .                                                                                              

           

  

  

  

  

  
 

 

 

 

 

 

     

                                                          

Minimax  and  Reflexive Local Cohomology Modules. 
Mousavi  Hasankiadeh  Seedeh  Masoumeh  .     
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 مقدمه

کوهمولوژي که یکی  و بالطبع مدولهاي ،اخیرهندسه جبري مورد توجه بسیاري قرار گرفته درسالهاي 

به طوري . است چشمگیري داشته رشد یافته وازساختارهاي جبراست درحوزه هندسه جبري کاربرد فراوانی 

ژي موضعی ریاضیدانان کوهمولو درزمینه .توجه بسیاري از ریاضیدانان را به خود معطوف کرده است  که

انجام داده و نتایج ارزشمندي در این زمینه ارائه  یتحقیقات ...شارپ و زیادي از قبیل ایناخس، ملکرسون،

کوهمولوژي  هايآنچه دراین پایان نامه به آن پرداخته می شود، معرفی نسخه جدیدي از مدول .نموده اند

 .ها تحت آن شرایط مینی ماکس، انعکاسی می گردندل بررسی شرایطی است که این مدو و آرتینی موضعی و

بر اساس مقاله زیر می باشد، که در فصل آخر این پایان نامه، بطور مفصل راجع  ساختار اصلی این پایان نامه،

  .به آن توضیح داده شده است

[8] Borna.k,Sahandi.P,Yassemi.s, A new version of Artinian local cohomologhy 

  modules, Canad. Math. Bull.vol.50(4). 2007,pp,508-602.                                

در فصل اول، مقدمات و مطالب پیشنیاز را بیان می کنیم و از آنجا که این قضایا در کتابها و مقالات مختلف 

  .دهیم به اثبات رسیده اند از اثبات آنها صرف نظر می کنیم و به کتابهاي مربوطه ارجاع می

مورد بحث  حلقه اي موضعی است Rدر فصل دوم، برخی از خصوصیات مدولهاي انعکاسی را در حالتی که 

با استفاده از برهان بسیاري از قضایا در این . برخی از قضایاي مربوط به آن را اثبات می کنیم قرار می دهیم و

  .نتیجه گرفت  )نه لزوماً موضعی(دلخواه  حلقه اي Rفصل به راحتی می توان همان قضایا را براي حالتی که 

 در فصل سوم، مدولهاي کوهمولوژي موضعی را در زمانی که آرتینی هستند مورد بررسی قرار داده و تعاریف و

  .بیان و اثبات می نماییم ]8[ با استفاده از مرجع قضایاي مربوط به آن را

ا خصوصیاتی از دنباله هاي منظم و فیلتر منظم را در فصل چهارم که مهمترین فصل این پایان نامه است، ابتد

بیان کرده و در بخش دوم ابتدا مدول هاي مینی ماکس را توضیح داده و قضایایی مربوط به آن را اثبات می 

   .کنیم را بررسی میماکس و انعکاسی  کنیم و پس از آن مدول هاي کوهمولوژي موضعی مینی
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  فصل اول                 

  مقدمات و مطالب پیشنیاز            
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  مطالب مقدماتی از جبرپیشرفته 1-1

  .باشد جابجایی و یکدار می اي حلقه R، پایان نامهدر سراسر این 

  . )لم پنج کوتاه( 1-1-1قضیه 

,حلقه بودهRفرض کنیم  ,C B A ABCو   ′′′ ,,، R−    مدول باشند و دیاگرام زیر یک دیاگرام جابجایی با سـطرهاي دقیـق

  باشد

  

  

  ،در این صورت

αδاگر )1   .نیز تکریختی استβد، آنگاهنتکریختی باش,

αδاگر )2  .نیز برو ریختی استβد، آنگاهنتی باشبرو ریخ,

αδاگر )3  .نیز یکریختی است βد، آنگاهنیکریختی باش,

  .)[1,5.4]ك.ر. ( برهان

  (Adjoint Isomorphism) .2-1-1قضیه 

S,فرض کنیم   R Rاین صورت براي مدولهايدر .باشند )ائینه لزوما جابج(دو حلقه   A ،S RB وS C ،داریم،      
                                  ( , ) ( , ( , )).S R R SHom B A C Hom A Hom B C⊗ ≅  

SC ،Rمدولهاي −Rبه طور مشابه براي SBوRA ،داریم،  
                                                   

  ). [2.11 ,21]ك .ر. (برهان

  .)هاي اول ال اجتناب از ایده( 3-1-1قضیه 

2n  فرض کنیم که   1و ≤ 2, , ... np p p ،هایی از حلقه ال ایدهR فـرض کنـیم   . اول نباشد ازآنها تا دو که حداکثر باشند

S از  زیر گروهی جمعیR ال مثلا ممکن است ایده( .باشد که نسبت به ضرب بسته استR  یا زیر حلقـهR  و فـرض  ) باشـد

کنیم
1

.
n

i
i

S p
=

⊆ ∪
  

1اي که  iدر این صورت به ازاي i n≤ iS، داریم،≥ p⊆.  

  .)[3.61 22]ك .ر. (برهان

RS.یک حلقه باشد Rفرض کنیم . 4-1-1تعریف  ⊆،S هرگاه، رامجموعه بسته ضربی نامند،   
SR) الف ∈1،  

( , ) ( , ( , )).R RS SHom A B C Hom A Hom B C⊗ ≅

oo →→→→ CBA gf

oo →′→′→′→ ′′ CBA gf

α ↓ β ↓ δ ↓
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Ssrبه ازاي هر) ب Srs، داشته باشیم,∋ ∈.  

)به ازاي هر. 5-1-1مثال  )p S pec R∈، مجموعه}{R p x R x p− = ∈   .بسته ضربی است، ∌

)با نماد  ، راباشند Iرا که شامل Rهاي اول   ال مجموعه همه ایده  .6-1-1تعریف  )V I  یا( )Var I دهیم نمایش می.  

  ،کنیم تعریف می. باشد Rال یک ایده Iفرض کنیم . 7-1-1تعریف 

                                                       

I.،بنا بر تعریف واضح است که I⊆  

،داریم Rاز  Iال  به ازاي هر ایده. 8-1-1قضیه 
( )

.
p Var I

I P
∈

= ∩  

  ). [3.48 ,22]ك   .ر(. برهان

 mحیح مثبتـی ماننـد   در این صورت عـدد ص ـ  .باشدRایده الی در حلقه  Iحلقه اي نوتري و Rفرض کنیم. 9-1-1قضیه 

).بطوریکه ،موجود است )mI I⊆  

  ).[20,3.3.9]ك.ر. (برهان

Rrاین صورتدر. مدول باشد −Rیک Mفرض کنیم . 10-1-1تعریف  نـامیم، هـر گـاه    Rدررا یک مقسوم علیه صفر  ∋

Mm ∈≠oوجود داشته باشد کهo=rm.  

)را با  Mهاي صفر مجموعه مقسوم علیه )Rzd M دهیم نمایش می.  

 

Iفرض کنید. )لم ناکایاما( 11-1-1قضیه  Rحلقه از سره ایده الی     :گزاره هاي زیر معادلند در این صورت .باشد  

i( I  در هر ایده ال ماکسیمالR واقع است. 

ii(  براي هرIr ∈ ، 1 r− در Rیکال است. 

iii(  به ازاي هرR− مدول با تولید متناهی MاگرM IM= ،آنگاه ،باشدM = o . 

iv( اگرM یکR−  تولید متناهی و مدول باN بطـوري کـه   دزیر مدولی از آن باش ـM IM N= + هآنگـا ،  

M N=  . 

  ).[5.4 ,1]ك   .ر(. برهان

  شرایط زنجیري  1-2

  .با تولید متناهی باشد Mهر زیر مدول ،و فقط اگر ،ت اگرنوتري اس Mمدول −R. 1-2-1قضیه  

  ).[2.3.3 ,12] ك .ر. (برهان

}{ ; , .nI x R n x I= ∈ ∃ ∈ ∈¥
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  .ال آن با تولید متناهی باشد هر ایده ،و فقط اگر ،، نوتري است اگرRحلقه . 2-2-1قضیه 

  ).[2.3.5 ,12]ك .ر. (برهان

ooیم فرض کن. 3-2-1قضیه  →′′→→′→ MMM  دنباله دقیق ازR− در این صورت،. ها باشد مدولM   نـوتري

M،و فقط اگر ،است اگر) آرتینی( Mو ′′   .باشد) آرتینی(نوتري  ′

  ).[2.3.7 ,12]ك .ر. (برهان

  .هاي نوتري، نوتري است مدول −Rجمع مستقیم متناهی از . 4-2-1قضیه 

  ).[2.3.9 ,12]ك .ر. (برهان

حلقـه اي   Rبـه ویـژه اگـر   . اسـت ) آرتینـی (، نوتري )آرتینی(مدول با تولید متناهی روي حلقه نوتري −Rهر .5-2-1قضیه 

  .با تولید متناهی باشد Mو فقط اگر، ،نوتري است اگر Mمدول−Rآنگاه ،نوتري باشد

  ).[ 2.3.10 ,12]ك .ر. (برهان

  . با تولید متناهی، با تولید متناهی باشدیک مدول هر زیر مدول نوتري است، اگر و فقط اگر،  Rحلقه  .6-2-1قضیه 

  .)[  2.3.11 ,12]ك .ر. (برهان

هـیچ زیـر    Mرا ساده گـوییم، هـر گـاه    Mدر این صورت . مدول غیر صفر باشد −Rیک Mفرض کنید. 7-2-1تعریف 

  .مدولی غیر از خودش و صفر نداشته باشد

oبه صـورت   Mهاي یک زنجیر از زیر مدول. 8-2-1تعریف 
o

=⊃⊃⊃= nMMMM را یـک زنجیـر اشـباع    ، 1...

، n <i≤o، به طوري که iگوییم، هر گاه براي هر  Mاز  شده
1

i

i

M
M +

جیر اشباع گـوییم و آن  را طول این زن n. ساده باشد، 

)را با نماد )L M،  دهیم نشان می. 

  آنگاه مخالف صفر باشد، و مدول ساده −Rیک Mاگر ، ] 16[ از مرجع 12طبق مطالب بیان شده در صفحه  .9-2-1نکته 

RMبه طوري که ، موجود است Rدر  m ی مانندال ماکزیمال ایده
m

≅ .  

  .آرتینی و نوتري باشد M،و فقط اگر ،، داراي طول متناهی است اگر Mمدول - R  .10-2-1قضیه  

  ).[  2.3.17  ,12]ك  .ر. (برهان

oo فرض کنیم که  . 11-2-1نکته  →′′→→′→ MMM یک دنباله دقیق ازR− در این صورت                                                   . ها باشد مدول

                                                           )()()( MLMLML ′′+′=  

  ).[5,6.9]ك.ر( .برهان
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  حلقه و مدول کسرها  1-3

NMfفرض کنیم که .1-3-1تعریف  RSهـا باشـد و   مـدول  −Rیک همریختـی :→ تعریـف   .باشـد ضـربی  بسـته   ⊇

  ،کنیم می

 

mبــه طــوري کــه بــه ازاي هــر M∈  و هــرs S∈،1 ( ). ( )m f mS f
s s

− =
 

S 1 ،در ایــن صــورت f−  1یــک S R− 

  .همریختی است

,فرض کنیم .2-3-1قضیه  ,N M L S,ه هـایی روي حلق ـ  مدول   R      زیـر مجموعـه بسـته ضـربی وMLff →′ و ,:

NMg →:، R−در این صورت، .همریختی باشند  

1 (1 1 1. ( )S f f S f S f− − −′ ′+ = +  

2 (1 1 1. ( ) ( ) ( )S gof S g o S f− − −=  

3 (1
1( )M S M

S Id Id −
−   .است Mهمریختی همانی، MId، که در آن=

4 (
1

1
1. ( )M S MS

N S N

−
−

−≅  

S 1آنگاه ،یکریختی باشد f اگر) 5 f− نیز یکریختی است.  

  ). [8.9 ,22]ك  .ر( .برهان

NMLکنـــیم دنبالــه   فــرض   .3-3-1قضــیه   gf →→ ، دنبالـــه  ،در ایــن صــورت  . دقیــق باشـــد  اي دنبالــه

1 1 11 1S f S g S L S M S N− − −− −
→ → نیز دقیق است.  

  ).[9.9  ,22]ك  .ر( .برهان

 مجموعـــــه در ایـــــن صـــــورت، . مـــــدول باشـــــد  −Rیـــــک Mفـــــرض کنـــــیم  .4-3-1تعریـــــف 

{ }( ) ( ) pSupp M p S pec R M= ∈ ≠ o ، گاه تکیهراM رويR از این رو،. گوییم می( ) p Supp M∈ و  ،اگر

Mm،تنها اگر ∈≠o ، موجود باشد که داشته باشیم( : )R m p⊆o.  

Rکنیم فرض می .5-3-1تعریف     ،در این صورت. مدول باشد −Rیک  Mاي نوتري و  حلقه 

  

  .گوییم می Mهاي اول وابسته به لا مجموعه ایدهرا

1 1 1:S f S M S N− − −→

)}.:(;)({)( mpMmRspecpMAss
R

oo =∈≠∃∈=
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R فرض کنیم  .6-3-1قضیه    .φ=/)(MAss ،و فقط اگر ،اگر o=/M در این صورت، .حلقه اي نوتري باشد 

  .)[20,1.3.3]ك.ر: ( برهان

oo فـــرض کنـــیم دنبالـــه .7-3-1قضـــیه →′′→→′→ MMM ،در ایـــن صـــورت .دنبالـــه اي دقیـــق باشـــد، 

)()()( MAssMAssMAss ′′′⊆ ∪.  

  ).[20,1.3.7]ك.ر(: برهان

PMzdآنگاه  ،مدول باشد −Rیک Mو یک حلفه نوتري Rاگر .8-3-1قضیه 
MAssp

∪
)(

)(
∈

=.  

  .)[9.36  ,20]ك  .ر( .برهان

)آنگاه ،مدول نوتري باشد −Rیک  Mاگر .9-3-1قضیه  )Ass M ،ه متناهی استیک مجموع.  

  ).[2.4.9  ,12]ك  .ر( .برهان

ــیه  ــیم  .10-3-1قض ــرض کن ــک Mف ــدول−Rی ــد     Sو  م ــربی باش ــته ض ــه بس ــر مجموع ــک زی ــورت،  .ی ــن ص در ای

MSMRS 11 −− ≅⊗  
  ).[2.2.4  ,12]ك  .ر( .برهان

  :شرایط زیر معادلند در این صورت، .دمدول باش−Rیک Mفرض کنید .11-3-1قضیه 

(i      M = o.  

(ii    o=pM ال اول براي هر ایدهP   ازR.  

(iii    o=mM ال ماکسیمال براي هر ایده m  ازR.  

  ).[5,3.8]ك .ر( .برهان

   در این صورت. مدول با تولید متناهی باشد −M ،Rفرض کنید .12-3-1نکته 

                                                       ( ) ( ( )).S upp M V A nn M=     

)که در آن( ) ( ):
R

A nn M M= o(  

  )). ] 5[ از  46صفحه  v-19تمرین ( .ك.ر( .برهان

  در این صورت .باشد Rحلقه ی ازایده ال Iفرض کنیم .13-3-1نکته

                                                            ( ) ( ).RV I Supp
I

=.  

  ). ] 5[ از 46صفحه ii-19 تمرین  .ك.ر( . . برهان
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  شود به صورت زیر تعریف می Rبعد حلقه. یک حلقه باشد Rدفرض کنی .14-3-1تعریف 

                              { }1dim ... ; ( ) .n iR S up n P P P P S pec R= ∃ ⊂ ⊂ ⊂ ∈o    

  شود، ، بعد مدول را به صورت زیر تعریف میMمدول R–و براي 

                            { }1dim ... ; ( ) .n iM S up n P P P P S upp M= ∃ ⊂ ⊂ ⊂ ∈o  

  در این صورت داریم .باشدمدول با تولید متناهی −Rیک Mمفرض کنی .15-3-1قضیه 

  

  ).[12,2.4.15]ك.ر( .برهان

مخالف صفر و با  مدول−Rیک Mو  m ال ماکسیمال اي موضعی و نوتري با ایده حلقه Rفرض کنید که .16- 3-1نکته 

Mعضو rیم فرض کن همین طور ،تولید متناهی باشد   باشد ) Mعضوغیرمقسوم علیه صفر(منظم  -  

                                                    dim( ) dim 1.M M
rM

= −
  

  .است ] 16[ ، مرجع132، در صفحه 16.1حالت خاصی از تمرین  .برهان

−R یک Mنیدفرض ک .17-3- 1قضیه    :شرایط زیر معادلند در این صورت. مدول باتولید متناهی باشد 

i          (     Mداراي طول متناهی است،  

           ii(        dim( )M = o 

          (iii       ( ) ( ) A ss M Max R⊆  
          iv(     )()( RMaxMSupp   ).است  Rمجموعه همه ایده الهاي ماکسیمال حلقه R Max)(که در آن( ،⊇

  ).[1.6.9 ,20] ك.ر(  .برهان

)تولید متناهی به طوریکه مدول با −Rیک Mو حلقه اي نوتريRفرض کنید  .18-3- 1قضیه  )L M < در . باشد ∞

)این صورت ) ( )Ass M Supp M=.  

  ).[1.6.10 ,20]ك.ر. (برهان

در این صورت به ازاي هر ایده ال  .مدول با تولید متناهی باشد – Rیک  Mحلقه اي نوتري و   Rفرض کنیم .19-3-1قضیه 

MSuppp)(اول  ∈ ،R –  همریختی غیر صفر
P
RM →:µ وجود دارد.  

dim dim( ).
( )

R
M

Ann M
=



16 

 

MSuppp)(با تولید متناهی است و  Mچون . برهان 0pM، پس ∋ .و بنابر لم ناکایامـا   ≠ p

p

M
pM

≠ o     فـرض کنـیم

p

p

R
pR

، میدان کسرهاي حوزه صحیح 
p
Rبا توجه به اینکه . ، باشدp

p

M
pM

p، یک فضـاي بـرداري روي میـدان   

p

R
pR

، اسـت و  

pاینکـه  همچنین با توجه به 

p

M
pM

≠ o ،   نگاشـت غیرصـفر: p

p

M Rph
pM pRp

→
 

nفـرض کنـیم    .وجـود دارد ، 
iix 1)( = 

در  ix تصویر ixباشند و  Mمولدهاي 
p
R -  مدولp

p

M
pM

کسـرهاي حـوزه صـحیح     با توجه بـه اینکـه میـدان   . باشد، 
p
R ، 

Rانژکتیـو همان پوشش 
p

pاسـت بنـابر ایـن   ، 

p

R
pR

Rتوسـیع اساسـی   ، 
p

ni بـه ازاي هـر   همچنـین . اسـت ،  داریـم  ،  1≥≥

. ( ) p
i

p

R
h x

pR
niهرین به ازاي بنابرا ∋ ≤≤1، i

R
p

α وجود دارد بـه طـوري کـه    ، ∋
p
Rxh ii ∈)(α.  از طرفـی M  بـا 

Rمتناهی است پس  تولید
p

α niموجود است بـه طـوري کـه بـه ازاي هـر      ، ∋ ≤≤1، 
p
Rxh i ∈)(α.   بع مرکـب  تـا پـس

غیرصفر زیر وجود دارد 
  

                                               : .p g
p

p

M RM M
pM p

µ → → →  

hgکه در آن  α= زداین اثبات را کامل می سا و.  

 .20-3-1قضیه 

  در این صورت  .مدول باشد – Rیک  Nهی و مدول با تولید متنا – Rیک  Mحلقه اي نوتري   Rفرض کنیم 

                                      ( ( , )) ( ) ( ).RAss Hom M N Ass N Supp M= ∩   

   ،یعنی بروریختی زیر وجود دارد ،تصویر همریخت یک مدول آزاد با رتبه متناهی است Mمی دانیم که  .برهان

                                                       : .nF R Mφ ≅ →  

),(با اثر دادن فانکتور پادورد و دقیق چپ NHom بروریختی بالا به تکریختی زیر تبدیل می شود ،  

                                          ( , ) ( , ).nHom M N Hom R N→ →o  

  از طرفی 

                                  
1 1

( , ) ( , ) .
n n

n n

i i
Hom R N Hom R N N N

= =
≅ ⊕ ≅ ⊕ ≅  
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  بنابراین

                      ( ( , )) ( ( , )) ( ) ( ).n nAss Hom M N Ass Hom R N Ass N Ass N⊆ = ⊆  

)یعنی  ( , )) ( )A ss Hom M N A ss N⊆ ، از طرفی داریم  

                                       ( ( , )) ( ( , )).A ss Hom M N Supp Hom M N⊆   

ــر  ــه ازاي هـ ــذا بـ .لـ ( ( , ))p A ss Hom M N∈ ــت ــواهیم داشـ )),(( ،خـ NMHomSuppp ــورت  .∋ ــن صـ در ایـ

o≠),( pppR NMHom  یعنیp M ≠ o  لذا. ( )p Supp M∈ از این رو                                ،                        

                                       ( ( , )) ( ) ( ).A ss Hom M N A ss N Supp M⊆ ∩  

.م برعکس، فرض می کنی ( ) ( )p A ss N S upp M∈ :همریختـی،  ) 19-3-1(بنابراین طبق لم  ∩ R M
p

µ وجـود   →

Nتکریختی. دارد
p
R

→:λ
 

NMo، نیز وجود دارد، به طوري که  →:µλ  عضو غیر صـفري از ،),( NMHom  مـی ،

)(ثابت می کنیم . باشد µλoAnnp pxفرض کنیم  .= x در ایـن صـورت   . ∋ λ = o    یعنـی بـه ازايMm  ،داریـم ، ∋

o=))(( mx µλ ، ــذا )(ل µλoAnnx ــیم   .∋ ــی کن ــرض م ــک ف )(این µλoAnnx ــر  ، ∋ ــه ازاي ه ــی ب Mmیعن ∈ ،

. ( )x o mλ µ = o   
  پس،                                      

                                     ( ) ( ) ( ) .o xm xm x mλ µ µ µ= ⇒ = ⇒ =o o o  

Mmیک همریختی نا صفر است، لذا  µاز آنجا که   ∈≠o   موجود اسـت بطـوري کـه( )mµ ≠ o  بنـابر ایـن ،pRr −∈ 

.وجود دارد که ( )m r pµ = +  

                              ،پس 

                                                          ( ) .x r p x r p x p+ = ⇒ ∈ ⇒ ∈o  
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  و فانکتور) کاتاگوري(رسته   1-4

دراین پایان  نیاز قضیه مورد ما در این فصل به ارائه چند تعریف و .آمده است ]1 [مرجع و فانکتور دررسته ز تعاریف اولیه ا 

  . نامه اکتفا می کنیم

:منظور از یک فانکتور همورد . باشندرسته دو  DوC فرض کنیم .1-4-1تعریف    →F C D  ،،عبارت است از  

)تابعی از )1 )obj C )به   )obj D .  

,به طوري که به ازاي هـر   D هاي به مورفیسم C هاي تابعی از مورفیسم )2 ( )A B obj∈ C اگـر ،: f A B→ 

)آنگاه ) : ( ) ( )f A B→F F F ,همچنـین بـه ازاي هـر     .باشد Dیک مورفیسم در،   , ( )A B C obj∈ C  و

),(هر  BAHomf ),(و∋ CBHomg    داشته باشیم،، ∋

         ( ) ( ) ( )gof g o f=F F F همچنین  و،( )( )A AId Id= F F.
  

:باشند، یک فانکتور دو متغیره همورد ماننـد رسته سه  E و D و  C فرض کنیم .2-4-1تعریف  × →F C D E   

  چنان است که

) به ازاي هر ) آ )M obj∈ C، ( , ) :M − →F D E یک فانکتور همورد است.  

)به ازاي) ب )N obj∈ D،( , ) :N E− →F C ،یک فانکتور همورد است.  

ــر) ج ــه ازاي هــ ــین بــ ),(همچنــ MMHomf ),( و ∋′ NNHomg ــوري،  ∋′ ــه طــ ,بــ ( )M M obj′ ∈ C و

, ( )N N obj′ ∈ D ، زیر جابجایی باشددیاگرام.  
  

  

  

  .به عنوان مثال فانکتور تانسور یک فانکتور دو متغیره همورد است

  است که،رسته اي  oC منظور از. باشدرسته یک  C کنیم فرض می .3-4-1تعریف 

.  ) آ ( ) ( )obj obj=oC C  

f:مورفیسم براي  C از اشیاء  Bو  Aهر به ازاي ) ب A B→ ،در C¤ :f B A→o ،یک مورفیسم در oC است.  

: .4-4-1تعریف  × →F C D E ،هـر   ،ورد روي مؤلفه اول و همورد روي مؤلفـه دوم نـامیم  را یک فانکتور دو متغیر پاد

:گاه  × →oF C D E بـه عنـوان مثـال فـانکتور    .یـک فـانکتور دو متغیـره همـورد باشـد     ) 2-4-1( با توجه به تعریـف ،  

( , ) : R R RHom − − × →C C C  کـه در   ،اشـد ب یک فانکتور دو متغیرة همورد روي مؤلفه دوم و پادورد روي مؤلفه اول مـی

  .مدول هاست −Rرسته RCآن 

( , )( , ) ( , )M gM N M N′′ ′ ′→FF F

( , )f N ′ ↓F ( , )f N↓ F

( , )( , ) ( , ).M gM N M N′ →FF F
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,فرض کنیم.  5-4-1تعریف  : →F T C D دو فانکتور همورد باشند، یک تبدیل طبیعی:δ →F T   یک کـلاس

ــاي ــم ه : از مورفیس ( ) ( )A A Aδ →F T ،ــر ــراي ه A)( ب obj∈ C ،ــد ــی باش ــم   ،م ــر مورفیس ــراي ه ــه ب ــوري ک  بط

:f A B→ ،در C نمودار زیر جابجا یی باشد.  

  

  

δ  (  اگر به ازاي هر ،نامیم می) یکریختی طبیعی(را یک هم ارزي طبیعی(A obj∈ C ،Aδ یک هم ارزي باشد.  

 −Rهر گاه بـه ازاي هـر دنبالـه دقیـق از     ،چپ گوییم را دقیق Fگیریم، را در نظر می Fفانکتور همورد  .6-4-1تعریف 

Aها به صورت  همریختی B C→ → →o دنباله زیر دقیق باشد.  

  

F را دقیق راست گوییم هرگاه به ازاي دقیق بودنo→→→ CBA  باشد دقیقدنباله زیر  

  

Aهر گاه به ازاي هر دنباله دقیق  ،را دقیق چپ گوییمFفانکتور پادورد .7-4-1تعریف  B C→ → → o    دنبالـه زیـر

  دقیق باشد

  

Aهرگاه به ازاي دقیق بودن  ،را دقیق راست گوییمFفانکتور پادورد و B C→ → →o دقیق باشد زیر  دنباله  

   

  .هم دقیق چپ و هم دقیق راست باشدهرگاه  ،را دقیق گوییم Fفانکتور  .8-4-1تعریف 

)به عنوان مثال فانکتور تانسور یک فانکتور دقیق راست و فانکتورهاي  , )Hom N− )و  , )Hom M   .دقیق چپ هستند، −

  و انژکتیو           ) تصویري(هاي پروژکتیو  مدول 1-5

)فانکتور همورد ،و تنها اگر ،پروژکتیو است اگر Pمدول −R .1-5-1قضیه  , )Hom P   .دقیق باشد، −

  ).[21,3.11]ك.ر( .برهان

)فانکتور پادورد ،و تنها اگر ،، انژکتیو است اگرEمدول −R .2-5-1قضیه  , )Hom E− ،دقیق باشد.  

  ).[21,3.16]ك.ر( .برهان

  باشد مدول آزاد می −Rمدول نگاره همریخت اي از یک −Rهر .3-5-1قضیه 

                                               ).[21,3.3]ك.ر( .برهان

( ) ( )AA A
δ →F T

( )f ↓F ( )f↓ T

( ) ( ).BB Bδ→F T

( ) ( ) ( ).A B C→ → →o F F F

( ) ( ) ( ) .A B C→ → → oF F F

( ) ( ) ( ).C B A→ → →o F F F

( ) ( ) ( ) .C B A→ → → oF F F
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  .هاي انژکتیو، انژکتیو باشد مدول  −Rهر جمع مستقیم از ،و تنها اگر ،نوتري است اگر −Rحلقه .4-5-1قضیه 

  ).[12,3.1.17]ك.ر( .برهان

S,فرض کنید .5-5-1قضیه  R  در این صورت بـراي  .باشند )جابجایی نه لزوماً(دو حلقهR−  مـدولهاي , ,S R S RC B A 

  داریم، استبا تولید متناهی و پروژکتیو  یمدول  ، A به طوریکه

  

  )[3.59 ,21]ك  .ر(  .برهان

  حد مستقیم                          1-6

),(مجموعه مرتب جزیی  .1-6-1تعریف  ≤I هرگاه به ازاي هـر  ،دار گوییم را یک مجموعه جهتI∈βα ,، I∈γ   موجـود

γα،کهبه طوری. باشد γβو  ≥ ≤.  

:رهموردفـانکتو . دار باشـد  یک مجموعـه جهـت   I ورسته یک  Cفرض کنیم .2-6-1تعریف  I →F C    را یـک دسـتگاه

Iiبه عبارت دقیق تر به ازاي هر. گوییم  Iبا مجموعه اندیس گذار Cمستقیم در Ijiبـراي  وموجـود   CدرiA  شی ∋ ∈, 

ji که ji: مورفیسم، ≥ i j A Aπ   به طوري کهوجود دارد  →

iiiiآنگاه  ، i=jاگر )  1            AA →:π مورفیسم همانی باشد، 

kjiاگر )  2   kijikj، آنگاه≥≥ πππ =.  

IjiiAاین دستگاه مستقیم را با    },{ π ،نمایش می دهیم. 

در ایـن  . باشـد  Mبـا تولیـد متنـاهی   هـاي   گردایه تمام زیر مدول Cو مدول باشد −Rیک  Mفرض کنیم. 3-6-1مثال 

  .ستگاه مستقیم استیک د Cصورت 

}فرض کنیم   .4-6-1تعریف  }
jijiiA

≤
π, ،یک دستگاه مستقیم وC  شیء. باشدرسته یکA∞ ∈C ،هـایی کـه    با مورفیسم

iاز 
iA Aπ

∞→ ،اگر بـه ازاي هـر    ده می شود،مینا مستقیم براي دستگاه مستقیم  یک حد ،شوند تعریف میji نمـودار  ، ≥

                                                    . زیر جابجایی باشد

                                                           

Xهر و به ازاي ∈ C هاي   مورفیسم هر خانواده از و:i iA Xθ   ،که نمودار زیر جابجایی باشد →

  

  

( , ) ( ( , ) , ).S R S RH o m B C A H o m H o m A B C⊗ ≅

i jji
A Aπ →

iθ jθ

X

jjii AA →π

↑iπ

∞A


