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  تشکر و قدردانی
  

حمد و سپاس ایزد منان را که موهبتی دیگر به بنده عنایت فرمود تا این مقطع تحصیلی را نیز با 
هاي خانواده مهربانم هستم که در تمام  انجام این مهم را مدیون حمایت. موفقیت به پایان رسانم

  . اند ن بودهام مشوق و پشتیبان م مراحل زندگی
هاي تحصیلم در دانشکده از استاد راهنماي عزیزم جناب آقاي دکتر کیوان ترابی که در سال    

مهندسی مکانیک و به خصوص در کلیه مراحل این رساله از هیچ کوششی براي راهنمایی من 
صمیمانه تشکر  اند و همچنین از استاد ناظر تحصیلات تکمیلی دکتر محسن جاوريفروگذار نکرده

 . شک بدون حمایت ایشان انجام این مهم میسر نبود بی. نمایمو قدردانی می
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تمامی پویندگان طریقت علم 
 ومعرفت
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  چکیده

  

ـ  می هاي دینامیکی، بیانگر رفتار آن در اثر اعمال نیرو هاي خارجی فرکانس ارتعاش در سیستم    
این کمیت، تابعی از اینرسی جرم، الاستیسیته آن، میزان استهلاك مدل در سیستم تحت . باشد

در سیستم هاي ارتعاش غیر خطی عامل ارتعاش اجباري بر روي فرکانس . باشد می ارتعاش
عواملی نظیر وجود ترك هاي باز، تغییرات ابعادي جسم، تغییرات در . باشد می ارتعاشی موثر

جسم ارتعاشی و وجود عواملی دیگر نظیر میدان هاي مغناطیسی، افزایش جرم به خواص مواد در 
که به طور (اي و یا توزیع جرم در یک ناحیه محدود و اثر تداخل امواج ارتعاشی  صورت نقطه

، همگی در معادله دینامیکی سیستم )باشد می عمده ارتعاشات طولی و عرضی و پیچشی مورد نظر
از آنجایی که . سازد می بوده و در تعیین مود شیپ ارتعاشی نقش مهمی ایفاتحت ارتعاش اثر گذار 

هاي ارتعاشی نیز  باشد، لذا تعیین فرکانس می د شیپ معرف فرکانس ارتعاش مربوط به خودم هر
  .باشد می تحت تاثیر عوامل ذکر شده

ي متمرکز ها در این تحقیق، هدف بدست آوردن یک حل بسته براي یک تیر مخروطی با جرم   
در مدل . باشد می در این تحقیق مدل تیر مورد بررسی اویلر ـ برنولی. باشد می در نقاط مختلف

سپس یک حل تحلیلی . است هاي متمرکز از توابع ضربه و خواص آن بهره برداري شده کردن جرم
ل با بکارگیري توابع پایه، ح. آید می براي معادله دینامیکی ممزوج به توابع ضربه بدست

اکنون با در دست داشتن حل تحلیلی، شرایط مرزي متقارن و . شود می آمده ساده سازي بدست
حاصل  2×2با مساوي صفر قرار دادن دترمینان یک ماتریس . شود می نامتقارن براي مسئله تعریف

هاي بدست  با استفاده از فرکانس. شود می از اعمال شرایط مرزي، معادله مشخصه فرکانسی حاصل
هاي متمرکز بر  در این تحقیق، تاثیر جرم. شود می استخراجا آمده و تعیین ضرایب ثابت، مد شیپ

  .شود می روي کاهش فرکانس در شرایط مرزي مختلف بررسی
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  مقدمه و تاریخچه: فصل اول 
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 مقدمه 1-1

توان با توجه به مشخصات  باشند که آنها را می تیرها یکی از معمول ترین سازه هاي مهندسی می    
تیرهاي نازك . ضخامت، یکنواخت بودن، سطح مقطع و طول آن تقسیم بندي کرد: هندسی مانند 

در . گردند اي استفاده می ترین نوع سازه همواره به طور گسترده یکنواخت به عنوان یکی از ساده
باشد و اغلب  اي در توزیع جرم و استحکام می بسیاري از حالات تیر مخروطی یک حالت بهینه

  . شود هاي خاص و کاربردي می موجب ایجاد سازه

که  هاي دوار پیشتر به صورت یک تیر مرتعش انعطاف پذیر مدل می شدند بیشتر کارهایی سازه   
وجود تیر هاي همراه با جرم . لیلی سر و کار دارنددر این زمینه منتشر شده است  با حل عددي و تح

هاي  ها و فرکانس د شیپهاي بزرگ در تجزیه و تحلیل م متمرکز بر روي آن یکی از محدودیت
هایی که بر روي آن ابزار هاي انتقال قدرت از قبیل  وشافتها  محورهاي توربین. طبیعی است

اجزا به صورت جرم متمرکز بر روي محور شافت مدل  قرار دارند، اینها  ها، پره ها، تسمه چرخدنده
برنولی کمتر مورد توجه قرار  -در مقایسه با تیرهاي یکنواخت، تیر هاي مخروطی اویلر. می شوند

  .اند گرفته

   آن معادلات حلهاي  روش و مخروطیهاي  تیر کاربردهاي  1-2

 جرم و استحکام دارند به طور مثالهاي زیادي در توزیع  هاي با سطح مقطع متغیر کاربرد تیر      
هاي مهندسی و تجهیزات مکانیکی را  تعداد زیادي از سازه. و تجهیزات مکانیکیها ها، ساختمان پل
ها، ملخ هواپیما،  توربین: کرد به طور مثال یکنواخت مدل  به صورت یک تیر غیر توان می

و تجهیزات فضایی دوار از این ها   هاي سرعت بالا انعطاف پذیر، بازوي مکانیکی روبات مکانیزم
  ] . 1[باشند  دسته می

هاي  به طور کلی به جز براي مواردي خاص هیچ حل تحلیلی براي حل معادلات مربوط به تیر    
ریتز، روش المان  -هاي مختلف زیادي مانند رایلی روش. یکنواخت وجود ندارد با سطح مقطع غیر

هاي عددي  که همگی روش 1رکین، روش پرتوبیشنمحدود، روش ماتریس انتقال، روش گال
  . ] 2[ هاي طبیعی بررسی کرده اند  هستند تاثیر پارامترهاي مختلف هندسی را بر روي فرکانس

                                                             
1 Perturbation method 
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بر . اند همچنین محققین متعددي برروي ارتعاشات عرضی تیر هاي غیر یکنواخت مطالعه کرده
مطالعات انجام شده در  .ام شده استخلاف مطالعات زیادي که بر روي تیر هاي یکنواخت  انج

  ] .4و3[باشد  هاي مخروطی محدود می زمینه تیر

  هاي طبیعی  یک سازه  ها و فرکانس اهمیت تعیین مد شیپ 1-3   

  

هاي  و فرکانسها  شیپ دتعیین م(دینامیکیدر تعیین مراحل طراحی،پیش بینی دقیق مشخصات        
نتیجه، دور شدن از هر حالت رزونانس در محدوده  در. یک سازه بسیار ضروري است) طبیعی

متأسفانه . باشد سرعت کاري و جلوگیري از شکست بر اثر تحمل ارتعاشات، حائز اهمیت می
این . کنند اي ایجاد نمی هاي ساده آلات برداشت می شود موج هاي ارتعاشی که از ماشین داده
  .آید ،  به وجود میزیر نشان داده شده اي مانند آنچه که در ها معمولاً اشکال پیچیده داده

  

  

 
  

  یک موج ارتعاشی واقعی نمایش : 1-1  شکل                                    
  

گیري  شکل موج نشان داده شده در بالا همۀ اطلاعات مربوط به ارتعاش تجهیز در نقطۀ انداره     
تک رفتارهاي ارتعاشی در اثر عوامل مختلف در تجهیز برهم  اما در واقع تأثیر تک. دهد را نشان می

موج و ن ایممکن نباشد حداقل امتحان  اگر غیر. نهاده شده و این شکل پیچیده بوجود آمده است
  .جداسازي حرکات ارتعاشی مختلف از داخل آن بسیار مشکل است

هاي ارتعاشی، از سیگنال مربوطه تبدیل فرکانسی به  تر شدن داده سازي و قابل فهم به منظور ساده     
  .است )2-1(شود که نتیجۀ آن طیف فرکانسی بدست آمده در شکل  می عمل آورده

  دامنه 

  زمان
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   طیف فرکانسی یک موج ارتعاشی : 2-1  شکل                                                      
  

وقتی این سیگنالها . کند آلات هر عیب یک سیگنال ارتعاشی منحصر به خود ایجاد می در ماشین     
 شود که نشان دهندة عیوب در آن الگوئی پدیدار میشوند  نمایش داده میدر یک طیف ارتعاشی 

             ـغیر( همراستایی ، غیر)نابالانسی(برخی از معایب نظیر عدم تعادل جرمی . باشد تجهیز می
هاي سائیده شده وخراب،  تماس روتور با بدنه،  خارج  ،  خمیدگی در شافت،  بیرینگ)محوري هم

  . برد توان به آن پی یق آنالیز فرکانسی میباشد که از طر از مرکزي و لقی می
  

  عوامل بوجود آورنده ارتعاشات 1- 1-3
برخی از عوامل . شوند آلات باعث ایجاد ارتعاشات می معمولاً مشکلات مکانیکی در ماشین     

راستائی،   غیرهم   نیروهاي الکترومغناطیسی، ارتعاشات همانند عدم تعادل جرمی،آورنده  اصلی بوجود
، هاي سائیده شده، لقی چرخ دنده، خمیدگی شافت ، نیروهاي هیدرولیکی، نیروهاي آئرودینامیکی

  .باشند تماس روتور با بدنه و خارج از مرکزي می، هاي سائیده شده و خراب، تشدید بیرینگ
  

  هاي ارتعاشی مشخصه 2- 1-3
است که مقدار و یا جهت آن ی یعامل بوجود آورنده ارتعاشات بدون توجه به نوع آن، نیرو         

در نتیجه هر عاملی ارتعاشات . متغیر است، و مشخصات ارتعاشات حاصله تابع این نیرو خواهد بود
توان  با رسم  به طور مثال در نوسانات جرم و فنر، می. کند با مشخصات خاص خود را ایجاد می

  .ردحرکت وزنه نسبت به زمان مشخصات ارتعاشات را به تفصیل مطالعه ک

  طیف فرکانسی   ارتعاشیشکل موج 

  دامنه 

  زمان



5 
 

به طرف حد بالائی حرکت و بازگشت ) یا موقعیت سکون اولیه(در حرکت وزنه از موقعیت خنثی 
آن به طرف پایین با عبور از موقعیت خنثی به حد پائینی حرکت و بازگشت مجدد آن به موقعیت 

این سیکل کلیه مشخصات لازم براي . دهد خنثی، یک سیکل حرکت کامل را نمایش می
ادامه حرکت وزنه تنها تکرار این سیکل با مشخصات یکسان . تعاشات را داراستگیري ار اندازه

 3، فاز ارتعاشات  2، دامنه ارتعاشات1مهمترین مشخصات ارتعاشات، فرکانس ارتعاشات .خواهد بود
  .باشند می
 
  اطلاعات قابل دستیابی از فرکانس ارتعاشات 3- 1-3

فرکانس ارتعاشات راي تعیین عیب،آگاهی از آلات ب اشات ماشینهنگام آنالیز ارتع        
  .کند که مسئله و قطعۀ معیوب شناسائی شود آگاهی از فرکانس کمک می. ضروریست

. آیند آورند از طریق حرکت دورانی قطعات ماشین بوجود می ی که ارتعاشات را پدید میینیروها
کند، نتیجه گرفته  قطعات تغییر میها متناسب با سرعت دورانی  از آنجا که مقدار و جهت این نیرو

هائی هستند که با سرعت دورانی ماشین  شود که بسیاري از مسائل ارتعاشی داراي فرکانس می
توان با دقت روي فرکانس ارتعاشی و ارتباط دادن آن با دور ماشین و یا دورهاي  می. ارتباط دارند

  .نده ارتعاشات را شناسائی کردهاي مختلف ماشین، نیرو و در نهایت قطعه بوجود آور قسمت
  

  مروري بر تاریخچه 4 -1

هاي با سطح مقطع یکنواخت   هاي تیر هاي طبیعی و مد شیپ مطالعاتی براي ارزیابی فرکانس      
هاي  یک سر آزاد با جرمگیردار  براي یک تیر منشوري یک سر] 1[جانگ و چن . انجام شده است

] 2[لوا .هاي طبیعی را بدست آوردند مسئله فرکانس اي با حل عددي معادلات حاکم بر نقطه
یک سر آزاد با جرم متمرکز در انتهاي آزاد گیردار  هاي طبیعی یک تیر مخروطی یک سر فرکانس

  .و با در نظر گرفتن اینرسی براي جرم متمرکز را  بدست آورد

                                                             
1 Vibration Frequency 
2 Vibration Amplitude 
3 Vibration Phase 
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هاي طبیعی تیر دوار از  دهند که فرکانس نشان می]  4[و پرولی  ]3[ هاي اشیل هانس بررسی 
هاي آنالیزي متعددي را جهت یافتن  محققین روش .هاي طبیعی تیر غیر دوار بیشتر است فرکانس
هاي  ، فرمول بندي المان محدود را براي تیر ]5[ هوآ  ]. 3- 6[گرفته اند  کار هاي طبیعی به فرکانس

و ها  هاي فربنیوس  یک حل دقیق از فرکانس ، با کاربرد سري]6[رایت  .دوار یکنواخت نشان داد
هاي دوار مخروطی قابل اعمال است اما سختی و  اگر چه براي تیر. بدست آوردها  شیپ مد

، یک روش المان محدود براي تخمین فر ]8[تو ، و ]7[گالجر و لی  .پیچیدگی زیادي دارد
هاي طبیعی  ، فرکانس]9[ساتو  .هاي مخروطی بدست آوردند تیرهاي  هاي طبیعی و مد شیپ کانس

  .یک تیر مخروطی تحت بار محوري را بررسی کرد

براي . باشد معادله دیفرانسیل حاکم بر ارتعاشات خمشی تیر اویلر ـ برنولی مرتبه چهارم می   
ن حالت تیر تری کلی .باشد هاي غیریکنواخت ضرایب حاکم بر معادله دیفرانسیل متغیر می تیر
حل ارائه شده بر . مورد بررسی قرار گرفته است] 10[یکنواخت با حل دقیق به وسیله وانگ  غیر

با سختی خمشی متغیر در طول تیر و با  گیردارمبناي تئوري اویلر ـ برنولی براي یک تیر یک سر 
به طور گسترده هاي غیر یکنواخت  هاي پیچیده تیر در سازه .باشد هاي هندسی می استفاده از سري

گیرند وتلاش براي رسیدن به یک توزیع بهتر جرم و استحکام نیاز  اي مورد استفاده قرار می
یکنواخت به دلیل کاربرد گسترده آنها در صنایع هوا  هاي غیر این مسئله خمش در تیر بنابر. باشد می

  .]11و12[  باشد می فضا، مکانیک و معدن موضوع روز بسیاري از تحقیقات

هاي ارائه شده  حل همچنین هاي پیشین قبلی انجام شده شرایط مرزي کلاسیک دارد و بیشتر کار    
زمانی که از روش ماتریس انتقال  .ی دارندیهمگرا  محدویت وباشد  عددي میهاي  براساس روش

گروسی  .شود اي تخمین زده می هاي پله شود، تیر مخروطی به صورت تعدادي از تیر استفاده می
 - رایلیرایلی ریتز و  شهاي مخروطی با استفاده از رو هاي متنوعی را از تیر مسئله] 11و12[

یکنواخت را با استفاده از  هاي غیر ، آنالیز تیر] 13[ لی و همکاران .مورد مطالعه قرار داداسکمیت 
یک ، تیر یکنواخت با ]14[هو و چن  .روش تابع گرین در حوزه لاپلاس مورد مطالعه قرار داد

، ] 15و16[آشیلو  .لعه قرار دادنداانتهاي بسته الاستیک با استفاده از تبدیل دیفرانسیلی را مورد مط
 .ارتعاشات تیر مخروطی با انتهاي انعطاف پذیر با استفاده از توابع بسل را مورد  مطالعه قرار داد
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و ] 15-20[ ي وجود داردمتعددهاي  هاي غیر یکنواخت بدون جرم مقاله درباره آنالیز ارتعاشات تیر
. باشد هاي متمرکز کمتر می یکنواخت با جرم هاي غیر اما اطلاعات درباره رفتار دینامیکی تیر

همه این مقالات بر اساس . کمتر کار شده است] 17) [با چند جرم متمرکز(هاي یکنواخت  تیر
، یک حل بسته ] 17[بیل دو کانوي و  .باشد مگر اینکه ذکر شده باشد نظریه تیر اویلر برنولی می

، یک حل بسته براي تیر تکی و دوبل ] 18[گوال  .هاي مخروطی ناقص بدست آوردند براي تیر
هیدبرچ  .مخروطی با شرایط انتهایی  یک فنر پیچشی و یک جرم آویزان در سر آن بدست آورد

هاي طبیعی یک تیر غیر یکنواخت با شرط مرزي تکیه گاه ساده را  با  و فرکانسها  ، مد شیپ]19[
استفاده از معادله فرکانسی و سري فوریه تخمین زد که این معادله فرکانسی از معادله لاگرانژ با 

)توزیع جرمی  )m x  و ممان اینرسی( )I x سی سري فوریه بدست آمده استهاي کسینو از ترم. 
براي بیان  xاي مرتبه دوم و چهارم و دستگاه مختصات محوري  ، از چند جمله]20[راجرز و  مبی

)سطح مقطع  )A x  و( )I x اما آنها معادله دیفرانسیل پاره اي تیر دوبل مخروطی . استفاده کردند
هاي طبیعی را  را به یک معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل کردند و با حل آن معادله، فرکانس

را بر  گیردار  هاي یک تیر یک سر هاي طبیعی و مد شیپ فرکانس، ]21[ دانز .بدست آوردند
، ]22[بیلی  .شنکو و اویلر با استفاده از روش جدا سازي ارائه کرداساس هر دو نظریه تیر تیمو

هاي یک تیر غیر یکنواخت را به صورت عددي از حل مستقیم معادله فرکانسی حاصل  فرکانس
، ماتریس جرم وسختی را براي یک تیر با المان ]23[گوپتا  .شده از قانون همیلتون را تعیین کرد

را به روش متداول المان ها  هاي طبیعی و مد شیپ سپس فرکانسخطی تیر مخروطی بدست آورد و 
هاي مخروطی  هاي طبیعی را براي تیر نیکلاس وارن یک تقریبی از فرکانس .محدود بدست آورد

هاي مخروطی دوبل با حل مستقیم معادله مد شیپ بر اساس روش فریبنیوس، تعیین کرد  تکی و تیر
یکنواخت را بدست آورد که امکان تبدیل به یک  تیر غیر ، معادله حرکت]26[آبریت  ] .24و25[

اگر سطح . حل کردها  هاي طبیعی و مد شیپ تیر یکنواخت را داشت و سپس آن را براي فرکانس
)مقطع  )A x  و ممان اینرسی( )I x لورا، گوتیرز و روسی  .شود باشد یک فرم خاصی حاصل می

هاي طبیعی تیرهاي اویلرـ برنولی با عرض ثابت و ضخامت متغیر را با استفاده از سه  ، فرکانس]27[
 وداتا  .رایلی ـ ریتز، روش المان محدود و روش تفاضل مربعات تخمین زد: روش عددي معروف 

، یک فرمول ساده براي ]29[هافمن و وردیمر  .، عکس روند مرجع یک را انجام داد] 28[سیل 
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نمایش دادند به طوریکه این فرمول تابعی گیردار  هاي مخروطی یک سر تعیین فرکانس اساسی تیر
هاي  براي فرکانس .باشد می از مود اول تغییر شکل استحکام تیر، جرم تیر و پارامتر توزیع جرم

یک  در دو سر آن و یا درها  و قید)  با جرم متمرکز(یکنواخت  هاي غیر هاي تیر طبیعی و مد شیپ
  ] .19- 25[باشد  جرم می  روند حل مشابه به حل تیر یکنواخت فاقد] 30- 33[انتهاي آن 

در دو سر آن تغییر شرایط مرزي ها  و قید)  با جرم متمرکز(هاي غیر یکنواخت  تیرتنها اختلاف    
مشی به نیرو به علت وجود فنر، ممان خ: توان به  از جمله این تغییرات در شرایط مرزي می. باشد می

علت وجود فنر پیچشی، نیروي اینرسی به علت انباشت  جرم و ممان اینرسی به علت ممان اینرسی 
هاي مخروطی  دوار اهمیت زیادي دارند به علت اینکه  تیر .  ]34-37[جرم متمرکز  اشاره کرد 

محققان مورد هاي توربین، تجهیزات فضایی دوار، که توسط  پره: کاربردهاي عملی زیادي از قبیل 
منجر به یک معادله دیفرانسیل مرتبه ها  آنالیز ارتعاشات این سازه .]38-43[بررسی قرار گرفته است 

  .شود چهارم با ضرایب متغیر می

، هیچ حل دقیقی براي اینگونه ]38و39[هاي کاربردي  در حالت کلی، به جز تعدادي از حالت   
روش رایلی ـ ریتز : هاي تقریبی از قبیل  ادي از روشاز این رو تعداد زی. موارد در دسترس نیست

، المان محدود ، ماتریس انتقال ، پرتوبیشین ، تقریب پیاپی  و گالرکین که ]42[مایکل استاد ، ]41[
هاي فیزیکی مختلف بر روي  براي بدست آوردن نتایج عددي و بررسی کردن تاثیر پارامتر

  .شود هاي طبیعی استفاده می فرکانس

قابل گیردار  هاي یک سر هاي دوار اغلب به تیر ، تیر] 39[و ] 41و42[هاي قبلی  ر اکثر آنالیزد   
دوار  گیردارهاي یک سر  نشان داده است که فرکانس خمشی تیرها  آنالیز. شوند می انعطاف مدل

هاي  براي تیر .هاي غیر دوار هستند هاي تیر به علت استحکام گریز از مرکزشان بزرگتر از فرکانس
بررسی شده  توسط کانوي) گیردار، مفصلآزاد، (مخروطی ترکیبی از شرایط کلاسیک مرزي 

کلاسیک از قبیل فنر وانتهاي  یکنواخت با شرایط مرزي غیر هاي غیر ارتعاشات تیر] . 38و39[است 
گیردار  ،  اولین و دومین مقدار ویژه فرکانسی تیر یک سر] 40[هوجز .باشد دار مورد مطالعه می جرم

  .با یک جرم در انتها را بدست آورد 
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توسط  ابا اینرسی چرخشی و یک جرم متمرکز در انته  گیردار سر  ارتعاشات تیر مخروطی یک   
، و ارزیابی تجربی ] 43[توابع سیمبولیک ] .41[اسکربو به طور جدي مورد بررسی قرار گرفته است 

که سطح مقطع تیر به صورت هاي ویژه همچنین در دسترس است به طوری مقدار
2

1( ) xA x A
L

   
 

ممان اینرسی به صورت  
4

1( ) xI x I
L

   
 

تعریف شده و جواب کلی  

، یک دوره کاملی بر روي  ]44[شیاکوآ.به صورت ترکیبی از توابع بسل بدست آمده است
  .انجام دادهاي دوار را  هاي تقریبی به کار برده شده در ارتعاشات تیر روش

هاي اویلرـ برنولی کمتر مورد توجه قرار گرفته  هاي یکنواخت دوار و تیر مقایسه بین تیر    
ها  هاي طبیعی و مد شیپ ، روش تحلیل مستقیم ریتز را براي حل فرکانس]45[داتا و گانجولی .است

 با روش المان محدود، ارتباط توابع شکل چند جمله اي لاگرانژ را ]46[ولف   ژائو ودي .به کار برد
دقت این روش به تعداد . هاي طبیعی یک تیر دوار را مورد بررسی قرار دادند نشان دادند و فرکانس

، از ]47[سدر و اوتمان  .هاي استفاده شده و به تعداد جملات سري انتخاب شده بستگی دارد المان
بودن را بر روي ارتعاشات روش گالرکین تاثیر زاویه مخروط ، جرم در نوك تیر، نسبت مخروطی 

هاي بادي،  هاي توربین هاي دوار یکی از مهمترین عضو پره .خمشی مورد بررسی قرار دادند
اغلب در تئوري به ها  این پره. باشد هاي بخار و گاز، روتور هلیکوپتر و ملخ هواپیما می توربین

ها و  فرکانس(امیکی پرهبینی مشخصات دین ها پیش در طراحی پره. شوند صورت تیر دوار فرض می
  ]. 44-49 [ باشد به منظور دور شدن از هر حالت محتمل رزونانس مورد اهمیت می) ها مدشیپ

براي یک پره روتور هلیکوپتر نسبتا طولانی، یک نمایش ساده ودقیق مدل تیر اویلرـ برنولی    
و پیچش را تحمل  هاي خمشی خارج از صفحه خمش تواند تنش پره روتور هلیکوپتر می. باشد می

هاي تیر اویلرـ برنولی به صورت چشمگیري نسبت  به علت تاثیر سختی گریز از مرکز، پارامتر .کند
هاي عددي از قبیل  براي حل نیازمند به یکی از روشبنابراین، کند  هاي غیر دوار تغییر می به تیر

  ] .47-49[باشد  گالرکین، ریتز یا روش المان محدود می
توان  هایی دارند که می هاي ریتز و گالرکین مزیت المان محدود مرسوم نسبت به روشهاي  روش   

هایی هستند که اغلب براي مسائل  به آسانی براي هر شرط مرزي اصلاح کرد و از جمله روش
یکنواخت دارند و جرم و استحکام  سطح مقطع غیرها  به هر حال، پره. روند هاي دوار به کار می تیر


