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چͺیده

فضاهایمتریمخروطی ثابتدر نقطه قصایای

وسیله�ی: به
میرزایی سهیلا

نقطه قضایای از برخͬ سپس و مͬ�پردازیم کامل مخروطͬ متری فضاهای معرفͬ به ابتدا نامه پایان این در

در مͬ�کنیم. اثبات و بیان مخروطͬ متری فضاهای برای است برقرار (معمولͬ) متری فضاهای در که را ثابت

متر یعنͬ است مترپذیر (X, d) مخروطͬ متری فضای ͷی شرایطͬ تحت که مͬ�گیریم بهره حقیقت این از ادامه

قضایای از برخͬ لذا دارند. یͺسان همͽرای دنباله�های و کوشͬ دنباله�های (X, ρ) و (X, d) که دارد وجود ρ

تعمیمͬ است متری فضاهای در ثابت نقطه قضایای از تعمیمͬ ظاهراً که مخروطͬ متری فضاهای در ثابت نقطه

نمͬ�آید. حساب به واقعͬ

انقباضͬ نگاشت ثابت، نقطه مخروطͬ، متری فضای کلیدی: واژه�های

د



فهرستمطالب

ه� مطالب فهرست

٣ مخروطͬ متری فضاهای ١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متری فضاهای ١-١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل متری فضاهای ١-٢

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . متری فضاهای در ثابت نقطه قضایای برخͬ ١-٣

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب برداری فضاهای ۴-١

٢١ مخروطͬ متری فضاهای در ثابت نقطه قضایای ٢

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ ثابت نقطه قضیه ٢-١
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٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانان ثابت نقطه قضیه ٢-٣

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کترجیا ثابت نقطه قضیه ۴-٢

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برایند ثابت نقطه قضیه ۵-٢

٣۶ سوزوکͬ نوع از ثابت نقطه قضایای ٣

٣۶ . . . . . مخروطͬ متری فضاهای برای سوزوکͬ نوع از باناخ انقباض اصل توسیع ٣-١

۴١ مخروطͬ متری فضاهای برای سوزوکͬ نوع از ثابت نقطه قضایای از دیͽر برخͬ توسیع ٣-٢

۵١ مراجع

ه�



۵۴ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

۵۶ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

و



پیشگفتار

ریاضیدانان و ٢ ژانگ و ١ هانگ اسم�های به ریاضیدان دو یافته�های بررسͬ نامه پایان این در ما هدف

برای ثابت نقطه وجود و ͬͺتوپولوژی خواص نظر از را مخروطͬ ͷمتری فضای که است دیͽری

برداری فضای کردن جایͽزین با ٣ دوو شͬ جمله از داده�اند. قرار مطالعه مورد انقباضͬ نگاشت�های

مخروطͬ ͷمتری فضای به را مخروطͬ ͷمتری فضای حقیقͬ، باناخ فضای جای به ( tvs ) ͷتوپولوژی

نظر در مخروطͬ ͷمتری فضای در ثابت نقطه قضایای برداری فرم دیدگاه این در مͬ�دهد. تعیم tvs

و مخروطͬ ͷمتری فضای در ثابت نقطه قضایای برداری تفاسیر بین ارز هم روابط و مͬ�شود. گرفته

سپس مͬ�شود. داده قرار بررسͬ مورد معمولͬ ͷمتری فضای در ثابت نقطه قضایای اسͺالری تفاسیر

بیان مخروطͬ ͷمتری فضای در ثابت نقطه قضایای رضاپور چون ریاضیدانͬ دیدگاه گرفتن نظر در با

است. شده بیان بررسͬ�ها این از حاصل آمده بدست نتایج ادامه در است. شده اثبات و

نامه پایان در ١٩٢٢ سال در بار اولین که است موثر و ساده بسیار قضیه� ͷی باناخ ثابت نقطه قضیه

و مͬ�باشد خطͬ غیر آنالیز در ͷکلاسی ابزار ͷی قضیه این شد. ظاهر ۴ باناخ استفان نام به شخصͬ

کرد. مشاهده [٢۶،٢۵،٢۴،٢٣،١۶،٨] در را قضیه این تعمیم�های مͬ�توان که دارد بسیاری تعمیم�های

شخص خود نام به بعدها که پرداخت نگاشتͬ معرفͬ به ۵ کانان نام به شخصͬ ١٩۶٩ سال در

نقطه دارای کانان نگاشت هر آن�گاه باشد کامل متری فضای ͷی X اگر که کرد ثابت و شد معروف

باناخ ثابت نقطه قضیه از توسیعͬ کانان ثابت نقطه قضیه که است آن توجه قابل نکته است. ثابت

١Huang
٢Guang
٣Shih Du
۴ Stefan Banach
۵ Kannan

١



باناخ ثابت نقطه قضیه از تر مهم بسیار کانان ثابت نقطه قضیه ریاضیدانان از بسیاری نظر از و نمͬ�باشد

است.

فضای و متری فضای مفاهیم یادآوری به اول فصل در که مͬ�باشد، فصل سه شامل نامه پایان این

فضای مفهوم همچنین و مͬ�پردازیم کامل متری فضای در ثابت نقطه قضایای بیان به و کامل متری

مͬ�کنیم. بیان را کامل مخروطͬ متری

با را قضایا این و مͬ�پردازیم مخروطͬ متری فضای در ثابت نقطه قضایای بیان به دوم فصل در

اثبات و داده قرار بررسͬ مورد مخروط بودن نرمال شرط حذف همچنین و مخروط بودن نرمال شرط

مͬ�کنیم.

توسط که مͬ�کنیم بیان را باناخ ثابت نقطه قضیه از ساده خیلͬ و جدید تعمیمͬ سوم فصل در

در مͬ�کند. مشخصسازی را کامل متری فضای که شد بیان ٢٠٠٨ سال در ۶ سوزوکͬ نام به شخصͬ

در را آن تعمیم و مͬ�کنیم بیان کامل متری فضای در را باناخ انقباض اصل از سوزوکͬ تعمیم فصل این

سوزوکͬ نوع از ٧ ادلستین قضیه از توسیعͬ ادامه در مͬ�کنیم. اثبات و بیان کامل مخروطͬ متری فضای

مͬ�کنیم. اثبات و معرفͬ را

است. شده استفاده [١۶] و [٧] و [۵] و [٢] مراجع از بیشتر نامه پایان این در

۶ Suzuki
٧ Edelstein

٢



١ فصل

فضاهایمتریمخروطی

مفاهیم یادآوری به منظور این برای مͬ�باشد، مخروطͬ متری فضاهای با آشنایی فصل این در ما هدف

قضایای از برخͬ و انقباضͬ نگاشت مفهوم ادامه ودر مͬ�پردازیم کامل متری فضاهای و متری فضاهای

مͬ�کنیم. معرفͬ را مخروطͬ متری فضاهای پایان در سپس مͬ�کنیم بیان متری فضاهای در را ثابت نقطه

متری فضاهای ١-١

مͬ�کنیم. یادآوری را متری فضاهای مفهوم ابتدا

ͷی یا ͷمتری ͷی را d : X ×X −→ R تابع باشد وناتهͬ دلخواه مجموعه ͷیX کنید فرض

باشد: برقرار زیر شرایط x, y, z ∈ X هر برای هرگاه مͬ�نامیم X روی متر

،d(x, x) = ٠ (١

،x = y اگر فقط و اگر d(x, y) = ٠ (٢

،d(x, y) = d(y, x) (٣

(X, d) Xباشد، روی متر ͷی d که صورتͬ در مثلث) (نامساوی (x, y) ≤ (x, z)+(z, y) (۴

است. شده مجهز d متر به X فضای مͬ�گوییم و مͬ�نامیم ͷمتری فضای ͷی را

معرفͬ متر اصلͬ خواص از ͬͺی عنوان به را متر بودن نامنفͬ شرط نویسندگان اغلب .١.١.١ ملاحظه

هر برای که صورت این به گرفت. نتیجه شرایط(١)و(۴) از راحتͬ به را شرط این مͬ�توان که مͬ�کنند

.d(x, y) ≥ ٠ ولذا ٢d(x, y) ≥ ٠ بنابراین d(x, y) + d(y, x) ≥ d(x, x) داریم x, y ∈ X

٣



مͬ�پردازیم. متری فضاهای از مثال چند بیان به حال

xi ∈ R که x = (x١, x٢, . . . , xn)تاییn همه مجموعه Xیعنͬ = Rn مͬ�دهیم قرار .٢.١.١ مثال

مͬ�کنیم تعریف x = (x١, . . . , xn) و y = (y١, . . . , yn) ∈ Rn هر برای

d(x, y) =
( n∑

i=١

(xi − yi)
١/٢(٢

اقلیدسͬ،فضای متر با همراه Rn وبه است معروف اقلیدسͬ متر به که است Rn روی متر ͷی d آن�گاه

گوییم. اقلیدسͬ

ناتهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض اگر کرد، تعریف گوناگون مترهای مͬ�توان مجموعه ͷی روی

α مانند مثبتͬ اعداد هرگاه گوییم، معادل را d٢ و d١ باشند. آن روی متر دو d٢ و d١ و باشد ودلخواه

باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به که قسمͬ به باشند موجود β و

αd١(x, y) ≤ d٢(x, y) ≤ βd١(x, y).

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را d∞ و d٢ و d١ مترهای Rn روی .٣.١.١ مثال

d١(x, y) =
n∑

i=١

|xi − yi|,

d٢(x, y) =
( n∑

i=١

|xi − yi|٢
)١/٢

,

d∞(x, y) = max{|xi − yi| : ١ ≤ i ≤ n}.

هستند. معادل هم با بالا مفهوم به d∞ و d٢ و d١ متر سه هر آن�گاه

هر برای را d : X × X −→ R نگاشت باشد ناتهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض .۴.١.١ مثال

صورت به x, y ∈ X

d(x, y) =

١, x ̸= y,

٠, x = y.

گویند. گسسته متر آن به که است X روی متر ͷی d آن�گاه مͬ�کنیم. تعریف

که x : N −→ X تابع هر باشد. ودلخواه ناتهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

اگر همچنین مͬ�دهیم. نمایش {xn} یا (xn) نماد با را آن داردکه نام X در دنباله ͷی ،n 7−→ xn

دنباله زیر را y(n) = xh(n) ضابطه با y : N −→ X تابع باشد، صعودی اکیدا تابعͬ h : N −→ N

. گوییم x از ای

۴



f : X −→ R کران�دار توابع همه B(X)مجموعه و ناتهͬ Xیͷمجموعه فرضکنیم .۶.١.١ مثال

مͬ�کنیم تعریف f, g ∈ B(X) هر برای باشد.

d(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ X}. (١.١)

(١.١) در d شده تعریف تابع دید مͬ�توان آسانͬ به .d(f, g) < پس∞ هستند کران�دار g و f چون

B(X)صورت این در ،X = N که است زمانͬ مثال این خاص حالت است. B(X) روی متر ͷی

که طوری به حقیقͬ اعداد از (xn) های دنباله همه� مجموعه از است عبارت و مͬ�دهیم نشان ℓ∞ با را

sup{|xn| : n ∈ N} < ∞

قرار حقیقͬ اعداد از (xn) های دنباله همه مجموعه را ℓp .١ < p < ∞ کنیم فرض .٧.١.١ مثال

که طوری به مͬ�دهیم
∞∑
n=١

|xn|p < ∞.

مͬ�کنیم تعریف ℓp از y = (yn) و x = (xn) عضو دو برای

d(x, y) =
( ∞∑
n=١

|xn − yn|p
)١/p

.

است. ℓp روی متر ͷی d آن�گاه

ͷی X اگر که مͬ�کنیم یادآوری ابتدا هستند. متری فضاهای از خاصͬ حالت نرم�دار فضاهای

و x, y ∈ X هر برای اگر است نرم ͷی ∥ · ∥ : X −→ R تابع باشد، R میدان روی برداری فضای

باشد: داشته را زیر شرایط α ∈ R

،x = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ > ٠ (١

،∥αx∥ = |α|∥x∥ (٢

.∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥ (٣

X آن�گاه d(x, y) = ∥x− y∥ کنیم تعریف اگر حال گوییم. نرم�دار فضای ͷی (X, ∥ · ∥) به آن�گاه

است. متری فضای ͷی d با همراه

است. نرم�دار فضای ͷی زیر نرم با ۵.١.١ مثال در شده معرفͬ ℓ∞ فضای .٨.١.١ مثال

∥x∥∞ = Sup
n∈N

|xn|.

است. نرم�دار فضای ͷی زیر نرم با ۶.١.١ مثال در شده معرفͬ ℓp فضای .٩.١.١ مثال

∥x∥p =
( ∞∑
n=١

|xn|p
)١/p

.

۵



کامل متری فضاهای ١-٢

(xn) دنباله حد x ∈ X نقطه باشد. X در دنباله ͷی (xn) و متری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض

داشته n > N هر برای که طوری به باشد موجود N مثبت عدد ε > ٠ هر برای اگر مͬ�شود نامیده

و xn −→ x مͬ�نویسیم و است x به همͽرا (xn) دنباله گوییم حالت این در .d(xn, x) < ε باشیم

است. یͺتا همواره دنباله حد که کرد مشاهده مͬ�توان همچنین

کنیم فرض مͬ�کنیم. مجهز شد بیان ۴.١.١ مثال در که گسسته متر به را X مجموعه .١.٢.١ مثال

صورت این در .ε =
١
٢
مͬ�دهیم قرار همͽراست. x ∈ X نقطه به که باشد X در دنباله ͷی (xn)

گسسته متری فضای در اما .d(xn, x) <
١
٢
داریم n > N هر برای که طوری به است Nموجود عدد

n > N هر برای بنابراین .xn = x اگر فقط و اگر d(xn, x) = ٠ اگر فقط و اگر d(xn, x) <
١
٢

مͬ�شود. برابر ثابت مقدار ͷی با دنباله بعد به جایی ͷی از یعنͬ ،xn = x باید

نامیده کوشͬ دنباله ͷیX در (xn) دنباله باشد، متری فضای ͷی (X, d) فرضکنیم تعریف٢.٢.١.

داشته n,m > N هر برای که طوری به باشد داشته وجود N مثبت عدد ε > ٠ هر برای اگر مͬ�شود

.d(xn, xm) < ε باشیم

.[٢١] است کوشͬ دنباله ͷی متری، فضاهای در همͽرا دنباله هر که داد نشان مͬ�توان راحتͬ به

نیست. همͽرا ولͬ است کوشͬ که یافت دنباله�ای مͬ�توان یعنͬ نمͬ�باشد مطلبصحیح این عکس ولͬ

.d(x, y) = |x − y| مͬ�کنیم تعریف x, y ∈ X هر برای و X = (٠,١) دهیم قرار .٣.٢.١ مثال

دنباله ͷی (١
n
) بنابراین ١

n
−→ ٠ ،R فضای در چون مͬ�گیریم نظر در X در را (١

n
) دنباله حال

.٠ /∈ X زیرا نیست همͽرا X در اما است کوشͬ

نقطه�ای به Xهمͽرا در کوشͬ دنباله هر اگر مͬ�شود نامیده کامل ،(X, d)متری فضای تعریف٢.١.۴.

باشد. X در

شده تعریف متر به نسبت هرگاه گوییم ١ باناخ فضای را (X, ∥ · ∥) نرم�دار فضای .۵.٢.١ تعریف

d(x, y) = ∥x− y∥

باشد. کامل متری فضای ͷی

.[١۶] هستند باناخ فضاهای ℓ∞ و ℓp فضاهای .۶.٢.١ مثال

١Banach space

۶



روی شده تعریف حقیقͬ پیوسته توابع تمام از متشͺل C[٠,١] حقیقͬ خطͬ فضای .٧.٢.١ مثال

نرم با X آن�گاه .X = {f ∈ C[٠,١] : f(٠) = ٠} مͬ�دهیم قرار و گرفته نظر در را [٠,١]

،f ∈ X هر برای یعنͬ سوپریمم

∥f∥u = sup{|f(x)| : x ∈ [٠,١]}

است. حقیقͬ باناخ فضای ͷی

دهیم اگرقرار

Y = C[٠,١]١ = {f : [٠,١] −→ R, است پیوسته و موجود f ′
, f}

نیست. کامل که است نرم�دار فضای ͷی Xاست، بسته محضو فضای زیر سوپریمم، نرم با Y آن�گاه

نباشد. مشتق�پذیر f است ممͺن fn
u−→ f و باشند مشتق�پذیر پیوسته به�طور ها fn اگر زیرا

عبارت به باشد. بسته Y که است باناخ Y صورتͬ در Xباشد. فضای زیر Y و باشد Xباناخ اگر

است. کامل کامل، فضاهای بسته فضاهای زیر دیͽر

متری فضاهای در ثابت نقطه قضایای برخͬ ١-٣

قضایا مهم�ترین از ͬͺی و مͬ�شود شناخته باناخ انقباض اصل با معمولا که باناخ ثابت نقطه قضیه ابتدا

در باناخ استفان به مربوط پایان�نامه در روشنͬ فرم به قضیه مͬ�کنیم.این بیان را است ریاضͬ آنالیز در

گرفته قرار استفاده مورد انتگرال معادله ͷی برای جواب، وجود اثبات برای که شد سال١٩٢٢ظاهر

دارد. آنالیز در ویژه به و ریاضیات در فراوانͬ کاربردهای قضیه این بود.

٧



مͬ�کنیم. معرفͬ را ثابت نقطه مفهوم ابتدا

نقطه باشد. نگاشت ͷی T : X −→ X و ناتهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

.T (x٠) = x٠ اگر نامیم، T ثابت نقطه ͷی را x٠ ∈ X

شده تعریف T (x) = x+ sinπxصورت به T : X −→ X Xو = R فرضکنیم .٢.٣.١ مثال

مͬ�باشد. ثابت نقطه بی�نهایت دارای T صورت این در باشد

تعریفمͬ�کنیم T (x) = cos(x)صورت به را T : X −→ X Xو = R فرضکنیم .٣.٣.١ مثال

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T آن�گاه

تعریف T (x) = x+(١+ ex)−١ صورت به T : X −→ X Xو = R فرضکنیم .۴.٣.١ مثال

ندارد. ثابت نقطه X روی T صورت این در باشد. شده

را T : X −→ X نگاشت باشد. d متر با ͷمتری فضای ͷی X کنیم فرض .۵.٣.١ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای که باشدبه�طوری داشته وجود k ≥ ٠ هرگاه نامیم، ٢ لیپ�شیتس

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y).

k(T ) با آن�را و مͬ�نامیم T نگاشت شیتس لیپ ثابت را کند صدق فوق رابطه در که ای k کوچͺترین

مͬ�آید به�دست زیر رابطه از و مͬ�دهیم نشان

k(T ) = sup

{
d(Tx, Ty)

d(x, y)
: x, y ∈ X, x ̸= y

}
< ∞.

آن�گاه باشند S و T نگاشت�های لیپ�شیتس ثابت�های به�ترتیب k(S) و k(T ) اگر

k(T ◦ S) ≤ k(T )k(S),

به�ویژه و T ◦ S(x) = T (Sx) آن در که

k(T n) ≤ kn, n = ١,٢, . . .

به ،k(T ) < ١ و باشد لیپ�شیتس نگاشت ͷی T : X −→ X چنانچه .T nx = T (T n−١x) که

نامیم. انبساطͬ غیر نگاشت ͷی را T نگاشت صورت این در ،k(T ) = ١ اگر و انقباضگوییم ͷی T

T : X −→ X و کامل متری فضای ͷی X کنیم فرض .(٣ باناخ ثابت نقطه (قضیه .۶.٣.١ قضیه

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T آن�گاه باشد، X روی انقباض ͷی

بیان آن�را اثبات است پایان�نامه این اصلͬ موضوعات از ͬͺی باناخ ثابت نقطه قضیه که آن�جایی از

مͬ�کنیم.

٢Lipschitz

٨



مͬ�کنیم تعریف xn = T nx٠ صورت به را (xn) ∈ X دنباله و مͬ�گیریم ثابت را x٠ ∈ X اثبات.

داریم n ∈ N هر برای n = ٠,١, . . . . که

d(xn, xn+١) ≤ kd(xn−١, xn) ≤ k٢d(xn−٢, xn−١) ≤ . . . ≤ knd(x٠, x١),

mداریم > n که n,m ∈ N هر برای بنابراین

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+١) + d(xn+١, xn+٢) + . . .+ d(xm−١, xm)

≤ (kn + kn+١ + . . .+ kn−١)d(x٠, x١)

≤ kn

١− k
d(x٠, x١).

دنباله ͷی (xn) که مͬ�دهد نشان این و kn

١−k
−→ ٠ آن�گاه n −→ ∞ وقتͬ k < ١ که آن�جایی از

نتیجه که limxn
n−→∞

= x که طوری به دارد وجود x ∈ X است، کامل X که آن�جایی از است. کوشͬ

مͬ�شود

T (x) = T (lim xn)
n−→∞

= limT (xn)
n−→∞

= limxn+١
n−→∞

= x

خلففرضمͬ�کنیم برهان با است. یͺتا ثابت نقطه که مͬ�کنیم اثبات حال .T (x) = x داریم بنابراین

داریم آن�گاه x ̸= y که طوری به باشند T نگاشت از ثابت نقطه دو x, y ∈ X

d(x, y) = d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y).

ثابت نقطه بنابراین است. تناقض در فرض با که x = y داریم و d(x, y) = ٠ مͬ�شود نتیجه که

یͺتاست.

متری فضای ͷی روی انقباض ͷی T نگاشت اگر که کردیم ملاحظه باناخ، ثابت نقطه قضیه در

در یͺتا ثابت نقطه ͷی که نگاشتͬ هر اما دارد. X در یͺتا ثابت نقطه ͷی T آن�گاه باشد، X کامل

نیست. انقباض ͷی لزوما باشد، داشته X کامل متری فضای ͷی

به را X روی T باشد.نگاشت X روی اقلیدسͬ متر d و X = [٠,١] کنیم فرض .٧.٣.١ مثال

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت

Tx = ١− x (x ∈ X)

نیست. انقباض ͷی T اما دارد x =
١
٢
یͺتای ثابت نقطه ͷی T صورت، این در

نیست. برقرار انبساطͬ غیر نگاشت�های برای باناخ ثابت نقطه قضیه که دهد مͬ نشان زیر مثال

به را T : X −→ X نگاشت باشد. X روی اقلیدسͬ متر d و X = R کنیم فرض .٨.٣.١ مثال

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت

Tx = x+ ١ , (x ∈ R).

٩



اما ندارد ثابت نقطه T بنابراین کند نمͬ صدق x+ ١ = x در ای x هیچ چون

|Tx− Ty| ≤ |x− y|.

α ∈ اگر مͬ�شود نامیده کانان نگاشت ͷی (X, d) متری فضای روی T نگاشت .٩.٣.١ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود [٠,١/٢)

d(Tx, Ty) ≤ αd(x, Tx) + αd(y, Ty).

و کامل متری فضای ͷی X کنیم فرض .( [١٣] ۴ کانان ثابت نقطه قضیه ) .١٠.٣.١ قضیه

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T باشدآن�گاه کانان نگاشت ͷی T : X −→ X

X متری فضای روی کانان نگاشت هر اگر یعنͬ است برقرار کانان قضیه عکس .١١.٣.١ ملاحظه

است. کامل X آن�گاه باشد ثابت نقطه ͷی دارای

داشته وجود اگر گوییم انقباض −C را (X, d) متری فضای روی T نگاشت ͷی .١٢.٣.١ تعریف

باشد برقرار زیر نامساوی x, y ∈ X هر برای �که به�طوری α ∈ (٠,١/٢) باشد

d(Tx, Ty) ≤ αd(x, Ty) + αd(y, Tx).

و کامل متری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .([۵] ۵ کترجیا ثابت نقطه (قضیه .١٣.٣.١ قضیه

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T باشدآن�گاه انقباض −C نگاشت ͷی T : X −→ X

نگاشت ͷی را T : X −→ X و کامل متری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .١۴.٣.١ تعریف

باشد برقرار زیر نامساوی x, y ∈ X هر برای هرگاه گوییم انقباضͬ

d(Tx, Ty) < d(x, y)

متری فضاهای روی ولͬ ندارند ثابت نقطه لزوماً کامل متری فضاهای روی انقباضͬ نگاشت�های

دارد. ثابت نقطه فشرده

و فشرده متری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .( [٩] ۶ ادلستین ثابت نقطه قضیه ) .١۵.٣.١ قضیه

x ̸= y به�طوری�که x, y ∈ X هر برای کنیم فرض باشد. X روی نگاشت ͷی T : X −→ X

باشد برقرار زیر شرط

d(Tx, Ty) < d(x, y)

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T آن�گاه

١٠



متری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .( [١۵] ٧ -راجر هاردی ثابت نقطه قضیه ) .١۶.٣.١ قضیه

کند صدق x, y ∈ X هر برای زیر انقباضͬ شرط در که باشد نگاشت ͷی T : X −→ X و کامل

d(Tx, Ty) ≤ Ad(x, y) + Bd(x, Tx) + Cd(y, Ty) +Dd(x, Ty) + Ed(y, Tx)

, A+B +C +D+E < ١ شرط در که است نامنفͬ ثابت�های E Dو و C و B و A آن در که

مͬ�باشد. ثابت نقطه دارای T مͬ�کند.آن�گاه صدق

داشته وجود اگر گوییم برایند نگاشت را (X, d) متری فضای روی T نگاشت ͷی .١٧.٣.١ تعریف

باشد برقرار زیر نامساوی x, y ∈ X هر برای �که به�طوری I ∈ [٠,∞) و α ∈ [٠,١) باشد

d(Tx, Ty) ≤ αd(x, y) + Id(Tx, y).

و کامل متری فضای ͷی X کنیم فرض . ([٢٧] ٨ برایند ثابت نقطه قضیه ) .١٨.٣.١ قضیه

دارد. یͺتا ثابت نقطه ͷی T باشدآن�گاه برایند نگاشت ͷی T : X −→ X

است. باناخ ثابت نقطه قضیه تعمیم�های قضیه٣.١.١۶ و ١۴.٣.١ قضیه که است آشͺار

مرتب برداری فضاهای ۴-١

مͬ�پردازیم. برداری فضای ͷی در مخروط مفهوم به ابتدا

باشد. V از زیرمجموعه�ایی P و باشد F میدان روی برداری فضای ͷی V فرضکنیم تعریف١.۴.١.

اگر مͬ�شود نامیده مخروط ͷی P آن�گاه

،P + P ⊂ P (١

،tP ⊂ P ∀t ≥ ٠ (٢

.P ∩ (−P ) = ٠ (٣

برداری فضای ͷی V که (V,≤)جفتͷی از است عبارت مرتب برداری فضای ͷی تعریف١.۴.٢.

هر برای زیر شرایط در که طوری به مͬ�باشد V روی جزئͬ ترتیب رابطه ͷی (≤) و F میدان روی

کند. صدق x, y ∈ V

،x+ z ≤ y + z باشیم داشته z ∈ V هر برای آن�گاه x ≤ y اگر (١

.tx ≤ ty باشیم داشته t ≥ ٠ هر برای آن�گاه x ≤ y اگر (٢

١١



مͬ�کنیم تعریف باشد. V در مخروط ͷی P و باشد برداری فضای ͷی V کنیم فرض

x ≤ y ⇐⇒ y − x ∈ P,

است: مرتب برداری فضای ͷی (V,≤) که مͬ�کنیم بررسͬ

،x ≤ xپس ٠ ∈ P چون (١

z−x ∈ P پس P +P ⊂ P چون .z−y ∈ P و y−x ∈ P آن�گاه y ≤ z و x ≤ y اگر (٢

،x ≤ z یعنͬ

، P ∩ (−P ) = ٠ چون x = y آن�گاه y ≤ x و x ≤ y اگر (٣

یعنͬ ty − tx ∈ P پس است، tP ⊂ P چون ty − tx ∈ tP آن�گاه t ≥ ٠ و x ≤ y اگر (۴

.tx < ty

مͬ�دهیم قرار باشد مرتب برداری فضای ͷی (V,≤) کنیم فرض برعکس

P = {x ∈ V : x ≥ ٠}

است: مخروط ͷی P مͬ�دهیم نشان

نتیجه در x + y ∈ P یعنͬ این و x + y ≥ ٠ لذا .y ≥ ٠ و x ≥ ٠ آن�گاه x, y ∈ P اگر

.P + P ⊂ P

.tP ⊂ P یعنͬ این و tx ∈ P بنابراین tx ≥ ٠ لذا x ≥ ٠ آن�گاه t ≥ ٠ و x ∈ P اگر

.P ∩ (−P ) = ٠ یعنͬ این و x = ٠ لذا −x ≥ ٠ و x ≥ ٠ آن�گاه x ∈ P ∩ (−P ) اگر

مͬ�باشد. حقیقͬ اعداد خط روی مخروط ͷی P = [٠,∞] و V = R کنیم فرض .٣.۴.١ مثال

مͬ�باشد. اقلیدسͬ صفحه در مخروط ͷی P = {(x, y) ∈ V : x, y ≥ ٠} و V = R٢ همچنین

Xباشد روی توپولوژی ͷی τ و باشد F میدان روی برداری فضای ͷیX فرضکنیم تعریف١.۴.۴.

اگر است ͬͺتوپولوژی برداری فضای ͷی (X, τ) گوییم

باشند، بسته نقطه�ها تک (١

باشد پیوسته برداری جمع عمل (٢

X ×X −→ X ; (x, y) 7−→ x+ y,

باشد پیوسته اسͺالر ضرب عمل (٣

F×X −→ X ; (α, x) 7−→ αx.

١٢


