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ابتͺارات مطالعات، نتایج، بر مترتب مادی حقوق کلیه�ی
پایان�نامه، این موضوع تحقیق از ناشͬ نوآوری�های و
است. رفسنجان (عج) ولͬ�عصر دانشͽاه به متعلق



೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای به
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
تا بخشید به�ما را بͬ�پایانش دانش نور از ذره�ای که است هستͬ آفریننده�ی سزآوار بͬ�کران سپاس

یابیم. رهایͬ ͬͺتاری از
احمد دکتر آقای جناب بزرگوارم، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه صفاپور،

نمͬ�یافت. تحقق
این مشاوره� و مطالعه زحمت که آرمندنژاد علͬ دکتر و دهقان علͬ محمد دکتر آقایان جناب از
راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه، این سازی آماده در و فرمودند تقبل را پایان�نامه

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار
سال�ها، این در استاد �عنوان به که افشین رضا حمید دکتر آقای جناب از مͬ�دانم لازم همچنین
کنم. تشͺر صمیمانه داشتند، عهده به را پایان�نامه این داوری زحمت و بوده�اند من پشتیبان همیشه

سپاس�گزارم. پایان�نامه این داوری زحمت تقبل به�خاطر نیز رهبانͬ دکتر خانم سرکار از
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
به محمد) و مجتبͬ عابد، عزیزم( برادران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش
پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس

بودند. من
دارم. را تشͺر کمال عزیزم، هم�کلاسͬ�های و خوبم دوستان همه�ی از هم�چنین

اൈॣند۱۳۹۰ࣅباسخاජໍی



ଘم৤قدৎباৣم඼ෙय़భ୍وماସدر৮
(ସ୍انतداکاری଒ازپایඓࣁࡦංඌند،หૼنپایඵවرم)

و
ୀاభانऒوলم

وૡঙه�یآฬن�଒آभتاب඼ෙय़شانభآণتا�ଡیقൎ࣍مকم�ফنانپاୀجا॥ت
وହච໋ଽوب৅࡜واগدඟ໊د



چͺیده

در هیلبرت فضای در زیرفضاها از گردایه�ای معمولͬ قاب�های مانند مͬ�توان را تلفیقͬ قاب ͷی
بعد هنͽامͬ�که وجود این با مͬ�دهد. تعمیم را سیͽنال نمایش برای قاب ͷی مفهوم که گرفت نظر
زیادی تعداد نیازمند سیͽنال ͷی تلفیقͬ قاب اندازه�گیری�های محاسبه عموما باشد بزرگ سیͽنال
محاسباتͬ بودجه با کاربردهای در سیͽنال تجزیه مͬ�شود سبب این مͬ�باشد، ضرب و جمع اعمال
متناهͬ بعد با تلفیقͬ قاب�های روی پایان�نامه این در مشͺل، این بررسͬ برای شود. دشوار محدود
محاسبه برای الͽوریتمͬ سپسساختار مͬ�کنیم. معرفͬ تنͷرا تلفیقͬ قاب�های مفهوم و شده متمرکز
چسبان تلفیقͬ های قاب شامل که مͬ�کنیم ارائه مطلوب تلفیقͬ قاب عملͽر با ͷتن تلفیقͬ قاب�های
را بهینه ͷتن تلفیقͬ قاب�های الͽوریتم، این مͬ�کنیم ثابت انͽیزی شͽفت طور به مͬ�باشد. نیز
که تلفیقͬ قاب ͷی ساخت برای کافͬ شرط طیفͬ، تتریس روش از استفاده با هم�چنین مͬ�سازد.
مͬ�کنیم ارائه کند، اختیار را زیرفضاهایش مطلوب بعدهای و تلفیقͬ قاب مطلوبعملͽر ویژه مقادیر

هست. نیز لازم شرط این باشد، چسبان تلفیقͬ قاب که حالتͬ در مͬ�کنیم ثابت و

حشو. ،ͬͺتن طیفͬ، تتریس تلفیقͬ، قاب کلیدی: واژه�های



پیش�گفتار

شدند[٢٠]. مطرح شیفر٢ و دافین١ توسط بنیادی مقاله�ای در ١٩۵٢ سال در بار اولین برای قاب�ها
گراسمان۵گسترش و میر۴ دوبش٣ͬ، توسط ͷموج نظریه دوره شروع با و ١٩٨۵ سال در مفهوم این
در توابع سری بسط کردن پیدا برای ها قاب از توان مͬ که کردند مشاهده ها آن کرد[١٨]. پیدا
زمان این در گرفت. بهره دارد، وجود یͺه متعامد های پایه در که بسطͬ همان شبیه درست ،L۲(R)
بعد کرد. پیدا بروز زمان درهمین ها قاب نظریه و بردند پͬ موضوع اهمیت به ها ریاضیدان که بود

شد. شروع ها قاب روی ای گسترده مطالعات آن از
گسسته�سازیسیͽما- بانͷفیلتری[١۶]، نظریه قبیل مختلفاز زمینه�های در قاب�ها اخیر، دهه دو در
با گرفته�اند. قرار مطالعه مورد [٢٢]و... بͬ�سیم ارتباطات ،[١۵] سیͽنال و تصویر پردازش ،[١] دلتا
نمͬ�توانند و است نیاز توزیعͬ پردازش به آن�ها در که آمده�اند پدید جدید کاربردهای برخͬ وجود، این
و کرده�اند برطرف را نیاز این تلفیقͬ قاب�های شوند. بندی مدل قاب، مجموعه�ی ͷی وسیله به
الͽوریتم�هایͬ آوردن به�دست برای بلͺه کاربردها، این کردن بندی مدل برای فقط نه را امͺاناتͬ

مͬ�کنند. فراهم قوی و کارا جدید،
با را تلفیقͬ قاب�های مͬ�توان چͽونه که است این تلفیقͬ قاب�های نظریه در پرسش اساسͬ�ترین
به�نام قدرتمندی ابزار قاب، نظریه در ساخت. نظر مورد کاربرد�های برای ویژگͬ�هایͬ کردن اضافه
دادن نشان برای موثری ابزار قاب، پتانسیل شد[۶]. معرفͬ بندتو٧ و فیͺس۶ به�وسیله قاب پتانسیل
دهد نشان نمͬ�تواند که نقصمͬ�باشد این دارای ولͬ مشخصاست، ویژگͬ�هایͬ تحت قاب�ها وجود

مͬ�شود. ساخته قاب�هایͬ این�چنین چͽونه
که دادند نشان و [٧] کردند معرفͬ را تلفیقͬ قاب�های پتانسیل مقاله�ای در فیͺس و کاسازا٨ اخیرا،
هیلبرت، فضای بعد به نسبت زیرفضاها این بعد ولͬ بوده بزرگ تلفیقͬ، قاب زیرفضاهای تعداد اگر
پایان�نامه این در داشت. خواهند وجود تلفیقͬ قاب�های چنین همواره �صورت این در باشد، ͷکوچ

١Duffin
٢Schaeffer
٣Daubencheis
۴Meyer
۵Grossman
۶Fickus
٧Benedetto
٨Casazza



پرداخت. خواهیم تلفیقͬ قاب�های چنین ساختار بررسͬ به
است: زیر شرح به پایان�نامه این مطالب

در شده�است. بیان تابعͬ آنالیز از مقدماتͬ اول دربخش شده�است. ارائه بخش سه در اول، فصل
استفاده آن از مͺرر طور به �پایان�نامه این در که قاب�ها از هایͬ قضیه و قاب�ها مفهوم دوم بخش
دارد. اختصاص تلفیقͬ قاب�های نظریه مقدماتͬ بررسͬ به نیز سوم بخش شده�است. آورده مͬ�شود،
با ͷتن تلفیقͬ قاب�های ساختار سپس شده بیان ͷتن تلفیقͬ قاب�های مفهوم ابتدا دوم، فصل در
[۴] بر مبتنͬ عمدتا فصل این مطالب است. گرفته قرار بررسͬ مورد مطلوب تلفیقͬ قاب عملͽر

مͬ�باشد.
زیرفضاهای بعد با تلفیقͬ قاب�های ساخت برای اصولͬ روشͬ به�عنوان طیفͬ تتریس سوم، فصل در
با مͬ�توان چͽونه که مͬ�دهیم نشان هم�چنین مͬ�شود. مطرح مطلوب، تلفیقͬ قاب عملͽر و مطلوب
این مندرجات ساخت. را ۲ از کمتر حشو از واحد نرم چسبان تلفیقͬ قاب�های روش، این تعمیم

مͬ�باشد. [١٢] بر مبتنͬ فصل
شد، بیان دوم فصل در که مفهومͬ با که را تلفیقͬ قاب�های ͬͺتن از جدیدی مفهوم چهارم، فصل در
طیفͬ تتریس الͽوریتم مͬ�دهیم نشان هم�چنین، مͬ�کنیم. معرفͬ ͬͺتن میزان به�عنوان است متفاوت
به نسبت را قاب ترین بهینه مͬ�شود، بیان واحد نرم چسبان قاب�های ساخت برای سوم فصل در که

مͬ�باشد. [١٣] و [۶] بر مبتنͬ فصل این مطالب مͬ�کند. تولید واحد استاندارد پایه�های



مطالب فهرست

١ برقاب�ها مقدمه�ای ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابعͬ آنالیز ١.١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیلبرت فضای ١.١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عملͽرها ٢.١.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قاب�ها نظریه ٢.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تلفیقͬ قاب نظریه بر مقدمه�ای ٣.١

١۴ مطلوب تلفیقͬ قاب عملͽر با ͷتن تلفیقͬ قاب�های ساختار ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺتن میزان و تلفیقͬ قاب�های ١.٢
١۶ . . . . . . . . . مطلوب تلفیقͬ قاب عملͽر با ͷتن تلفیقͬ قاب�های ساخت ٢.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طبیعͬ ویژه مقادیر ١.٢.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقͬ ویژه مقادیر ٢.٢.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایانͬ و آغازی نقاط ٣.٢.٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SFFR الͽوریتم تحلیل ۴.٢.٢
۴٢ . . . . . . . . . . دلخواه تلفیقͬ قاب��های از چسبان تلفیقͬ قاب�های ساخت ٣.٢

۴٧ طیفͬ تتریس تلفیقͬ قاب�های ساختار ٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیفͬ تتریس الͽوریتم ١.٣
۵۵ . . . . . . . . . زیرفضاها مطلوب بعدهای و ویژه مقادیر با تلفیقͬ قاب�های ٢.٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرجع تلفیقͬ قاب ٣.٣

کمتر حشو و ͷی اندازه�ی با چسبان تلفیقͬ قاب�های ساخت برای طیفͬ تتریس ۴.٣
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ از



مطالب فهرست

٩۴ بهینه ͷتن تلفیقͬ قاب�های ساختار ۴
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . ͬͺتن تلفیقͬ: قاب�های ساختار برای جدید الͽویͬ ١.۴
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺتن میزان ١.١.۴
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͽبهین مفهوم ٢.١.۴
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . تلفیقͬ قاب�های ساخت برای طیفͬ تتریس ٢.۴
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . STFF الͽوریتم ١.٢.۴

ͷبه�کم دلخواه تلفیقͬ قاب�های از چسبان تلفیقͬ قاب�های ساخت ٢.٢.۴
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . STFF الͽوریتم
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . بهینه ͷتن تلفیقͬ قاب�های تولید و طیفͬ تتریس ٣.۴
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͽبهین رده�ی ١.٣.۴
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . ترکیب ماتریس جدید خواصساختاری ٢.٣.۴
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دسترس قابل ͬͺتن بیش�ترین ٣.٣.۴
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه ͷتن چسبان قاب�های ساخت ۴.٣.۴

١١٣ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

١١۶ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

١١٩ منابع فهرست



١ فصل

برقاب�ها مقدمه�ای

مͬ�باشند، نیاز مورد نامه پایان این طول در که اولیه�ای مفاهیم و تعاریف بیان به فصل این در
مقدمه�ای کتاب و [٢١] رودین تابعͬ آنالیز کتاب از برگرفته فصل این قضایای و تعاریف مͬ�پردازیم.
از مقاله�ای گذاری نماد از هم�چنین مͬ�باشد[١٨]، کریستینسن نوشته�ی ریس، پایه�های و قاب�ها بر

است[۵]. شده استفاده کاسازا
اعداد مجموعه Z حقیقͬ، اعداد مجموعه R مختلط، اعداد مجموعه C از منظور پایان�نامه این در
در شمارا حداکثر گذار اندیس مجموعه�ای ،I هم�چنین مͬ�باشد. طبیعͬ اعداد مجموعه N و صحیح

است. شده گرفته نظر

تابعͬ آنالیز ١.١
هیلبرت فضای ١.١.١

تابع باشد. C یا R میدان روی برداری فضای ͷی E کنید فرض .١.١.١ تعریف
||.|| : E −→ [۰,∞)

هرگاه: گویند نرم ͷی را

.x = ۰ اگر اگروتنها ||x|| = ۰ .١

.||λx|| = |λ| ||x|| ، λ ∈ C هر و x ∈ E هر به�ازای .٢

.||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| ، x, y ∈ E هر به�ازای .٣

١



تابعͬ آنالیز .١.١٢

فضای ͷی ⟨., .⟩ : H ×H −→ C دوتایͬ عمل همراه به C روی H برداری فضای .٢.١.١ تعریف
هرگاه مͬ�شود نامیده داخلͬ ضرب

.⟨λx+ y, z⟩ = λ⟨x, y⟩+ ⟨y, z⟩ ،λ ∈ C هر و x, y, z ∈ H هر برای .١

.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ،x, y ∈ H هر برای .٢

.⟨x, x⟩ = ۰⇔ x = ۰ و ⟨x, x⟩ ≥ ۰ ،x ∈ H هر برای .٣

مؤلفه به نسبت و خطͬ اول �ی مؤلفه به نسبت داخلͬ ضرب بالا، تعریف طبق که باشید داشته نظر در
مͬ�باشد. λ ∈ Cمختلط مزدوج λ که ⟨x, λy+z⟩ = λ⟨x, y⟩+⟨x, z⟩ یعنͬ است، مزدوج خطͬ دوم

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩صورت به x ∈ H بردار (نرم) اندازه ،H داخلͬ ضرب فضای در .٣.١.١ تعریف

مͬ�شود. گفته داخلͬ ضرب توسط شده القا نرم آن به و شده تعریف

با و شده نامیده متعامد F بر E این�صورت در .F ⊂ H و E ⊂ H کنید، فرض .۴.١.١ تعریف
،y ∈ F هر و x ∈ E هر برای هرگاه مͬ�شود داده نمایش E ⊥ F نماد

⟨x, y⟩ = ۰

تعریف زیر صورت به مͬ�شود داده نشان E⊥ با که E متعامد مͺمل ،E ⊂ H اگر .۵.١.١ تعریف
مͬ�شود:

E⊥ = {x ∈ H : ⟨x, y⟩ = ۰ ∀y ∈ E}.

و باشد H هیلبرت فضای در بردارها از دنباله ͷی (xn) اگر هم�چنین
⟨xn, xm⟩ = ۰, ∀n ̸= m.

مͬ�نامیم. متعامد دنباله ͷی را (xn) ، این�صورت در
نامیده متعامد یͺا دنباله ͷی (xn) ،∥xn∥ =

√
⟨xn, xn⟩ = ۱ ،n هر شرط،به�ازای این بر علاوه اگر

مͬ�شود.
مͬ�دهند. نشان (en) با را متعامد یͺا دنباله�های عموما

تعریف متر به نسبت H اگر گویند هیلبرت فضای ͷی را H داخلͬ ضرب فضای .۶.١.١ تعریف
شده تولید متر به n∈I(xn)نسبت مانند کوشͬ دنباله هر که معنͬ به�این باشد، نرم،کامل توسط شده
استفاده هیلبرت فضای دادن نشان برای H نماد از پایان�نامه این باشد(در همͽرا x به نرم توسط

مͬ�کنیم.).



برقاب�ها٣ مقدمه�ای .١

از است m,nعبارت ∈ Z برای مͬ�شود، داده نمایش δmn نماد با که کرونͺر دلتای .٧.١.١ تعریف

δmn =

{ ۱ m = n,
۰ m ̸= n.

است مختلط اعداد از (xk)k∈Iمانند نامتناهͬ دنباله�های همه گردایه ،ℓp(C) فضای .٨.١.١ تعریف
که

(
∑
k∈I

|xk|p)
۱
p <∞,

داخلͬ ضرب با همراه
⟨x, y⟩ =

∑
k∈I

xkyk,

.y = (yk)k∈I ∈ ℓp و x = (xk)k∈I ∈ ℓp آن در که

شمارش�پذیر چͽال مجموعه یͷزیر شامل هرگاه مͬ�شود نامیده پذیر فضایHجدایͬ تعریف٩.١.١.
باشد.

پذیر جدایͬ H اگر تنها و اگر است شمارا متعامد یͺا پایه دارای Hهیلبرت فضای .١٠.١.١ قضیه
باشد.

ترکیباتخطͬ تمام مجموعه Hباشد، فضای در عناصر از دنباله ͷی (xn)n∈I اگر .١١.١.١ تعریف
که معنͬ این به مͬ�شود، داده نمایش span(xn)n∈I با xn متناهͬ

span(xn)n∈I = {
N∑

n=−N

cnxn : N > ۰, cn ∈ C}.

باشد. Hچͽال در span(xn)n∈I هرگاه مͬ�شود نامیده Hکامل در (xn)n∈I دنباله تعریف١٢.١.١.
داریم. را زیر قضیه (ei)∞i=۱ متعامد یͺا دنباله برای

صورت این در هیلبرتHباشد فضای در متعامد یͺا دنباله ͷی (ei)∞i=۱ فرضکنید .١٣.١.١ قضیه
هستند: معادل زیر شرایط

است. H برای متعامد یͺا پایه (ei)∞i=۱ .١

.x =
∞∑
i=۱

⟨x, ei⟩ei ،x ∈ H هر برای .٢



تابعͬ آنالیز .١.١۴

.(١ پلنشرل فرمول ) ∥x∥۲ =
∞∑
i=۱

|⟨x, ei⟩|۲ ،x ∈ H هر برای .٣

.span(ei)i∈I = H .۴

.x = ۰ آن�گاه ،⟨x, ei⟩ = ۰ ،i هر برای و x ∈ H برای اگر .۵

مͬ�شود. گفته (ei)
∞
i=۱ متعامد ی پایه به نسبت x فوریه ضرایب دنباله (⟨x, ei⟩)∞i=۱ به قبل، قضیه در

عملͽرها ٢.١.١

های ضرب و ∥.∥K و ∥.∥H های نرم با هیلبرت فضای دو K و H کنید فرض .١۴.١.١ تعریف
زیر صورت به عملͽر این نرم باشد، K Hبه از خطͬ عملͽری S اگر باشند. ⟨., .⟩K و ⟨., .⟩H داخلͬ

مͬ�شود تعریف

∥S∥ = sup {∥S(x)∥K : x ∈ H, ∥x∥H = ۱ }.

مͬ��نامیم. S عملͽری نرم را ∥S∥صورت این در
. ∥S∥ <∞ هرگاه گوییم دار کران را S

نمایش B(H,K) نماد با را K فضای به H فضای از دار کران و خطͬ عملͽرهای همه مجموعه
مͬ�دهیم. نمایش B(H) با را آن باشند، برابر هم با K و H اگر و مͬ�دهیم

که طوری به است S∗ : K → H یͺتای عملͽر ،S الحاقͬ عملͽر آن�گاه S ∈ B(H,K) اگر
،y ∈ K و x ∈ H هر ازای به و S∗ ∈ B(K,H)

⟨Sx, y⟩K = ⟨x, S∗y⟩H.

.∥S∗∥ = ∥S∥ علاوه به

Hباشند. روی خطͬ عملͽرهایͬ T و S و بوده هیلبرت فضای ͷیH فرضکنید .١۵.١.١ تعریف
صورت این در

.S = S∗ اگر است الحاق خود S عملͽر .١

مͬ�نویسیم صورت این در .⟨Sx, x⟩ ≥ ۰ ،x ∈ H هر برای هرگاه است، نامنفͬ S عملͽر .٢
.S ≥ ۰

١Plancherel formula



برقاب�ها۵ مقدمه�ای .١

.S − T ≥ ۰ اگر ،S ≥ T .٣

آن�گاه باشد، H هیلبرت فضای روی دلخواه عملͽر ͷی T اگر .١۶.١.١ قضیه

∥T∥ = sup{|⟨Tx, y⟩| : ∥x∥, ∥y∥ = ۱}.

آن�گاه باشد، H هیلبرت فضای روی خودالحاق عملͽر ͷی S اگر .١٧.١.١ قضیه
∥S∥ = sup{|⟨Sx, x⟩| : ∥x∥ = ۱}.

باشد داشته وجود S ∈ B(H) عملͽر اگر است معͺوس�پذیر T ∈ B(H) عملͽر .١٨.١.١ تعریف
.S = T−۱ مͬ�نویسیم حالت این در .ST = TS = I که طوری به

آن�گاه ، α ∈ Cو S, T ∈ B(H) اگر .١٩.١.١ قضیه

.(αT + S)∗ = αT ∗ + S∗ .١

.(TS)∗ = S∗T ∗ .٢

.T ∗∗ = (T ∗)∗ = T .٣

.(T ∗)−۱ = (T−۱)∗ و بوده معͺوس�پذیر نیز T ∗ آن�گاه باشد، معͺوس�پذیر T اگر .۴

عملͽر ،V روی به H متعامد تصویر بͽیرید. نظر در را H از V بسته فضای زیر .٢٠.١.١ تعریف
.P (x) = x ،x ∈ V هر برای و P (x) = ۰ ،x ∈ V ⊥ هر برای که است P : H −→ H

است: برقرار زیر شرایط P متعامد تصویر عملͽر هر برای .٢١.١.١ قضیه

است. خودالحاق P .١

.P ≥ ۰ .٢

.∥P∥ ≤ ۱ .٣

داریم. [٢] از را زیر مهم قضیه�ی هم�چنین

با آن از بعدی N زیرفضایͬ V۰ و بوده داخلͬ ضرب فضای ͷی V کنید فرض .٢٢.١.١ قضیه
روی به v ∈ V مانند بردار ͷی متعامد تصویر این�صورت، در باشد. (ei)Ni=۱ متعامد یͺا پایه�ی

بود. خواهد زیر صورت به V۰ زیرفضای

P۰v =
N∑

j=۱
αjej.

.αj = ⟨v, ej⟩ که



قاب�ها نظریه .٢.١۶

قاب�ها نظریه ٢.١

عناصر از (fk)k∈I دنباله باشد. شمارایͬ گذار اندیس مجموعه�ی I �کنید فرض .١.٢.١ تعریف
وجود ۰ < A ≤ B <∞ ثابت�های هرگاه Hگویند برای قاب ͷی Hرا جدایͬ�پذیر هیلبرت فضای

،f ∈ H هر برای که به�طوری باشند داشته

A ∥ f ∥۲≤
∑
k∈I

| ⟨f, fk⟩ |۲≤ B ∥ f ∥۲ . (١.١)

کران و قاب پایین کران به�ترتیب را کنند صدق رابطه(١.١) در که B و A ثابت�های .٢.٢.١ تعریف
رابطه این در که B مثبت عدد کوچͺترین و Aمثبت عدد بزرگترین به هم�چنین مͬ�گویند. قاب بالای

مͬ�شود. گفته بهین کران�بالای و بهین پایین کران به�ترتیب کنند، صدق
یعنͬ گویند، -چسبان) A چسبان١(یا قاب را قاب ،A = B ∑اگر

k∈I

| ⟨f, fk⟩ |۲= A ∥ f ∥۲, (٢.١)

٢ͷی اندازه�ی با چسبان قاب قاب، این ،∥ fk ∥= ۱ ،k ∈ I هر برای این، بر علاوه اگر هم�چنین،
مͬ�شود. نامیده

دارد. نام قاب ثابت کند صدق (٢.١) رابطه در که Aثابت
نامند. بسل دنباله را آن باشد، قاب بالای کران دارای حداقل (fk)k∈I دنباله�ی اگر

∥ fi ∥=∥ fj ∥ ،i, j ∈ I هر برای هرگاه هیلبرتHباشد. فضای برای قاب ͷی (fk)k∈I فرضکنید
مͬ�شود. نامیده هم�اندازه) یͺنواخت(یا قاب ͷی (fk)k∈I این�صورت در ،

هرگاه مͬ�شود نامیده قاب دنباله (fk)k∈I Hباشد. در دنباله ͷی (fk)k∈I فرضکنید تعریف٣.٢.١.
�دهد. span(fk)k∈I برای قاب ͷی تشͺیل دنباله این

هر برای
∑

k∈I ckfk هم�چنین باشد. H در بسل دنباله ͷی (fk)k∈I کنید فرض .۴.٢.١ لم
این�صورت در باشد. همͽرا (ck)k∈I ∈ ℓ۲(I)

T ∗ : ℓ۲(I) −→ H

T ∗((ck)k∈I) :=
∑
k∈I

ckfk,

١Tight frame
٢Unit norm tight frame



برقاب�ها٧ مقدمه�ای .١

مͬ�آید. به�دست زیر به�صورت آن الحاقͬ عملͽر مͬ�کند. تعریف کران�دار و خطͬ عملͽری

T : H −→ ℓ۲(I)

T (f) := (⟨f, fk⟩)k∈I ,

مͬ�شود. گفته تجزیه عملͽر ،T عملͽر به ترکیبو عملͽر فوق قضیه در T ∗ عملͽر به تعریف٢.١.۵.

بیان قبل لم در که باشد آن تجزیه عملͽر T و بوده H برای قاب ͷی (fk)k∈I اگر .۶.٢.١ تعریف
مͬ�شود. تعریف زیر به�صورت قاب عملͽر صورت این در شد،

S : H −→ H

S(f) : = T ∗T (f) :=
∑
k∈I

⟨f, fk⟩fk,

باشد، M بعد با هیلبرت فضای HM که صورتͬ در شد، بیان بخش این در که مطالبͬ طبق
داشت. خواهیم را زیر تعریف

متناهͬ دنباله ترکیب عملͽر باشد. مختلط یا حقیقͬ اعداد میدان K کنید فرض .٧.٢.١ تعریف
مͬ�باشد. زیر به�صورت K Mروی بعد با HM هیلبرت فضای در (fn)Nn=۱

F ∗ : KN −→ HM

F ∗g :=
N∑

n=۱
gnfn,

که

g =


g۱
g۲
...
gN

 .
بردارهای آن ستون�های M×Nمͬ�باشد ابعاد به ماتریسͬ ،F ترکیب∗ عملͽر ،HM = KM هنͽامͬ�که

مͬ�باشند. fn
مͬ�باشد. زیر به�صورت دنباله این تجزیه�ای عملͽر هم�چنین

F : HM −→ KN

Ff := (⟨f, fn⟩)Nn=۱.
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مͬ�باشد. زیر صورت به متناظر قاب عملͽر و

F ∗Ff : HM −→ HM

F ∗Ff :=
N∑

n=۱
⟨f, fn⟩fn.

(fn)
N
n=۱صورت این در HMباشد. هیلبرت فضای در دنباله ͷی (fn)Nn=۱ فرضکنید .٨.٢.١ قضیه

مͬ�باشد. W := span(fn)
N
n=۱ برداری فضای برای قاب ͷی

مͬ�باشد HM برای قاب ͷی ،HM هیلبرت فضای در (fn)Nn=۱ عناصر از خانواده ͷی .٩.٢.١ قضیه
.span(fn)Nn=۱ = HM اگر وتنها اگر

برای قاب ͷی (fn)Nn=۱ و M متناهͬ بعد با هیلبرت فضای ͷی HM کنید فرض .١٠.٢.١ قضیه
مͬ�باشند: برقرار زیر احͺام این�صورت در باشد. HM

قاب، بهینه بالای کران� و قاب)، (عملͽر S ویژه مقدار کوچͺترین قاب، بهینه پایین کران .١
است. S ویژه مقدار بزرگترین

صورت این در باشند. S ویژه مقادیر (λi)Mi=۱ کنید فرض .٢
M∑
i=۱

λi =
N∑

n=۱
∥ fn ∥۲ .

داریم: آن�گاه باشد، چسبان −A قاب ͷی (fn)Nn=۱ اگر .٣

A =

∑M
i=۱ λi

dimHM

=

∑N
n=۱ ∥ fn ∥۲

M
.

نتیجه را بردارها از دنباله ͷی بودن قاب برای دیͽری معیارهای زیر، لم�های ͷکم به حال
مͬ�گیریم.

این بردارهای از (fn)Nn=۱ دنباله�ی و HM متناهͬ بعد با هیلبرت فضای در f هر برای .١١.٢.١ لم
فضا،

A ∥ f ∥۲≤
N∑

n=۱
| ⟨f, fn⟩ |۲≤ B ∥ f ∥۲, (٣.١)

تجزیه�ی و ترکیب عملͽرهای به�ترتیب F ∗ و F آن در که AI ≤ F ∗F ≤ BI اگر تنها و اگر
مͬ�باشد. KN روی همانͬ عملͽر I و (fn)Nn=۱ دنباله�ی


