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چكيده

پذيرها را به عنوان يك نگاشت واكوانتش ما نماد توموگرافيك دوگان عملگر چگالي و مشاهده

به عنوان يك كار مقدماتي، ما نمادهاي توموگرافيك . كنيمجديد در اپتيك كوانتومي مطالعه مي

همچنين الگوريتمي . كنيمشوند را پيدا ميستفاده ميهاي كوانتومي كه مكرراً ادوگان بعضي از حالت

. كنيمعرفي ميـشان مـادهايـري به معادلات ديفرانسيل جزئي شامل نمـگـبراي تبديل معادلات عمل

وانتومي را معرفي ـ ويژه مقداري در اپتيك ك-وريتم بعضي از معادلات ويژه نمادي ـگـاز طريق اين ال

هاي تغيير شكل يافته معادله به علاوه ما نمايش. نماييممل حل ميكنيم و آنها را به طور كامي

نويمان را براي  فون-سرانجام معادله شرودينگر. كنيمنويمان و معادله راهبر پيدا مي فون-شرودينگر

.كنيمشويم به طور كامل حل ميهاميلتوني مربعي كه در مسائل تحريك پارامتري با آن مواجه مي

احتمال، تقارن دوگاني، نگاشت  نگاشت كوانتش، نگاشت واكوانتش، تابع توزيع شبه:كلمات كليدي

.نويمان فون-دوگان، نماد توموگرافيك، نماد توموگرافيك دوگان، معادله شرودينگر



1 S��TUV و  �:
� F1 از  �ن N �گ د XYZا ی] ]^� _ �رد` و  � ورق  Fbc ز*� d e I @  " � ر  _ � و   f F1 از  FA د $g hiا � jk lM �، �m ر ی] noا ا p9ا

� r�س  1م و  �s; t u�# 1د  B � � v w _  N � �xا < ) yz{ | ا d � .L�3 ن   ��} ~ و   �  N 1� �� � �� � ا ��  F��  � 5  �  B ���� ا ا� > �� � ����.
1د`  Fر�یــ "  � ` B ر � ا  
 _  N � � uــ5 6ــ�� ا �ــا �ــ dــ Jــ ا ����  � "  " r�س 
 د � و  � �ــ�رد  Fر*� و ا�ار�# yــا*ــ�  hــ�� Gــ tــ Jا �ــ اF از �ــ�

��ن ر ¢¡ " ا£� (� ¥¤@ان  ¦.
� +ــ�? ز*ــ� 1  §� Iاز دو  ا� < �`yـ v¨ــام، �ــ�ر و �ـ�
 OPم N ا ©ــ�ر و  »ــFª ا �� s5ــ�ن ر  ��ن �  ن ¬ــ�ر د رم و ار � �r ا;ــا*ــ�،  ا �®ا tــ t[ـ¯-

� �� ° .�± N مOP ان§ � BJ از �
ان و  ا eا ²³´µ��  F��?�� `ر � ��ن  
ا ¶� ·¸� 1 ;F د 1م¹] �د`،   � �TUQº ° �.
رم،  � #� �ر ااز ا¯ـــــ� yــــــ »F�  � @ ا � د @:�ر ¼ــــــ� B و  +ـــــ� ر¾ــــــ� ½ـــــnر  @ Á¡ـــــ{ـــــ�ب �¿F د ÂÃــــــ ÄÅـــــ Æ AــــــÄÅــــــ ÇÈا É¢ Êــــــ5د>� ��Ìــــــ � Ëـــــ�س  +ــــــ� �F ر ¤Íو ا �

� 1 ;د [¹� ��ن)� � و �  0 ��ن  رم و � � �r  ��ÎÏÐ ¯ ا) ا [¯ t � Ñرم�� � Ó�ل  و*�  �m `�Ô
Õون ر از   v روز ا �tا ا eا �Ö× > ØÙ.
" OPم BG از دو ²³´µ� _ �¼ � F�+ B ا �+  @ Ú{�ب �¿F د Û ²ÜÝ É¢ ÄÅ ÊÞ� 5 اß و  ���  � ;s�ن ��رد Jا� �+� �.

ن  àـá àـá 1 �م ãـ�ل ذ  N د*ـ��  � 5 �ق و   Fر�# ��ن  ã�م Ë�ی�ن �ä دو å و ا �ل �çت   
� uـ ° è¢ Áا� ��ـ ª6 �� t éêëì"  � 5  �hـ�� ا� . <ـ
�� � �+ ;ní از  K ��رمنا � و*�  �m `�Ô
��ن ر از  Õو v روزا � رم و  � �r  t tا ا ا eا �� > ØÙ [¯.



أ

" 5G ®î
ن                    ا� ]ï�                                                                              XYZ

پيشگفتار

 پارامتري و تقارن دوگاني آنها-sكلاس نمادهاي : فصل اول
���������������������������������������������������������������������������������2 از عملگرهاي خلق و فنا تابعيsترتيب- 1-1

) و نماد s در ترتيب F̂ر عملگر نمايش اسكال- 1-2 )ˆ ,
F

W sα��������������������������������������������������������5

����������������������������������������������������������������������������������10 ويگنر- تعريف تابع ويگنر و نماد وايل - 1-3
�������������������������������������������������������������������������������������������������12كانو-تعريف تابع هوسيمي- 1-4
����������������������������������������������������������������������������14 سودارشان-گلاوبراحتمال شبهتعريف تابع - 1-5
���������������������������������������������������������������������������������������15مادها و معادلاتتقارن دوگاني در ن-1-6

تبديل رادون و توموگرام اپتيكي حالت كوانتمي: دومفصل 
��������������������������������������������������������������������������������������20تبديل رادون براي توابع دو متغييره- 2-1
�����������������������������������������������������������������������������������������������23خواص اساسي تبديل رادون- 2-2
�������������������������������������25توموگرام اپتيكي حالت كوانتمي ميدان تك مد و تبديل رادون تابع ويگنر- 2-3

لگرهاتوموگرام و نماد توموگرافيك عم: سومفصل 
�������������������������������������������������������������������������������������������������29نماد توموگرافيك عملگرها- 3-1
��������������������������������������������������������������������35رابطه بازسازي عملگرها از نماد تومو گرافيك آنها- 3-2
�������������������������������������������������������������������������������������37ايده كلي نمايش توموگرافيك حالت- 3-3
���������������������������������������������������������������������������������������������41توموگرام چند حالت كوانتمي- 3-4

��������������������������������������������������������������������������������������������41همدوستوموگرام حالت -1- 3-4

n������������������������������������������������������������������������������������42فوكهاي  حالتوموگرامت-2- 3-4

��������������������������������������������������������������������������������������44محاسبه نماد توموگرافيك عملگرها- 3-5
����������������������������������������������������������������������������46قواعد تناظر براي اثر چپ و راست عملگرها-3-6

ˆنماد توموگرافيك-3-6-1 ˆAq و ˆq̂A������������������������������������������������������������������������������������47

Ap������������������������������������������������������������������������������������48ˆˆ و p̂Aˆنماد توموگرافيك -3-6-2
�������������������������������������������������������������������50حل معادلات ويژه مقداري در نمايش توموگرافيك- 3-7
��������������������������������������������������������������51نويمان در نمايش توموگرافيك فون–معادله شرودينگر- 3-8



ب

تقارن دوگاني براي نمادهاي توموگرافيك و دوگان آنها: چهارمفصل 
������������������������������������������������������������������������������������������������54نگاشت توموگرافيك دوگان- 4-1
�������������������������������������������������������������������������56محاسبه نماد توموگرافيك دوگان چند عملگر- 4-2
nq̂هاي يچشمداشت- 4-3 α و np̂ α�����������������������������������������������������������������������������������61

α�����������������������������������������������������������������������63محاسبه توموگرام دوگان حالت همدوس - 4-4

n�����������������������������������������������������������������������64هاي فوكمحاسبه توموگرام دوگان حالت- 4-5

محاسبه توموگرام دوگان حالت-4-6
, ,

X X
µ ν µ ν

������������������������������������������������������������������66

��������������������������������������������������������������������������������������������������69هاقواعد تناظر براي عملگر- 4-7

nqˆˆتوموگرافيك دوگان نماد -1- 4-7 Aوˆ ˆnAq������������������������������������������������������������������������69

npˆˆتوموگرافيك دوگان نماد -2- 4-7 A و ˆˆnAp�����������������������������������������������������������������������71
�����������������������������������������������������������74ژه نمادهاي توموگرافيك دوگانمحاسبه ويژه مقادير و وي- 4-8
��������������������������������������������������������������������������80حالتي كه ويژه بردارها بهنجار شدني نيستند- 4-9
�����������������������������������82رابطه متقابل بين نماد توموگرافيك دوگان يك حالت با ساير نمادهاي آن- 4-10
���������������������������������������������������87نويمان در نمايش توموگرافيك دوگان فون-معادله شرودينگر- 4-11
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������91معادله راهبر- 4-12
�����������������������������������������������������92نويمان در يك حالت ويژه فون-ادله شرودينگرحل كامل مع- 4-13

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������99مراجع



I

پيشگفتار
مفهوم حالت كوانتومي يك سيستم در طي دوره ظهور و كاربرد مكانيك كوانتومي همواره چالش               

مفهوم تابع موج آن چنان كه خود شرودينگر آن را به عنوان نوعي موج واقعي، نظير . برانگيز بوده است
به زودي معلوم شد ايـن تـابع        . كرد خيلي سريع به كنار گذاشته شد      طيسي، تصور مي  امواج الكترومغنا 

هاي رياضي خاصي   كند كه با استفاده از الگوريتم     موج در واقع بيشتر شبيه به يك كد رياضي عمل مي          
سپس . كندامكان محاسبه نتايج آزمايشي بر روي سيستم را به صورت كلاسي از توابع توزيع فراهم مي

اسـتفاده از عملگـر   . تري با عملگر چگالي نمايش داده شديافتهوم حالت كوانتومي به صورت تعميم     مفه
) ايي در تمـاس اسـت  ـك منبـع گرم ـ ـو مـثلاً بـا ي ـ  ( زوله نيست ـستم اي ـالي بخصوص وقتي سي   ـچگ

ر سپس ويگن ـ . ناپذير است زيرا در اين حالات هيچ نوع نمايش تابع موجي وجود نخواهد داشت             اجتناب
ايـن نمـاد يـك تـابع        . شود معرفـي كـرد     ويگنر عملگر چگالي ناميده مي     -آنچه را كه امروزه نماد وايل     

تابع ويگنر . كندحقيقي بر روي فضاي فاز سيستم است كه به طور كامل حالت كوانتومي را توصيف مي
 است كه به "فاز  فضاي  "ها، به شكل توابع اسكالر تعريف شده بر         اي از نمايش  يكي از اعضاي مجموعه   

احتمال ناميده  ها كه توابع شبه   هر يك از اين نمايش    . پذير با عملگر چگالي مربوط هستند     طور معكوس 
1]شوندمي ، در واقع چشمداشتي يك عملگر هرميتي خاص هستند كه مختصات نقاط فـضاي فـاز را      [

 سودارشـان و تـابع ويگنـر و نيـز تـابع             -احتمـال گلاوبـر   توابع شـبه  . به عنوان پارامتر درون خود دارد     
در معرفي همه اين نمادها ايده بـسيار        . احتمال هستند هايي از اين نوع توابع شبه      كانو مثال  -هوسيمي

توان بر حسب عناصر يك مجموعه پايه بـسط داد و           طور كه يك بردار را مي     همان. اي نهفته است  ساده
در واقـع نمادهـاي     . ن كرد فرايند مشابهي را نيز براي عملگرها بكار برد         آن نمايشي ماتريسي معي   براي

ها براي برخي ديگر نقش    برخي از اين پايه   . هايي هستند مختلف عملگر چگالي مربوط به چنين نمايش      
با اين وجـود  . آورندهاي دوگان را فراهم مي  هاي دوگان امكان تعريف نماد    اين پايه . پايه دوگان را دارند   

اينكـه حالـت كوانتـومي يـك        . احتمال به معني واقعي نمايشگر احتمال نبودنـد        يك از توابع شبه    هيچ
پذيرهاي سيستم قابل شناسايي    اي به قدر كافي غني از توابع توزيع مشاهده        سيستم با داشتن مجموعه   

گيـري حالـت   با اين وجـود اولـين طـرح عملـي بـراي انـدازه      . شدها پيش حدس زده مي   است از مدت  
وسط ـستند ت ــ ـنـي ه يعي در يـك حالـت م  ـگ ــمـه هـها ك ـمـتـسـبل از سيـسامـك آن ـوانتومي ي ـك

هـاي  3گيري تـابع توزيـع كـلاس كـوادراچر    اين طرح شامل اندازه. ]7و6 [مطرح شد2 و ريسكن 1لــوگ
اين كلاس از توابع توزيع در واقع تبديل رادون تـابع ويگنـر اسـت   . مد بودميدان الكترومغناطيسي تك  

سازي تبديل رادون امكان بازسازي تابع ويگنر حالت كوانتومي آنسامبل مـذكور وجـود              با معكوس . ]4[
تابع ويگنر بـه عنـوان تـابع نمـادي جديـد بـراي       ) يافته تعميم( به زودي تبديل رادون  . خواهد داشت 

1 .K Vogel
2 .H Risken
3 quadrature



II

توزيـع قابـل    ها چيزي به جز كلاسـي از توابـع          اين نماد بر خلاف ساير نماد     . عملگر چگالي معرفي شد   
معلوم شد كه نماد توموگرافيك را نه تنها براي نمـايش عملگـر چگـالي بلكـه بـراي                   . گيري نبود اندازه

احتمـال پيـشنهاد    تقارن دوگاني توابع شـبه    . ]10و9و8 [توان بكار برد  پذيرهاي سيستم نيز مي   مشاهده
.كند كه نماد توموگرافيك دوگان را معرفي كنيممي

ها و شي براي معرفي نماد توموگرافيك دوگان به عنوان يك ابزار نمايش حالتپايان نامه حاضر تلا
. اولين انتخـاب باشـد   ترين و از يك نگاه شايد اين تابع نماد طبيعي       . عملگرها در اپتيك كوانتومي است    

.ته اسـت  ـنامه يك استراتژي واحد براي دستيابي به ايـن هـدف بكـار رف ـ             پايانلفـهاي مخت در بخش 
اي ارائه شده يا با هدف نمايش توانايي نماد توموگرافيك دوگان براي توصيف عملگر چگـالي يـا         همثال

هاي حل معادلات تحول زماني و يا ويـژه مقـداري را نـشان              پذيرها هستند و يا اينكه الگوريتم     مشاهده
ل نخـست  فـص .دهند كه در صورت بكار بردن اين نماد در حل برخي مسايل آشنا به آنها نياز است                مي

پـذير بـه عملگـر      احتمال، كه با روابطي خطي و معكـوس       نامه به معرفي مختصر كلاس توابع شبه      پايان
تأكيد اساسي اين فصل بر وجود تقارن دوگـاني بـين نمادهـاي ايـن          . پردازدچگالي مربوط هستند، مي   

 مختلف به   هايدهيم چگونه معادلات عملگري در نمايش     همچنين در اين فصل نشان مي     .كلاس است 
از آنجا كه اين گونه مسائل اغلب در . شوندمعادلات ديفرانسيل جزئي براي توابع نماد متناظر تبدبل مي

. نامه معرفي شـود   شوند بيشتر سعي شده است تا ارتباط آنها با چارچوب نظري پايان           ها بحث مي  كتاب
نامـه  فصل بدان جهت به پاياناين . فصل دوم به معرفي مختصر تبديل رادون و معكوس آن مي پردازد      

يافته تابع ويگنر يك حالت كوانتومي همان نماد توموگرافيـك  اضافه شده است كه تبديل رادون تعميم     
همچنين تحديد نماد توموگرافيك به بخش خاصي از دامنه آن برابر توموگرام اپتيكي حالـت             . آن است 

ي حالت كوانتومي در واقـع چيـزي بـيش از           براي ميدان تابشي توموگرام اپتيك    . كوانتومي مذكور است  
گيـري  انـدازه اي از توابع توزيع احتمال براي كوادراچرهاي ميدان نيست كه بطور تجربي قابل           مجموعه
فصل سوم به .گيري بودن نماد توموگرافيك ارائه شده استاين فصل براي تأكيد بر قابل اندازه  . هستند

در اين فـصل و     . پردازدها مي پذير عملگر چگالي و مشاهده    معرفي سيستماتيك نماد توموگرافيك براي    
سـپس  . هـا ارائـه شـده اسـت       پـذير مشاهدهها و هايي در مورد نمايش توموگرافيك حالت     در ابتدا مثال  

براي . الگوريتم تبديل معادلات عملگري به معادلات ديفرانسيل براي نماد توموگرافيك ارائه شده است            
ايم كه عملگر، در هر عملگر دوم ديگر، به عنوان يك عملگر خطي نگاه كردهاين كار به عمل ضرب يك 

هاي توموگرافيك توان نظير آن يك عملگر خطي محاسبه كرد كه مقلد نقش اولي در مجموعه نماد     مي
به اين ترتيب چگونگي تـشكيل و حـل معـادلات ويـژه مقـداري و معـادلات تحـول در نمـايش                     . باشد

نامه است فصل چهارم كه در واقع قسمت اصلي پايان      .چند مثال معرفي شده است    توموگرافيك با ارائه    
البتـه نمـاد دوگـان      . دهد كه مفهوم تقارن دوگاني به نماد توموگرافيك نيز قابل تعميم است           نشان مي 

بـراي  . هاي محاسـباتي دارد ها قابليتحاصل خود توموگرافيك نيست با اين وجود هم سنگ ساير نماد         
هـايي از نمـايش دوگـان توموگرافيـك     هاي محاسباتي اين نماد جديد ابتدا به ارائه مثال بليتنمايش قا 

دهند حتي در مـواردي كـه محاسـبه         ها نشان مي  اين مثال . ايمپذيرها پرداخته مشاهدهها و براي حالت 
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مـوازات  سپس به   . ك با مشكلاتي روبرو است نماد دوگان به راحتي قابل محاسبه است           ـنماد توموگرافي 
هاي انجام شده براي نماد توموگرافيك بـه معرفـي قواعـد تنـاظر و چگـونگي تـشكيل معـادلات                     بحث

همچنين براي حالتي كه هـاميلتوني مـستقل از زمـان        . ايمديفرانسيل نظير معادلات عملگري پرداخته    
ي و يـك مـسئله      بجز اين مسئله چند مسئله ويژه مقدار      . ايمباشد الگوريتم كاملي براي حل ارائه كرده      

مـسئله  . تحول زماني براي هاميلتوني مرتبه دو نسبت به مكان و تكانه به طور كامل حـل شـده اسـت                   
اين فصل نشان دهنـده امكـان       . آخري بخصوص در بحث تحريك پارامتري يك مد ميدان كاربرد دارد          

.هاي كلي اين كار استاستفاده محاسباتي از نماد دوگان و برخي شيوه
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 سودارشان در قالب كلاس - كانو و گلاوبر-احتمال ويگنر، هوسيميدر اين فصل تعاريف توابع شبه
احتمال، د همه اين توابع شبهخواهيم دي. شود پارامتري يادآوري مي-sاحتمال شبهبزرگ توابع

با . هايي براي هر عملگر ديگر نيز قابل تعريف هستندچنين نماد. هاي عملگر چگالي هستندنماد
همچنين در اين . شوندها معادلات عملگري اغلب به معادلات ديفرانسيل تبديل مياستفاده از اين نماد

هاي  در نمايش1نويمان فون-له شرودينگرها معرفي شده و فرم معادفصل تقارن دوگاني در نماد
.آيدها بدست ميمختلف عملگر

هاي خلق و فناتابعي از عملگرs ترتيب-1-1

هاي بعدي، در نظر بگيريد كه توسط عملگرسيستمي كوانتومي، مانند يك نوسانگر هماهنگ يك
بعد را به شكل زير تعريف بعد و تكانه بيهاي مكان بيعملگر. شود توصيف ميâ وâ†خلق و فناي 

كنيممي

† †ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, .
2 2

a a a a
Q

i

+ −
= ℘ =

ˆهاي خلق و فنا با استفاده از رابطه جابجاگري عملگر ˆ,Q i ℘ = براي يك نوسانگر .  خواهد بود
ˆ در واقع Ω و فركانس طبيعي mهماهنگ به جرم  ˆQ qκ= و ˆ p̂ κ℘ =  خواهد بود كه در آن �

mκ = Ω را ) پذير دلخواه سيستم هعملگر چگالي يا يك مشاهد ( F̂عملگر دلخواههر .  است�

 بسط دادâ و â†هايعملگربر حسب صورت سري تواني توان بهمي

† † † 2 †2
0 1,1 1,2 2,1 2,2 2,3 2,4

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 ...F f f a f a f aa f a a f a f a= + + + + + + +

)هايي و توابع مختلطيك بين چنين عملگربه توان نگاشتي يكمي )*,f α α اين به بعد آنها را  ، كه از
 استفاده از â† وâهايبخاطر ناجابجايي عملگر. ناميم، بنا كرد اسكالر مي يا نمايشF̂نماد عملگر

âقاعده متعارف  α� و † *â αزيرا با كاربرد مكرر رابطه جابجايي . پذير نيست به سادگي امكان�
لذا همان عملگر، با . توان نوشتهاي متفاوتي مي را به فرمF̂هاي خلق و فنا يك عملگربين عملگر

هاي براي حل اين مشكل معمولا ترتيب. هاي اسكالر بيشماري خواهد داشتقاعده متعارف، نمايش
)نرمال، متقارن، و پاد نرمال را براي يك تابع عملگري  )†ˆ ˆ ˆ,F a aبراي فرمي از . كنند معرفي ميF̂ كه 

1 Shrödinger VonNeumann−



3

)اي يك نمايش اسكالر توان به طور يگانهداراي ترتيب معيني است مي )*,f α αامكان .  پيدا كرد
. اي كه با يك پارامتر پيوسته حقيقي برچسب زده شود، وجود داردهوم ترتيب به گونهتعميم مف

}نماد ،كه ما آن را با â† فاكتورn وâ فاكتورm، برايsترتيب }†ˆ ˆm n

s
a aدهيم، توسط بسط  نشان مي

)سري تيلور عملگر )ˆ ,D sαشود تعريف مي

( ) ( )
2 2

† *ˆ ˆ2 2ˆ ˆ, ,
s s

a aD s e D e e
α α

α αα α −≡ =

)كه در آن  ) ( )† *ˆ ˆ ˆexpD a aα α α≡ }بنا به تعريف .  عملگر جابجايي در فضاي فاز است− }†ˆ ˆm n

s
a a

 بسط تيلور زير هستندها ضرايب

)1-1(( ) ( ) ( ){ }
*

†

. 0

ˆ ˆ ˆ, .
! !

m
n

n
m

n m s

D s a a
n m

α α
α

∞

=

−
≡ ∑

)هاي به خصوص عملگر )ˆ ,1D αو ( )ˆ , 1D α  عبارتند از−

( ) ( ) ( )2† * † *1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,1 exp exp exp ,
2

D a a a aα α α α α α
 

= − + = − 
 

( ) ( ) ( )2† * * †1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 1 exp exp exp .
2

D a a a aα α α α α α
 

− = − − = − 
 

)با توجه به تساوي اول براي عملگر  )ˆ ,1D α هاي خلق و فنا ضرب عملگر حاصل+1 و تعريف ترتيب
توان نوشتمي

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) { } { }

*

† * †

.

*

† † †

1 1
.

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,1 exp exp ,
! !

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,1 .
! !

m
n

n m

n m

m
n

m n m n n m

n m

D a a a a
n m

D a a a a a a
n m

α α
α α α

α α
α

+ +

−
= − =

−
≡ ⇒ =

∑

∑

1sبنابراين ترتيب  = به . باشدهاي خلق و فنا ميضرب عملگر متناظر با ترتيب نرمال براي حاصل+
)ترتيب با در نظر گرفتن عملگر همين  )ˆ , 1D α 1sتوان نشان داد كه ترتيب  و تساوي دوم مي− = −

باشدهاي خلق و فنا ميضرب عملگرمتناظر با ترتيب پاد نرمال براي حاصل
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( ){ } ( ) ( ){ } ( )† † † †

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .
n n n n

m m m ma a a a a a a a
−

= =

توان نوشتواه مي دلخsبراي يك

( ) ( ){ }† * *
*

ˆ ˆ †2

, 0

ˆ ˆ .
! !

m
ns na a m

n m s

e a a
n m

α α αα α α∞− +

=

−
= ∑

از طرفي با بسط تيلور طرف چپ تساوي بالا داريم

2

† * * † * *1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆL.H.S. 1 ...
2 2! 2
s s

a a a aα α αα α α αα
 

= + − + + − + + 
 

)لذا با جمع همه جملات شامل ضريب       )* m
nα α−           در اين بسط و ضرب كردن آنها در ضريب ! !n m

)توانيم مي ){ }†ˆ ˆ
n

m

s

a aمثلاً.  را محاسبه كنيم

{ } ( )

{ } { } { }

{ } ( )

† † †

† †
† † † † †

0 1 1

†2 † †2 † † †2

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

2 2

ˆ ˆ ˆˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ, , ,

2

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ,...

3

s

s s s

s

s
a a a a aa

a a aa
a a a a a a a a aa

a a sa a a a aa aa

= = =−

−
= + + ⇒

+
= = =

= − + + +

)همچنين توجه به فرم تابعي  ) ( )† *ˆ ˆˆ ˆ, 0 a aD e Dα αα α−= كند كه اين تابع، در واقـع تـابع    معلوم مي=

}بنـابراين عملگـر   . باشـد هاي خلق و فنـا مـي      هاي مختلف عملگر  مولد ترتيب متقارن توان    }†

0
ˆ ˆn m

s
a a

=

0s اسـت و لـذا   â فاكتور ازm وâ† فاكتور ازnضربهاي مرتب كردن حاصل   ميانگين همه روش   =

ك سـري تـواني     ـتـوان بـه صـورت ي ـ       را مـي   F̂لخـواه ر د ــ ـعملگ. كندرتيب متقارن را مشخص مي    ـت
 به فرم زير بسط دادsهاي ترتيبضرباصلـازح

)1-2(( ) { }†
,

, 0

ˆ ˆ ˆ ,
s n m
n m s

n m

F f a a
∞

=

≡ ∑
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)كه در آن ضرايب  )
,

s

n m
fها در حالت كلي به پارامتر ترتيب وابسته اين ثابت. تلطي هستند اعداد مخ

,1براي مقادير . كند را تعريف ميs در ترتيب F̂رابطه بالا عملگر . هستند 0, 1s s s= − =  اين =

. ترتيب نرمال، متقارن و پاد نرمال خواهد بود درF̂سري تواني عملگر 

) و تابع نماد s در ترتيب F̂ نمايش اسكالر عملگر-1-2 ),W sα

}هاي اگر مجموعه بردار }iαآنگاه هـر عملگـر   هنجار و كامل بسازند  يك مجموعه راستF̂ را 
توان به شكل زير بسط دادمي

ˆ ˆ ,
i i j j

i j

F Fα α α α= ∑ ∑

, , ,
, ,

ˆ ˆ ,
i j i j i j i j

i j i j

F F F Uα α= =∑ ∑

كه در آن بنا به تعريف       
,

ˆ
i j i j

U α α≡ عناصر ماتريسي   .  است
,i j

F        كه ضرايب اين بسط هستند بـه 
زير نيز قابل محاسبه هستندشكل 

( ) ( )†
, ,

ˆ ˆ ˆ ˆTr Tr ,
i j i j j i i j
F F F FUα α α α= = =

 نقش يك بردار و      F̂در اينجا عملگر  
,

ˆ
i j

U   هاي پايه و   ها نقش بردار{ }Tr  نقش ضـرب داخلـي را       ...,...

}هايمجموعه عملگر . كنندبازي مي  },
ˆ
i j

U     شود زيرا هر عملگر      در بالا كامل گفته ميF̂  توان بـر    را مي

هـا بـه همـراه عملگـر        پـذير براي يك سيتسم كوانتومي يك بعدي، همه مشاهده       . حسب آنها بسط داد   
)توان بر حسب چگالي را مي   )ˆ ˆm nq pتابع مولد چنين ترتيبـي،  )  برد (لذا .  ها در ترتيب متقارن نوشت

يعني مجموعه

( ){ }ˆ ˆ 2, ,
i q p
e

η ξ η ξ +  ∈ �

مانند تبديل انتگرال (آشكارا هر تبديل وارون پذير از اعضاي اين خانواده . يك مجموعه كامل است
مثلاً مجموعه. نيز يك مجموعه كامل خواهد بود) فوريه

( ) ( ) ( )(2) 2
.

ˆ ˆ ˆ, 2 , , , ,
sym

D q p q q p p q pπ δ= − − ∈� �

در اينجا بنا به تعريف. ها استاز عملگرنيز يك مجموعه كامل 
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( )
( )

( ) ( )ˆ ˆ(2)
. 2

1
ˆ ˆ,

2

i q q p p

sym
q q p p e d d

η ξδ ξ η
π

 − + − − − ∫�

پذير انتگرالي فوريه دو بعدي اين خـانواده را بـه   براي نمايش درستي اين موضوع تبديل معكوس  . است
كنيمترتيب زير محاسبه مي

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

ˆ ˆ(2)
. 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ

1
ˆ ˆ, ,

2

,

.

i q pi q p i q p

sym

i q p

i q p

q q p p e dq dp e e dq dpd d

e d d

e

η η ξ ξη ξ η ξ

η ξ

η ξ

δ ξ η
π

δ η η δ ξ ξ ξ η

 ′ ′− − + −   ′ ′+ +     

 + 

 ′ ′+ 

− − =

′ ′= − −

=

∫ ∫

∫

)فرض كنيد   . ستفاده شود اغلب مناسب است از شكل جديدي از انتگرال فوريه ا          )f ξ     يـك تـابع 
كنيمانتگرال فوريه آن را به شكل زير تعريف مي. تعريف شده بر صفحه مختلط باشد

)1-3(( ) ( ) ( ) 21
exp .g f dα αξ α ξ ξ ξ

π
∗ ∗= −∫

ژه خود را نيز همراه دارد كه به شكل وي) يا تعامد(اين شكل خاص تبديل انتگرالي فوريه رابطه بستاري 
زير است

( ) ( ) ( )22

2

1
exp .dα ξ α ξ ξ δ α

π
∗ ∗− =∫

توان تبديل وارون را بدست آوردبا استفاده از شرط تعامد بالا مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2

1
exp exp ,g d f d d

f d f

α αη α η α α ξ η α ξ η ξ ξ α
π

π δ ξ η ξ ξ π η

∗∗ ∗ ∗ − + = − − −  

= − =

∫ ∫

∫

در نتيجه

( ) ( ) ( ) 21
exp .f g dη ηα η α α α

π
∗ ∗= −∫
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ــر  ــه عملگـ ــون مجموعـ ــايچـ )هـ )ˆ ,D sαــراي α بـ ــر �∋ ــه عملگـ ــان مجموعـ ــاي  همـ هـ

( ){ }ˆ ˆ 2,
i q p
e

η ξ η ξ ′ ′+  ′ ′ انتگرال فوريه اعضاي اين .  است لذا اين مجموعه نيز يك مجموعه كامل است         �∋

شوداين تبديل انتگرال فوريه به شكل زير تعريف مي. مجموعه نيز يك مجموعه كامل خواهند بود

)1-4(( ) ( ) ( )2

2

1ˆ ˆexp , ,
s

U d D sα ξ αξ α ξ ξ
π

∗ ∗= −∫

) خانواده sبراي هر مقدار داده شده پارامتر ترتيب  )ˆ ,
s

U α α هر مجموعه از .  يك پايه است�∋

)ها مانند عملگر )ˆ
s
D βكه در رابطه تعامد زير 

)1-5(( ) ( ){ } ( ) ( )2ˆ ˆTr
s s
U Dα β δ α β= −

ه ـنـشان خـواهيم داد مجموع ـ     . شـود ان ناميـده مـي    ـرداري پايـه دوگ ـ   ـه با آناليز ب   ـصدق كند به تشاب   
)هايرـعملگ )ˆ

s
D αشوند متناظر با پايه دوگان هستند كه با قاعده زير تعريف مي

)1-6(( ) ( ) ( ) ( )21ˆ ˆ ˆexp , ,
s s
D d D s Uα ξ αξ α ξ ξ π α α

π
∗ ∗

−= − − = ∈∫ �

ها در آنـاليز  ضرب آنها بسيار شبيه ضرب داخلي بردارعمل ضرب دو عملگر و سپس محاسبه رد حاصل      
 را با نماد زير نشان خواهيم داد"ضرب داخلي"ما در اينجا اين عمل . برداري است

{ }ˆ ˆˆ ˆTr .AB A B= �

)دوگاني پايه  )ˆ
s
D αنخست . هاي زير از عملگر انتقال ثابت كردز ويژگيتوان با استفاده ا را مي

آنكه رد عملگر انتقال در فضاي فاز برابر است با

)1-7(( ){ } ( ) ( )2ˆTr D α π δ α=

ويژگـي  . هاي همدوس محاسـبه كنـيم  براي اثبات اين رابطه كافي است رد سمت چپ را بر پايه حالت      
دوباره يك عملگر انتقال است ) صرف نظر از يك ثابت ( ضرب دو عملگر انتقال است كه حاصلدوم آن 

و

)1-8(( ) ( ) ( ) ( )
1
2ˆ ˆ ˆ .D D e D
ξη ηξ

ξ η ξ η
∗ ∗−

= +

گيريم كهاز اينجا بلافاصله نتيجه مي
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)1-9(( ) ( ) ( ) ( )2ˆ ˆTr , , ,D s D sξ η π δ ξ η − = + 

هاي مستقيم و دوگان آنها يعنيتوانيم رابطه تعامد پايهياكنون م

( ) ( ){ } ( ) ( )2ˆ ˆTr .
s s

U Dα β δ α β= −

با استفاده از خطي بودن عمل رد داريم. را ثابت كنيم

( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ){ }

2 2

2

2 2

3

1 1ˆ ˆ ˆ ˆTr Tr e , e ,

1 ˆ ˆe e Tr , , .

s s
U D D s d D s d

D s D s d d

αξ α ξ βη β η

αξ α ξ βη β η

α β ξ ξ η η
ππ

ξ η ξ η
π

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

− −

− −

   
= −   

    

= −

∫ ∫

∫

كنيماستفاده مي) 9-1(ضربي كه در انتگرال آخر ظاهر شده است از اكنون براي محاسبه رد حاصل

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ) ( )

(2) 2 2

3

22

2

1ˆ ˆTr e e ,

1
e ,

s s
U D d d

d

αξ α ξ βη β η

α β ξ α β ξ

α β π δ ξ η ξ η
π

ξ δ α β
π

∗ ∗ ∗ ∗

∗∗

− −

− − −

= +

= = −

∫

∫
لذا

( ) ( ) ( ) ( )2ˆ ˆ .
s s

U Dα β δ α β= −�

)هايتوان بر پايه عملگر را ميF̂هر عملگر )ˆ
s
D αبه صورت انتگرالي زير بسط داد 

( ) ( ) 2
ˆ

ˆ ˆ, .
sF

F W s D dα α α= ∫

)دهيم كه تابع وزن نشان مي )ˆ ,
F

W sαشودسيله رد زير داده مي بو

( ) ( ) ( )ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ, Tr .

s sF
W s FU U Fα α α  = � �

)براي نشان دادن درستي ادعاي بالا دو طرف عبارت بسط انتگرالـي را در                )ˆ
s

U β       ضـرب و سـپس رد 
كنيمضرب را محاسبه ميحاصل


