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  بـه نـام خـدا
  

  اظـهـار نـامـه
  

دانشجوي کارشناسی ارشد رشـته ي      ) 880584(اینجانب مجید بابانظري    
ریاضی گرایش آنالیز دانشکده علوم شیراز بیان می کنم ایـن پایـان نامـه        
دست مایه ي پژوهش خودم بوده و در جاهایی که از منابع دیگران استفاده 

همچنین اظهار می . و مشخصات کامل آن را نوشته امکرده ام نشانی دقیق 
دارم که تحقیق و موضوع پایان نامه ام تکراري نیست و تعهد می نمایم که               
بدون مجوز دانشگاه دستاوردهاي آن را منتـشر نکـرده و یـا در اختیـار                

کلیه حقوق این اثر مطابق با آیـین نامـه مالکیـت            .دیگران قرار نمی دهم     
  .لق به دانشگاه شیراز استفکري و معنوي متع

  
  مجید بابانظري: نام و نام خانوادگی
  30/11/1390: تاریخ و امضاء
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  سپاسگزاري
  
  

حال که به یـاري او بـه   . سمیع و بصیر است و لطف او انتها نداردسپاس خداوندي را که همواره      
انتهاي این فصل از دوره علمی خود رسیده ام، برخود لازم مـی دانـم کـه از زحمـات بـی دریـغ            

درضمن از اساتید مشاورم جناب .استاد فرزانه ام جناب آقاي دکتر بهمن طباطبایی قدردانی کنم    
 .جناب آقاي دکتر محسن تقوي کمال تشکر را دارمست و وآقاي دکتر محمدرضا فرهنگ د

  .  باشد که این عزیزان همواره در سایه ي لطف حق باشند
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  چکیده
  

  نمایش هاي استوار از نیم شبکه ها و نیم گروههاي معکوس
  

  به کوشش
  مجید بابانظري

  
 که نیمه شبکه ي عناصر خود توان آن یـک    منظور از یک نیم گروه بولی معکوس، یک نیم گروه معکوس است           

 نمایش هایی روي نیم گروههاي معکوس را بررسی می کنیم کـه اسـتوار          پایان نامه، ما در این    . جبر بولی است  
  ارائه می کنیم که  Vagner – Prestonسپس نمایش مهمی از نیم گروههاي معکوس بولی بنام نمایش . هستند

هـاي معکـوس ارائـه مـی       استواري بنام نمایش کانونی منظم روي نیم گروه       سپس نمایش   . هرگز استوار نیست  
  . و به بررسی وفاداري آن می پردازیمکنیم

ک مثال نقض نشان می دهیم که  ی و با ذکر  کنیم بیان می    را در نهایت مفهوم پیوستگی یک نیم گروه معکوس       
  .همه ي نیم گروههاي معکوس پیوسته نیستند
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  مقدمه
  
  

هدف اصلی در این پایان نامه، بررسی نمایش هاي اسـتوار روي نـیم گروههـاي بـولی معکـوس                     
اسـت کـه شـبکه ي عناصـر         منظور از یک نیم گروه بولی معکوس، یک نیم گروه معکوس            . است

  . خود توان آن ساختار جبر بولی به خود می گیرند
 در ایـن پایـان نامـه نـشان مـی      . استL(X)یکی از متداول ترین نیم گروههاي بولی معکوس   

  دهیم که 
E (L(X)) = P(X)  . در واقعL(X)   مجموعه ي همه ي توابع دو سویی روي زیرمجموعه هاي

Xاست  .  
توي جبرهاي بـولی بـه طـور    ه ه همریختی هاي بین نیم گروه هاي معکوس ب   در این پایان نام   

 بتوي یک نیم گروه بـولی     S مشهورترین همریختی از نیم گروه معکوس        .می شوند  کامل بررسی 
  معکوس، نمایش 

 Vagner – Preston این نمایش ویژگی هـاي خاصـی دارد، از جملـه اینکـه هرگـز      .  نام دارد
 بوسیله ي آن ثابت می شود که هر نیم گروه معکوس، زیر نیم گروهـی         استوار نیست و در ضمن    

  .  استL (X)از یک 
 را وفـادارمی گوینـد هرگـاه         باشد،   S یک نمایش روي نیم گروه معکوس        فرض کنیدکه 

     ر متفاوت    در واقع بعضی اوقات عناص     . تابعی یک به یک باشدts,،    تحت نمایش هاي استوار
 در این پایان نامه ما به بررسی شرایطی می پردازیم که تحـت آن            . از هم جدا نمی شوند     Sروي  

  . این امر اتفاق بیفتد
 نمایش استوار کانونی ویژگی هايهمچنین در این پایان نامه ،       LS:  بررسی مـی 

بـه ایـن نمـایش، نمـایش      .اسـت  S مجموعه ي همه ي ابر فیلتر هـا روي            اینجا، که در    شود
  . منظم می گویند

 باشند واگر بـازاي هـر نمـایش    S دو عنصر متفاوت s,t نیم گروه معکوس پیوسته باشدو       Sاگر  
)()(داشته باشیم که  S روي   استوار مثل  ts   ، آنگاه )()( ts   . نمایش بنابراین

  . تکانونی تحت این شرایط وفادار نیس
زیـرا بـدون شـرط    . اساسـی اسـت   S شـرط پیوسـتگی   ،که در مطلب اخیـر   لازم به ذکر است     

  .  باذکر مثالی درستی مطلب اخیر به کلی نفی می شود ،S پیوستگی
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  : مقاله به طور زیر ساختار بندي شده است
در فصل اول بطور خلاصه تعاریف و قضیه هاي مورد نیاز بیان می شود، در فصل دوم نمـایش           

 در فصل سوم مفهـوم فیلترهـا و     .اي استوار روي نیمه شبکه ها و مفهوم چگالت بیان می شود           ه
ابرفیلترها بیان می شود و این نکته ثابت می شود که هر فیلتر درون یـک ابـر فیلتـر قـرار مـی                  

  . گیرد
در فصل چهارم به بررسی خانواده ي خاصی از نمایش ها می پردازیم که مشخصه نام دارند و                   

  . وار بودن آنها را بررسی می کنیماست
در فصل پنجم نیم گروههاي بولی معکوس مورد مطالعه قرار می گیرند و یکی از مـشهورترین             

  . معرفی می شود L(X)نیم گروههاي بولی معکوس به نام 
 معرفـی    و نمایش کـانونی  Vagner – Prestonدر فصل ششم نمایش هاي معروفی همچون 

  . گرددوار بودن آنها بررسی می  و شرایط استمی شوند
 اسـت و تحـت چـه    وفـادار در فصل هفتم بیان می داریم که تحت چه شرایطی یـک نمـایش         

   همچنـین بـه بررسـی رده ي خاصـی از نـیم      .از هم جدا می شـوند   Sشرایطی عناصر نیم گروه     
  گروه هاي معکوس 

  .   نام دارند می پردازیم E*- unitaryکه 
قض خیلی مهم ارائه می کنـیم کـه در آن نـیم گروهـی ناپیوسـته             در فصل هشتم یک مثال ن     

  . معرفی می شود که نمایش کانونی منظم روي آن وفادار نیست
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 ) Algebra (جبر : 1-1تعریف 
xyyx با یک ضرب به شـکل  F، یک فضاي خطی روي    F روي میدان    Aک جبر   ی ),( 

Azyx همه ي     است که به ازاي    A به   AAاز   ,,      وبه ازاي هر اسکالر دلخـواه  F 
  :داراي ویژگی هاي زیر است

)1 :(zxyyzx )()(                                                                                                                                  
)2:( yzxzzyx  xzxyzyx  و  )(  )(  
)3:()()()( yxyxxy    

 جبـر  A میدان اعـداد حقیقـی باشـد، بـه         Fاگر.، میدان برداري نام دارد    A روي   Fمیدان  
فضاي Aجبر مختلط می گویند، به علاوه اگر       Aمیدان اعداد مختلط باشد به      Fحقیقی و اگر    

  .نرم دار باشد به آن جبر نرم دار می گویند
  

  ): Involution(برگشت: 2-1تعریف 
  . مختلط باشدفضاي خطی یک Xض کنیم که فر

تابع   xx   از X بـه X     یـک برگـشت(Involution)          نـام دارد، هرگـاه بـه ازاي هـرx 
  :روابط زیر برقرار باشد ،  عدد مختلط مثل  وبه ازاي هر  Xمتعلق به yو

xx
xx

yxyx






**)(:)(
*)*(:)(

**)*(:)(

3
2
1

  

  
    *) Algebra -( جبر -:  *3-1تعریف 

  
بـا    )*(ک تابع برگشت مثـل    یAهرگاه روي جبر    ، جبر می گویند     - * یک   ،Aمختلطبه جبر 

  :این ویژگی تعریف گردد که 
**)*( xyyx   

  
  ) Algebra  *  Normed -( جبرنرم دار -* :  4-1تعریف 

 Aباشد، در ایـن صـورت   ) *(ک جبرمختلط با یک نرم و یک برگشت مثل   یAفرض کنیم که    
  را 
  .جبر نرم دار می گویند-*
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  )  Algebra  *   Banach -(  جبر باناخ -* : 5-1تعریف
  .نرم دار کامل است جبر -* جبر باناخ،  یک -*

 

  ) * Homomorphism -( همریختی - * :  6-1تعریف 
  

ــه فــرض کن ــد ک ــی  - *  دو ) ,B*(و )  ,A*(ی ــر باشــند، همریخت BA جب : را * - 
 داشته باشیم که     Aaهمریختی   می گوییم هرگاه براي هر          )()( aa    ونیز  

  . همریختی جبري باشد
  .  یکریختی گوییم- *ک به یک هم باشد به آن ی  همریختی - *هرگاه 

  
  )  C* - Algebra( جبر *C-  : 7-1تعریف 

C* -، جبر باناخ  مثل  -*ک ی  جبرA است، با این ویژگی که:  
                                                                                                                
 2: TTTT A    

 متـشکل از همـه ي توابـع    C(X) باشـد، آنگـاه        ي هاسـدورف    یک فضاي فشرده   X  مثلاً اگر   
  پیوسته روي فضاي

  :با نرم زیرX فشرده ي
}:)(sup{)(( XxxffXCf   

  . جبراست*C-ک یجش منتقل می کند ،د را به مزوC(X) و باتابع  برگشتی که هر عنصر 
 )Self- adjoint( خود الحاق :  8-1تعریف 

aa  را خودالحاق گویند هرگاهa،عنصر Aa جبر باشد و *C – یک A  فرض کنیم که    
  

   (Subsemigroup) وزیرنیم گروه )Semi group(نیم گروه :   9-1تعریف 
 نسبت به عمل دوتایی و شرکت پذیر مفروض، بسته  ،S ک نیم گروه است هرگاهی S مجموعه ي

  : یک زیرنیم گروه است هرگاهS از نیم گروه Tزیرمجموعه ي ناتهی . باشد
                                                                                                              
 )(),( TxyTyx   
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  نیم گروه معکوس و زیرنیم گروه معکوس  :10-1تعریف 
(Inverse Semigroup and Inverse Subsemigroup)  

 
Ssتاي عنصر یک، Ssک نیم گروه معکوس است ،هر گاه براي هر    ی Sنیم گروه      چنـان 

ــه طوریکــه    ssssموجــود باشــد ب *  و *** ssss .ــر ــیم گــروه  Tنیم گــروه زی  از ن
   یک Sمعکوس

  :زیرنیم گروه معکوس است هرگاه
                                                                                                
 )*()( TxTx   

  
   )Idempotent(خود توان:11-1تعریف

ss به گونه اي باشد کـه Ssک نیم گروه معکوس باشد و عنصری Sگیریم که نیم گروه     2 
.  

  .را خودتوان گوییمsآنگاه 
  

   معکوس در یک نیم گروه،عنصر صفر و عنصر یک :12-1تعریف
) Zero and multiplicative unit (  

 داراي این خاصیت است کهSs  را که براي هر    S oعنصر  ss  را عنصر صـفر  
  .  می نامیمSنیم گروه معکوس 

11 داراي این خاصیت اسـت  کـه         Ss را که به ازاي هر       1همچنین عنصر  sss   عنـصر ،
  .  نامیم میSضربی یکه ي 

  
  :13-1قضیه 

  E(S) را بـا  Sک نیم گروه معکوس پذیر باشد، مجموعه ي عناصر خـود تـوان   ی Sفرض کنید که   
  : نشان می دهیم در این صورت

SESS)()  الف   
  .  یک نیم گروه از عناصرجابجایی استSE)()   ب

  ):الف(اثبات 
ssssssssssss **)*(**)*( 2  
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  .  نشان داده شودt با t مثل Sفرض کنیم که وارون هر عضو ): ب(اثبات 
,)(گیریم که   حال   SEfe .       نشان می دهیم کـه وارون حاصلـضربef  efعنـی  وارون   ی ،,

)(خودتوان است، یعنی اگر ،  efx وارون efباشد، آنگاه نشان می دهیم که  xx 2.  
  :    زیرا . را در نظر بگیرید، اولاً این عنصرخودتوان استfxe عنصر 

fxeexxxfexefxffxefxefxe  )()())(()( 2  
  : است،زیراefوارونfxeحال ادعا می کنیم که 

fxefxefxefxexeffxefxeeffxe  222 )()()(                                   
            

              efefefefefxefefxeffxeefeffxeef  )())(()()()( 22                  
fxeefلـــــذا . اســــت  efارون وfxeپــــس   )(   و در ضــــمن چـــــون)(  efx 

eeffefپس، )()( .    
)( یعنــی efثابــت شــد،پس وارون fxeاز طرفــی قــبلاً خودتــوان بــودن  ef نیــز خودتــوان 

ــسان اســت    .اســت ــا خــودش یک ــش ب ــوان، وارون ــضو خودت ــر ع ــه ه ــیم ک ــی دان ــی م ــذا . ول ل
)())((  efef     پس )(  efef.   حال چون)( ef پس  ،خودتوان استef هم خودتوان 

,)(این رو  از.نسبت به عمل ضرب بسته استSE)(لذا . است SEfeef  .  
  : حال 

fefefefefeeffeefefefefeffeef  22 )())(()(,)())(()(.  
feefپس  feefپس طبق یکتایی عنصر وارون باید . هستندef وارون هاي , .  

  
 (Boolean Algebra)یجبر بول : 14-1تعریف 

),,(جبر بولی سه تایی      B      است که در آن B     یک مجموعه اي ناتهی است و , دو عمل 
Bcbaهستند که به ازاي هر  Bدوتایی روي  ,, صدق می کنند) ه(تا ) الف( در شرط هاي .  

   :جابه جایی) الف

abba
abba


  

  :شرکت پذیري ) ب

cbacba
cbacba




)()(
)()(  

  :پخش پذیري ) ج

)()()(
)()()(

cabacba
cabacba


  
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  : یکه ها) د
aaaa وجود دارند به قسمی که 1 با شرط B1,عنصرهاي   1,.   

  
  :متمم گیري) ه

  :  به گونه اي وجود دارد که Ba ، عنصریکتاي Ba براي هر 
}:max{  atta     1     ونیز,  aaaa . 

  
   : (Dircted set)مجموعه ي جهت دار: 15-1تعریف 

),(یک مجموعه ي مرتب جزئـی      D              بـا ایـن خاصـیت کـه بـراي هـر yx,      متعلـق بـه D،  
  z درون    اي D  موجود است کهzx  و zy جهت دار خوانده می شود ، .  
 
 (Second countable): شماراي نوع دوم: تعریف: 1-16

),(فضاي توپولوژیکی  Sرا شماراي نوع دوم گوییم هرگاه داراي پایه اي شمارا باشد  .  
  

   ):Net(تور:17-1تعریف 
ناشمارا ویا شماراي نوع   که عموماً در فضاهاي توپولوژیکی که       تعمیمی از مفهوم دنباله است      ،تور  

 کــار مــی رود و کــاربرد اصــلی آن در توپولــوژي ، بررســی فــشردگی فــضاهاي دوم هــستند بــه
  .توپولوژیک ، بسته بودن یک مجموعه و پیوستگی توابع است

XDxیک تابع    :      را که در آن ),( D   مجموعه ي جهـت دار اسـت، یـک تـور          یک
 یک مجموعه ي جهـت دار اسـت و   ، با رابطه ي ترتیب جزئی معمولی  Nمثلاً  . خوانده می شود  

  . مهم ارائه می کنیممجموعه ي جهت داراکنون یک . یک تور استلذا هر دنباله
),(فرض کنیم که     S  و  فضاي توپولوژیکی باشد Sp.   حال مجموعه ي همه ي همـسایگی

 نشان می دهـیم وبـه آن سیـستم     pاین مجموعه را  با      . را در نظر می گیریم    pهاي حول   
ا رابطه ي ترتیـب زیـر یـک مجموعـه ي           ب pواضح است که  .  می گوییم  pهمسایگی حول   
  :جهت دار است

) 212121 NNNNpNN  ,(  
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   )Convergence of a net(همگرایی یک تور: 18-1تعریف 
Dx مانند   یک تور   ),( در فضاي توپولوژیک   )( S ،        همگـرا بـه  نقطـه اي ازS  ماننـد a 

DG، یک a شامل Gي باز هر مجموعه است، هرگاه به ازاي     وجود داشـته   به گونه اي
Gباشـد کـه بــراي هـر     ،xـ  :  در ایــن صـورت مــی نویـسیم کــه  . باشـد Gه  متعلــق ب

axmil 


axیا    .  

pNاگر براي هر         ،Nx       نقطه ي دلخواهی از  N      باشـد، آنگـاه 
PNx NN )(   یـک 

  . استpورهمگرا به ت
  

  :19-1قضیه ي 
),(فرض کنیم که     S       یک فضاي توپولوژیکی باشد وSA   و Sp .     در این صـورت اگـر

Ap، آنگاه یک تور همگرا بهpد دارد وجو.  
 Naرا در نقطـه اي ماننـد     Aمجموعه ي    pاز N ، لذا هر همسایگی      Ap چون   :اثبات

  قطع 
در این صورت .ند کمی

PNa NN )( یک تور همگرا به p متشکل از نقاط Aخواهد بود .  

  
  :20-1قضیه ي  

:),(),(فرض کنیم که تابع      2211  SSf    پیوسته باشد، حال اگر Dx   یک تـور  )(
)())((   باشد، آنگاه1S در xهمگرا به  





xmilfxfmil .   

Gfx)(پـس   .  باشـد  xf)( مجموعه اي باز حول      G گیریم که    :اثبات 1 .    حـال چـون
f    پیوسته است، پس)(Gf 1   1 درS     باز است و x  امـا  . را شامل می شودxx   پـس ،

  :طبق تعریف همگرایی تور ها داریم که
                                                                                          
 )(. Gfxts 1   

  :لذا 
                                                                                       
 Gxfts  )(.   

  
)()(و این یعنی  xfxf  ازاینرو ،))(()( 





xmilfxfmil .   



 10

   :21-1قضیه ي 
:),(),(فرض کنیم کـه توابـع        2211  SSf     و   ),(),(: 2211  SSg   تـوابعی 

gfحال اگر . باشد 1Sموعه ي چگالی از ج زیرمE پیوسته اند و فرض کنیم که       بـا  E روي ,
gfهم برابر باشند، آنگاه    .  برابرند یکدیگر هم  با1S روي,

  :اثبات
1SEx، لذا   1Sxگیریم که     لذا توري همچون ،Dx   وجود دارد کـه بـه   E در)(

x یعنی. همگراست xxmil 


  توابـع ،E هـستند و روي      Eها درون   xحال  چون    . 
gf )()( ، D برابرند پس بازاي هر ,  xgxf  .لذا:  
)()())(())(()()( xgxmilgxgmilxfmilxmilfxf  











  

  
gfازاینرو    . با هم برابرند1S روي ,

  

  فضاي هاسدورف : 22-1تعریف 
),(فضاي توپولوژیکی    S             را هاسدورف می گوییم ، هرگاه بـه ازاي هـر دو عـضو متمـایز از S 

 و 2Gy و 1Gx موجـود باشـد بـه طوریکـه     2G و   1G دو مجموعه ي بـاز       ,yxمانند  
 21 GG.  

  
  :23-1قضیه 

),(اگر فضاي توپولوژیکی  Sهاسدورف باشد، حد هر تور در آن یکتاست .  
Dx فـرض کنـیم کـه        :اثبات    پـس  . باشـد 2x و 1xیـک تـور داراي دو حـد متمـایز       )(

ــاز    ــاي ب ــه ه ــه    2G و 1Gمجموع ــد ک ــود دارن ــه اي وج ــه گون 11 ب Gx  22 و Gx   و 
 21 GG .،بنا بر تعریف حد  
1   1براي هر اي هست که  ، 1Gx  2  و  2اي هست که براي هـر  ،
2Gx  . بنا بر جهت دار بودنD یک ، 1 هست که 2  و .  

لذا   21 GGxکه ممکن نیست .  
  :24-1 قضیه

),(اگر فضاي توپولوژیکی  Sهاسدورف باشد، آنگاه هر زیرفضاي آن نیز هاسدورف است .  
ــات ــر:اثب ــاتهی از  A اگ ــه ي ن ــدSزیرمجموع ــه ي     باش ــه مجموع ــیم ک ــی دان ــاه م ، آنگ

}:{/   GAGA      تشکیل یک توپولوژي روي A          مـی دهـد و فـضاي توپولوژیـک 
)/,( AA      یک زیرفضا براي ),( Sحال نشان مـی دهـیم کـه      .است)/,( AA   هاسـدورف 
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  .است
هاسدورف اسـت، دو مجموعـه ي   Sچون .  باشندA دو عنصر متفاوت در ,yxه  فرض کنیم ک  

ــاز  ــه  2G و 1Gب ــه اي موجودندک ــه گون  و 2Gy و 1Gx ب 21 GG. ــابراین بن
AGH  AGH و   11  ),/( دو مجموعه ي باز در زیرفضاي        22 AA  هستند که 
1Hx 2 وHy و   21 HH . لذا)/,( AA ست هاسدورف ا.  
  

  :25-1قضیه ي 
),(،  Iمتعلـق بـه     اگر بـه ازاي هـر         S       هاسـدورف باشـد، آنگـاه 

I
S


   نیـز  ),(

  .هاسدورف است
),(،  Iمتعلق به    گیریم که به ازاي هر       :اثبات  S  ،فـرض کنـیم کـه         هاسدورف باشد

yx, دو   
نقطه ي متمایز از فـضاي حاصلـضربی         

I
S


  yxچـون   .  باشـد  ),(     لـذا ، I 

)()(چنان موجود است که      yx  . چون
S  هاسدورف است، لذا دو مجموعه ي  بـاز 

ــزاي  21و مج GG  در ,
S ــان ــه   چن ــد ک 1Gxموجودن )(  2 وGy )(  .ــذا  ل

1Gxx  )()( 
      که در اینجا ،

     تـصویر روي مؤلفـه ي     تابع افکنش یـا


- ام  
  . واضح است که توابع افکنش نگاشت هایی پیوسته هستند. است

2Gyyمشابهاً  )()( 
  پس، )( 1

1 Gx 
 و )( 2

1 Gy 
.  

)( واضح است که   1
1 G

   و )( 2
1 G

   وعـه ي بـاز شـامل          دو مجمxy,    در فـضاي  

I

S


    :   هستند ونیز),(

    )()()( 21
1

2
1

1
1 GGGG


. 

 ازاینرو 
I

S


    . هاسدورف است),(
  

  (Chain)زنجیر: 26-1تعریف 
),(گیریم که        عه ي  مجموعه اي جزئاً مرتب باشد، آنگاه زیرمجموز ا را زنجیر می  

12  داشـته باشـیم کـه    ،   2b و   1b مثـل    نامند هرگـاه بـه ازاي هـر دو عـضو از              bb   یـا  
21 bb .  
  
 (Zorn lemma)لم زورن  : 1-27

 باشد با این ویژگی که هر زنجیر همراه با رابطه ي ترتیب جزئی تهی  مجموعه اي نا    اگر
 .  عضو ماکسیمال داردآنگاه، داشته باشد ناتهی از آن، کران بالایی در


