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೯دایا...
عزلت خلوت در تا مصونم�دار پرهیز تقوای از و نلغزم مسؤلیت انبوه در تا بیاموز ستیز تقوای من به

نپوسم.
شبه�آدم�های پلید و ن΋بت�بار پست�ͳهای و زرن�ͳΎهایحقیر که میاور پایین ͳسطح در احساسمرا و اندیشه

گول�زن. کوچ΋واری تا باشم گول�خور بزرگواری دارم دوست چون شوم، متوجه را اندک
دهم. فرصت بیشتر و کنم قضاوت کمتر زودترببخشم، برنجم، دیرتر کن کم΋م

فداکاری ب�ͳپاداش، کار ب�ͳسلاح، جهاد ب�ͳهمراه، رفتن نومیدی، در صبر ش΋ست، تلاشدر توفیق من به
ب�ͳنمود، ͳخوب ب�ͳریا، ایمان ب�ͳنان، خدمت ب�ͳنام، عظمت ب�ͳعوام، مذهب ب�ͳدنیا، دین س΋وت، در
ب�ͳآن΋ه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در ͳتنهای ب�ͳهوس، عشق ب�ͳغرور، قناعت ،ͳخام�ͳب ͳگستاخ

کن. روزی بداند، دوست

೯دایاච໋ଽنࢉو৷࢟ت঻یاد॥تජ໑ابඵ෬ر
ী඼෻ࠫࡣت૛भඟ໋ه�ایঃبادارਣ঍୓ی



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس
عبدالمجید دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه ، ͳفتاح
خدا، از بعد و عزیزم مادر ،ͳمهربان و مهر خداوندگار دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در نم�ͳرسید. انجام
گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خواهر از م�ͳکنم تش΋ر و را مقدسش وجود م�ͳکنم ستایش

بود. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودش، امیدبخش

ͳیزدانبخش اعظم
١٣٩١ مهر

ଘم৤قدৎ
ماభم



چ΋یده

. م�ͳدهیم ارائه را ∗C-مدول�ها هیلبرت در g-قاب�ها برای جدید نتای; ͳبرخ پایان�نامه، این در
g-قاب�ها از ͳخواص عملΎر، این از استفاده با م�ͳکنیم. ͳمعرف L کراندار ͳخط-A یΈعملΎر آنΎاه
نامساوی�های و تساوی�ها ͳبرخ پایان، م�ͳکنیم.در مشخص را ∗C-مدول هیلبرت در ریس g-پایه و

. م�ͳکنیم ثابت ∗C-مدول هیلبرت در را g-قاب�ها و قاب�ها برای مهم
کلماتکلیدی

A-مدول هیلبرت ∗C-مدول، هیلبرت g-قاب،
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پیشΎفتار

مطالعه برای ١٩۵٢ سال در [١٢] ٢ شیفر و ١ دافن وسیله به رسما هیلبرت فضاهای برای قاب�ها

شده�اند. تعریف Έغیرهارمونی فوریه سریهای در مسایل ͳبرخ

داده توسعه و شده داده نشان [١٠]دوباره ۵ م�ͳیر و ۴ گراسمن ،٣ دوبیچز وسیله به ١٩٨۶ سال در

شده�اند. مشهور بعد به آن از و شده�اند

سیΎنال پردازش در گسترده به�طور که م�ͳکند بازی کاربردها و نظریات در ͳمهم نقش قاب�ها نظریه

،[٧] تصویر [١٣]،پردازش کوانتوم اندازه�گیری سیستم[١١]، مدل�سازی نمونه�گیری[۵]، [١۵]،نظریه

است. شده برده به�کار [٢١ ،٣٢] ارتباطات و رمزگذاری

به�عنوان قاب�ها همه با او است. داده نشان هیلبرت فضای در ٧را g-قاب از ͳمفهوم [٣١]۶ سان

آورد. به�دست را مهم نتای; ͳبرخ و کرد برخورد g-قاب

ͳبرخ اما است. شده شناخته آنها از موجود قاب�های به شبیه g-قاب�ها خواص ͳبرخ [٣۶ ،٣٧] در

نیستند. شبیه نیز خواص

ͳبرخ و شده�اند داده نشان ∗C-مدول�ها هیلبرت در ( ها (g-قاب خاص قاب�های از ͳمفهوم ادامه در

شده�اند. آورده به�دست [١۶ ،٢٣ ،٢۴] در g-قاب�ها و قاب�ها از خواص

م�ͳدانیم مثال، برای دارند. وجود هیلبرت فضاهای و ∗C-مدول�ها هیلبرت بین بسیاری تفاوت�های

∗C-مدول هیلبرت برای این اما دارد، متعامد متمم Έی هیلبرت فضای Έی در بسته زیر�فضای هر که

-C∗ هیلبرت در پیوسته تابع�Έهای از ریس نمایش قضیه از ͳمشابه نم�ͳتوانیم ما و نیست درست

در را ∗C-مدول هیلبرت نظریه از بحث Έی که است مش΋ل ͳخیل بنابراین آوریم. به�دست را مدول�ها

دهیم. گسترش هیلبرت فضای کل

است. ∗C-مدول هیلبرت در g-قاب و قاب نظریه کامل�تر و بیشتر توسعه پایان�نامه، این از هدف

∗C-مدول هیلبرت در را g-قاب�ها از ͳخواص : اول م�ͳکنیم. ͳبررس را مطلب دو پایان�نامه این در

هیلبرت در g-قاب�ها و قاب�ها از مهم نامساوی�های و تساوی�ها ͳبرخ : دوم کرد. خواهیم مشخص

١Duffin
٢Schaeffer
٣Daubechies
۴Grossmann
۵Meyer
۶Sun
٧ generalized frame

پ



داد. خواهیم نشان را ∗C-مدول�ها

مفاهیم آن، دوم فصل است. بعدی فصل�های در نیاز مورد اولیه تعاریف و مفاهیم ͳبرخ اول، فصل

چهارم، فصل در و است گرفته قرار ͳبررس مورد g-قاب�ها سوم، فصل در م�ͳدهد. نشان را قاب�ها اولیه

∗C-مدول هیلبرت در قاب�ها -g و قاب�ها روی نامساوی�ها و تساوی�ها ͳبرخ و ها g-قاب دوگان

است. شده داده نشان

است. شده گرفته [٣٨] از پایان�نامه این مطالب

ت



نمادها و نشانه�ها فهرست

کرون΋ر دلتای δα,β

A اعضای از ͳمتناه ͳخط ترکیبات مجموعه Span(A)

A متمم Ac

هیلبرت فضای H

y از x فاصله d(x, y)

Uمتعامد متمم U⊥

Uپوچ فضای N (U)

U برد فضای R(U)

Y به X از کراندار ͳخط عملΎر�های فضای L(X, Y )

C به X از کراندار ͳخط تابع�Έهای فضای L(X,C)

µ ͳشمارش اندازه روی Lp فضای Lp(µ)

f برای Lp نرم ∥f∥p

Hبعد dimH

U مع΋وس شبه U †

الحاق�پذیر ͳخط-A های نΎاشت همه از ای گردایه End∗A(U, Vj)

Vj مستقیم مجموع
⊕

Vj

Λj دوگان Λ̃j

ث



١ فصل

اولیه مقدمات و مفاهیم



�

�
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قضایای و نمادها و م�ͳپردازیم ͳتابع آنالیز و ͳحقیق آنالیز از ͳقضایای و تعاریف به�ذکر فصل این در

م�ͳکنیم. ͳمعرف را بعدی فصول نیاز مورد

نرم�دار فضاهای ١-١

تعریف١-١-١.

ͳحقیق عدد Έی ،x هر به اگر م�ͳنامیم، نرم�دار١ ͳخط فضای Έی را X مختلط برداری فضای

که باشد شده مربوط چنان x نرم نام به ∥x∥ مانند ͳنامنف

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،X در y و x هر ازای به (الف)

،∥αx∥ = |α|∥x∥ آنΎاه باشد، مختلط عددی α و x ∈ X اگر (ب)

.x = ۰ اگر تنها و اگر ∥x∥ = (پ)۰

است: برقرار زیر نامساوی (الف) بنابر

∥x− y∥ ≤ ∥x− z∥+ ∥z − y∥ (x, y, z ∈ X).

نرم�دار، ͳخط فضای هر کنیم، تعریف ∥x− y∥ برابر را y و x فاصله اگر که م�ͳدهد نشان فوق خواص

است. ٢ متری یΈفضای

تعریف١-١-٢.

م�ͳدهیم. نمایش X∗ با و ٣م�ͳنامیم دوگان فضای را R به X از پیوسته و ͳخط تواب΄ تمام فضای

تعریف١-١-٣.

باشد. X در دنباله�ای {xn}n∈N و باشد نرم�دار فضای Έی X م�ͳکنیم فرض

ϵ > ۰ هر به�ازای ͳیعن.limn→∞∥xn − x∥ = ۰ هرگاه همΎراست، x ∈ X به {xn}n∈N گوییم (الف)

،∥xn − x∥ < ϵ ،n ≥ Nϵ هر برای به�طوری�که باشد، موجود Nϵ ∈ N Έی

١linear normed space
٢metric space
٣dual space

٢



به�طوری�که باشد، موجود Nϵ ∈ N Έی ϵ > ۰ هر برای هرگاه است، ١ ͳکوش X در {xn}n∈N (ب)

: باشیم داشته m,n ≥ Nϵ هر برای

∥xn − xm∥ < ϵ.

.۴-١-١ قضیه

است. ͳکوش همΎرا، دنباله هر ،X نرم�دار فضای در

.[١۴] از ٢.٢.۵ قضیه به کنید رجوع برهان.

اندازه فضاهای ١-٢

تعریف١-٢-١.

ͳیعن باشد. بسته متمم�گیری و ͳمتناه اجتماع به نسبت درصورت�ͳکه م�ͳنامیم، X روی یΈجبر٢ را A

،A۱ ∪ A۲ ∪ ... ∪ An ∈ A داریم: A۱, A۲, ..., An ∈ A هر برای (الف)

.Ac ∈ A داریم: A ∈ A هر برای (ب)

تعریف١-٢-٢.

A عضو ،A اعضای از شمارا خانواده هر اجتماع درصورت�ͳکه م�ͳنامیم، ٣ σ-جبر Έی را A جبر

. ∪∞
i=۱ Ai ∈ A داریم: {Ai}i∈J ⊂ A هر برای ͳیعن باشد.

تعریف١-٢-٣.

را µ : A −→ [۰,∞] تاب΄ باشد. X روی جبر -σ Έی A و باشد ͳنا�ته مجموعه�ای X م��ͳکنیم فرض

کند: صدق زیر خواص در درصورت�ͳکه م�ͳنامیم، A روی ۴ یΈاندازه

،µ(∅) = ۰ (الف)

.µ(∪∞
i=۱Ei) =

∑∞
i=۱ µ(Ei) داریم: {Ei}i∈N مانند A اعضای از مجزا دنباله هر برای (ب)

١Cauchy
٢algebra
٣σ- algebra
۴measure

٣



تعریف١-٢-۴.

A اعضای م�ͳنامیم. اندازه�پذیر١ یΈفضای را (X,µ) آنΎاه باشد. جبر -σ Έی A م�ͳکنیم فرض

م�ͳنامیم. اندازه�پذیر٢ مجموعه�های را

.۵-١-٢ قضیه

است، موجود M∗ مانند X در جبر -σ کوچ΋ترین باشد، X های زیرمجموعه از ای گردایه F اگر

نامند.) F به�وسیله شده تولید جبر -σ را M∗ این ͳباشد.(گاه F ⊂ M∗ به�طوری�که

.[٣۴] از ١٠.١ قضیه به کنید رجوع برهان.

تعریف١-٢-۶.

برقرار A روی ∗ : a −→ a∗ ͳبرگشت عمل هرگاه م�ͳنامیم، ٣ ͳبرگشت جبر یا ∗-جبر Έی را A جبر

باشند: برقرار زیر خواص λ ∈ C هر و a, b ∈ A هر برای به�طوری�که باشد،

،(a+ b)∗ = a∗ + b∗ .١

،(ab)∗ = b∗a∗ .٢

،(λa)∗ = λa∗ .٣

.(a∗)∗ = a .۴

تعریف١-٢-٧.

. ∥ a ∥=< a, a >

۱
۲ آن در ∥∗aa∥که = ∥a∥۲،a ∈ A هر برای اگر م�ͳنامیم، ∗C-جبر۴ Έی Aرا جبر

تعریف١-٢-٨.

a = a∗ همچنین باشد، a ≥ ۰ اگر گوییم، ۵ مثبت را a ∈ A باشد. جبر -C∗ Έی A م�ͳکنیم فرض

است. a طیف σ(a) که σ(a) ∈ R+ و
١ measurable space
٢ measurable
٣∗- algebra
۴C*-algebra
۵positive

۴



تعریف١-٢-٩.

باشد. ͳآبل گروه Έی (M,+) به�طوری�که ،ͳناته مجموعه Έی M و باشد حلقه Έی A م�ͳکنیم فرض

باشد، شده تعریف زیر به�صورت A×M روی ضرب٢ عمل هرگاه م�ͳنامیم، ١ A-مدول Έی را M

آنΎاه (a,m) −→ am که A × M −→ M : باشیم داشته m ∈ M و a ∈ A هر برای به�طوری�که

است: برقرار زیر m,m۱,m۲خواص ∈ M هر و a, a۱, a۲ ∈ A هر برای

،(a۱ + a۲)m = a۱m+ a۲m .١

،a(m۱ +m۲) = am۱ + am۲ .٢

.a۱(a۲m) = (a۱a۲)m .٣

هیلبرت و باناخ فضاهای ١-٣

تعریف١-٣-١.

XهمΎرا در نرم توسط شده تعریف متر با ͳکوش دنباله هر ͳباشد،یعن کامل X نرم�دار ͳخط فضای اگر

م�ͳنامیم. ٣ باناخ یΈفضای را X آنΎاه باشد،

.١-٣-٢ مثال

است. باناخ فضای مطلق، قدر نرم با همراه مختلط) اعداد (مجموعه C

تعریف١-٣-٣.

و A مثبت و ثابت اعداد هرگاه م�ͳنامیم، ۴(معادل) هم�ارز را X نرم�دار فضای در ∥.∥۲ و ∥.∥۱ نرم دو

،x ∈ X هر به�ازای به�طوری�که باشند، موجود B

A∥x∥۱ ≤ ∥x∥۲ ≤ B∥x∥۱ .

.۴-١-٣ قضیه

∥.∥۱ با X فضای دراین�صورت باشند، X برداری فضای روی هم�ارز نرم دو ∥.∥۲ و ∥.∥۱ م�ͳکنیم فرض

باشد. باناخ ∥.∥۲ با اگر تنها و اگر است، باناخ

١A-module
٢product
٣ Banach space
۴equivalent

۵



.[٢٢] از قضیه٨.٢١.۴ به کنید رجوع برهان.

تعریف١-٣-۵.

در y و x از مرتب زوج هر به اگر م�ͳنامیم، ١ͳداخل فضایضرب Έی را H مختلط برداری فضای

باشند: برقرار زیر قواعد که باشد مربوط چنان < x, y > مانند مختلط عدد Έی H

،< x, y >= < y, x > (الف)

،< x+ y, z >=< x, z > + < y, z > : داریم x, y, z ∈ H هر برای (ب)

،< αx, y >= α < x, y > باشد، اس΋الر α و x, y ∈ H اگر (پ)

،< x, x >≥ ۰ ،x ∈ X هر به�ازای (ت)

.x = ۰ اگر تنها و اگر < x, x >= ۰ (ث)

م�ͳکنیم. ذکر را اصول این از نتیجه چند حال

. < ۰, y >= ۰ ، y ∈ H هر به�ازای که م�ͳکند ایجاب (پ) قاعده

Έی x →< x, y > نΎاشت y ∈ H هر داد.به�ازای جا ح΋م Έی در م�ͳتوان را (پ) و (ب) قواعد

است. H بر ͳخط Έتابع

. < x, αy >= α < x, y > که م�ͳدهند نشان (پ) و (الف)

. < z, x+ y >=< z, x > + < z, y > م�ͳکنند ایجاب (ب) و (الف)

.∥x∥ =< x, x >۱/۲ کنیم تعریف م�ͳتوانیم (ت) بر بنا

م�ͳآید. به�دست زیر نتای; ،ͳداخل ضرب فضای تعریف از نیز و

٢ -شوارتز) ͳنامساویکوش) .۶-١-٣ قضیه

: داریم x, y ∈ H هر به�ازای

| < x, y > | ≤ ∥x∥∥y∥.

.[٣۴] از ٢.۴ قضیه به کنید رجوع برهان.

٣ (ͳمثلث (نامساوی .١-٣-٧ قضیه

داریم: x, y ∈ H هر به�ازای

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

١inner product space
٢ Cauchy - Schwarz inequality
٣ triangle inequality

۶



.[٣۴] از ٣.۴ قضیه به کنید رجوع برهان.

.١-٣-٨ ملاحظه

با را y و x بین فاصله اگر بنابراین .∥x− z∥ ≤ ∥x− y∥+∥y− z∥ م�ͳگیریم نتیجه ͳمثلث نامساوی از

(ث) شرط از و م�ͳکند متریΈصدق فضای شرایط تمام در (H, d) دهیم، نشان d(x, y) = ∥x− y∥

است. نرم�دار فضای Έی H لذا .x = ۰ آنΎاه ∥x∥ = ۰ اگر که م�ͳگیریم نتیجه (۵-١-٣) تعریف

١ متوازی�الاضلاع) (اتحاد .١-٣-٩ نتیجه

: داریم α ∈ C هر و x, y ∈ H هر به�ازای

∥x+ y∥۲ + ∥x− y∥۲ = ۲(∥x∥۲ + ∥y∥۲).

تعریف١-٣-١٠.
هیلبرت٢ یΈفضای را H آنΎاه باشد، کامل ∥x∥ =< x, x >۱/۲ نرم با H ͳداخل ضرب فضای اگر

م�ͳنامیم.

.١-٣-١١ مثال

X = (x۱, x۲, ..., xn) مرتب تای�ͳهای n تمام از مرکب Cn م�ͳکنیم فرض ، n ∈ N هر به�ازای (الف)

مختلط�اند. ها xi آن در که است

: م�ͳکنیم تعریف زیر به�صورت را ͳداخل ضرب نیز و اس΋الر ضرب و جم΄

X+Y = (x۱+ y۱, x۲+ y۲, ..., xn+ yn) , αX = (αx۱, αx۲, ..., αxn) (X,Y ∈ Cn , α ∈ C)

< X,Y >=
i=n∑
i=۱

xiyi,

است. هیلبرت فضای Έی Cn این�صورت در

است. هیلبرت فضای Έی زیر، ͳداخل ضرب با L۲(X,µ) فضای (ب)

< f, g >=

∫
X

fgdµ f, g ∈ L۲(X,µ).

است. هیلبرت فضای Έی زیر، ͳداخل ضرب با ℓ۲(Z) فضای (پ)

< X,Y >=
∑

n∈Z xnyn ; X = (xn)n∈Z , Y = (yn)n∈Z ∈ ℓ۲(Z).

.١-٣-١٢ ملاحظه

در باناخ فضاهای قضایای تمام و م�ͳدهند تش΋یل را باناخ فضاهای از ͳخاص رده هیلبرت، فضاهای

است. برقرار نیز هیلبرت فضاهای مورد

١ parallelogram identity
٢ Hilbert space

٧



م�ͳگیریم. نظر در هیلبرت فضای Έی را H به�بعد، این از پایان�نامه این در

تعریف١-٣-١٣.
١ جدای�ͳپذیر هیلبرت فضای را H آنΎاه باشد، شمارش�پذیری چΎال زیرمجموعه دارای H اگر

م�ͳنامیم.

.١۴-١-٣ مثال

شماراست. و چΎال R در Q است.زیرا جدای�ͳپذیر R

تعریف١-٣-١۵.

،H در نرم از حاصل توپولوژی با که است برداری ͳفضای زیر ،H هیلبرت فضای از بسته٢ فضای زیر

باشد. بسته

تعریف١-٣-١۶.

فضای زیر ۴ متعامد همچنینمتمم . < x, y >= ۰ هرگاه م�ͳنامیم، متعامد٣ را H در y و x عنصر دو

: از است عبارت H از U

U⊥ = {x ∈ H ; < x, y >= ۰ , ∀y ∈ U}.

.١-٣-١٧ ملاحظه

آنΎاه باشد، H هیلبرت فضای از بسته�ای فضای زیر M م�ͳکنیم فرض

H = M ⊕M⊥.

y ∈ M که دهیم نمایش x = y + z به�صورت ی΋تا به�طور م�ͳتوانیم را x ∈ H هر که ͳمعن به�این

مینیمم x تا آنها فاصله که هستند M⊥ و M در به�ترتیب ͳتای΋ی عناصر z و y به�علاوه .z ∈ M⊥و

است.

تعریف١-٣-١٨.

م�ͳنامیم، ی΋ریخت۵ < ., . >۲ و < ., . >۱ͳداخل ضرب�های با به�ترتیب را H۲ و H۱ هیلبرت فضای دو

حفظ را ͳداخل ضرب که باشد موجود T : H۱ −→ H۲ مانند ͳودوسوی کراندار ،ͳخط عملΎری گاه هر

١ separable Hilbert space
٢ closed subspace
٣orthogonal
۴ orthogonal complement
۵isomorphic

٨


