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چͺیده

هر هرگاه مͬ�شود نامیده منفͬ) (جمعاً نامثبت Aجمعاً ،n×m مرتبه�ی حقیقͬ ماتریس ͷی
وسیله�ی به ماتریسͬ رده�های این از مشخص�سازی�هایͬ تحقیق این در باشد. (منفͬ) نامثبت آن مینور
مͬ�شود. ارائه آن�ها ͷباری QR تجزیه�ی وسیله�ی به و آن�ها کامل رتبه تجزیه�ی وسیله�ی به مینورها،

QR تجزیهی کامل، رتبه تجزیهی منفͬ، جمعاً و نامثبت جمعاً ماتریسهای کلیدی: واژگان
ͷباری

٨٠ نامه: پایان صفحات تعداد



೯دایراਈযیشاඟ໊مازرویඟ໊م،৮دروماభیतداکارඌিඁ࣓مساهభหساభଢࣾتباروओودشانیاساموازرীه
ୀت॥ࣇخاریاभجاหشانিودরیਣশم.واঁدما৶شتلاشিࡣبع࢙موداইراهభودشانओوଢرموازساඵවگୀھاشاخو৩آ
ໆرموज़ฬشاندॻیਚیا॥تরୀودৣم،ඟ໖ااଌندووओود،াسازوردگار،ماਠീଢی�امরوده�ا৯ددণ࣎مراඟ໋وراهرಶ౮نرا
اනළرام با ඟ໊د৯د. భاଌنوادیز৯دਛیاز່ازوඇඎিࢋآड़و౻ංند.آड़وزگارایୀامز৯دਛی،রودنواিسانরودنراൌग़نا

ଘ࣒می�ਗمقدৎراଓฬنپایانଌدا॰مباقدৎورऒభඟ໋م.اࡺࢹت�नوड़ایୀ୍انସنଌایتلاشاୀاوان່
৮درБЗرদوار،ماෙय़భباৣم

واণتادارേ॒ندمপنابآ༚یدනرসناਘی.



೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای به
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اਙঀیජ໑اॠدد૽نหداিشا৯دঊمଡدبایبا॰د
ୀایල່ویتධ෫روହور،

ଡحه�ایୀایاسارتوଡد॥تما�ଢایୀایূجارت،
گاਗیبا॰د ب࢘ૢه

ୀایূجൎࣱلازووਵࣞعاฮیسا౻ಶنز৯دਛیऒودودیࢂඟان.

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



ඟࢁพ়وୌقدৎ
ଘپایانرسـاندهواز೯داو৯دঃنانوਮ࣪قوॣعادت اଌنहख़ࢤوଐرا اॸطافربای�اشوਮ࣪قدادتا شࢁඟوণپاسخدایرابا

وশندگانورଽوانع࢙موداিشراऒواৣم. ૡঙه
াسازॐمدوহنایاਙঀیوشࢁචඟ໋اریభଘگاه೯داو৯دਵࣞعالاਯࣨونحاલلૡঙه�یتلاش�ঃ࣐৴واपع॰دऒୀود່ض
ਗی�داৣمباবضاࠥتا৯دکభلادبواනළرامජ໑اࢋণپاسخاॸصاଡوേ઼࣓ماଡراازૡঙه�یইسایૼنراభاଌنوادی

یاری৶ࢤوده�ا৯داୀازدارم.
از৮دروماସభ୍مঙࢤوارهঈୀوਘหیوਠতభیૼن،ق࢙مࠟࡼوইുیدهو৷ඟ໊ماଡازنارࠠفࢌ�مথذতه�ا৯دوభ৳مام�ଏଷی

مدا८تୀایૼنরوده��ا৯د،พ়ࢁඟوदدردایਗی�࣒م. ز৯دਛییارویاوریਟیࣼ�
اززॐماتاণتادනख़رمراঘ࣒ما،পنابآ༚یدනرय़ھدیসناਘیభ৳مامජ໑اउلاجاماଌنূ਼࡛࣪قازرঘ࣒ࢤودو��ਝی
ਟی�భغاীشانෙه�ঃندরوده�ام،ଘوهଘخاජໍساࠥت�یੌولایমଘࡉثوبادلड़భෘোوردड़وરوعূ਼࡛࣪قندهاਸ਼ࣗصاص
داده�ا৯دঙࢤوارهୀایૼناঀھام�মࡑشایده�یหزهඌিඁࢌड़ଘوરوعরودها॥ت،พ়ࢁඟوदدردایਗی�࣒م.اণتادБЗرদواری
ଘૼن ඵේज़ر॥భتඟ໓ࢌرا ජ໑حه ଘ ජ໑حه نఴذا८تو భੌولاجاماଌنূ਼࡛࣪قਟی�پا।خ ०ච໋ଽش�یਟی�ॷمارمرا

িشانداد،اਯࣨونଽآهਗی�داৣمଘپاس੪ॸفوીࣤوریاীشانا॥ت.
ازاণتادනख़رمज़شاورপنابآ༚یدනرज़࠷ودامان੪ॸفزیادیඌিඁࢌଘૼنداণ،௭پاسࢂචاریਗی�৶مام.

षख़ࢤوయاده�وزୌیوໆرکارخاৣمدනرീি࣓مඬোرآبادیزॐ࢟ت ازاণتادان່زاଡودॼوزপنابآ༚یدනرا५دا...



۶

داوریاଌنرساଔراࣞਵ࣫ل॰د৯دلพ়ࢁඟوदدردایرادارم.
د༙عૼن ঙࢠൾنازآ༚یدනرඬোرآبادیభجه නख़رمূࡗજیلاتتࢇേیਚیو ৶ماশنده ازপنابآ༚یدනرجافدا

अورداণ௭پاسࢂචارم.
ازপنابآ༚یولاਪیज़وقૼنభراهادا�ଓূࡗજࣱلরوده�ا৯دพ়ࢁਗඟی�࣒م.

ঙاهو ازॐماশࢌ�یേ઼࣓ماऒଡواଽانସ୍مઍ࡙মوصऒواБЗଽرচموঙࢠൾنૡঙه�یدوণتاৣمభੌولاଌندوسالൕঙࣂه
اଌنदدمඵฬزیభراهع࢙موূ਼࡛࣪قୀداতه�ام،ঙࢤوارهदدردانآฬنऒواকمরود. گامૼنরود৯د،ଘواॢه िঙ

ඵ෩ॶراصاਞনی
ෙ७ورماه۱۳۹۱
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پیش�گفتار
مینور هر گاه هر مͬ�شود نامیده منفͬ) نامثبت(جمعاً جمعاً ،n×mمرتبه�ی Aاز ماتریسحقیقͬ
مختلف شاخه�های در ماتریس�ها این مͬ�دهند. نشان (t.n.) t.n.p. با را آن و باشد (منفͬ) نامثبت آن
ویژگͬ�های مربعͬ، t.n. ماتریس�های برای مͬ�شوند. ظاهر اقتصاد و عددی محاسبات مانند علوم
تجزیه�ی نامنفرد t.n.p. ماتریس�های برای است. شده بررسͬ [٧] در آن LDU تجزیه�ی و آن طیفͬ
وسیله�ی به مشخص�سازی آن، بر علاوه است. شده معرفͬ [٢] در آن�ها خواص برخͬ و LDU

آن�ها واحد پلͺانͬ شͺل به کامل رتبه تجزیه�ی از استفاده با t.n. و t.n.p. ماتریس�های برای مینورها
به مستطیلͬ t.n.p. ماتریس�های از مشخص�سازی�هایͬ تحقیق این در است. آمده بدست [۴] در
t.n. ماتریس�های از مشخص�سازی� ͷی همچنین و آن�ها ͷباری QR تجزیه�ی و مینورها وسیله�ی

مͬ�شود. ارائه آن�ها ͷباری QR تجزیه�ی وسیله�ی به مستطیلͬ
است. شده سازمان�دهͬ زیر صورت به تحقیق این

با آشنایͬ و شده گرفته کار به تحقیق روند در که قضایایͬ و اولیه تعاریف نمادها، اول فصل در
مͬ�کنیم. بیان را است، موثر مطالب درک و مطالعه برای آن�ها

شͺل به کامل رتبه تجزیه�ی برای نویل حذفͬ شبه و گوس حذفͬ شبه روش�های دوم فصل در
مͬ�شود. بیا�ن t.n. و t.n.p. ماتریس�های واحد پلͺانͬ

شده ثابت ماتریس ͷی واحد پلͺانͬ شͺل به کامل رتبه تجزیه�ی بفردی منحصر سوم فصل در
است. شده ارائه مینورها وسیله�ی به مستطیلͬ t.n.p. ماتریس�های از مشخص�سازی سپس و

ͷباری QR تجزیه�ی وسیله�ی به مستطیلͬ t.n. و t.n.p. ماتریس�های از مشخص�سازی پایان در
است. شده ارائه چهارم فصل در آن�ها



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف،

٢



٣ مقدماتͬ قضایای و اولیه تعاریف نماد�ها، .١.١

.

مقدماتͬ قضایای و اولیه تعاریف نماد�ها، ١.١

ارائه داریم، نیاز آن�ها به بعدی فصل�های در که مقدماتͬ نتایج و نمادها تعاریف، بخش این در
مͬ�شود.

حقیقͬ ماتریسهای همهی مجموعه ،Rn×m با n ×m حقیقͬ ماتریسهای همهی مجموعهی
مͬشود. Rnنمایشداده با مولفهای n بردارهایحقیقͬ همهی مجموعهی Rn×nو با nمرتبهی مربعͬ

خطͬ مستقل بردارها این باشند. Rn در بردارهایͬ xm ،. . . ،x٢ ،x١ کنید فرض .١.١.١ تعریف
،x١ دیͽر عبارت به نوشت. بردارها سایر خطͬ ترکیب حسب بر را ͬͺی نتوان هرگاه مͬشوند نامیده
ازای به تنها ،α١x١ + α٢x٢ + · · · + αmxm = ٠ رابطهی هرگاه خطͬاند مستقل xm ،. . . ،x٢

خطͬ مستقل xm ،. . . ،x٢ ،x١ بردارهای که صورتͬ در باشد. برقرار α١ = α٢ = · · · = αm = ٠
مͬ�شوند. نامیده خطͬ وابستهی نباشند،

صورت: این در باشند. Rn در بردارها از مجموعهای {x١, x٢, ...., xk} فرضکنید .٢.١.١ تعریف

مͬشود. داده نشان xT
i با xi ترانهادهی .١

.xT
i xi = ١ هرگاه گویند یͺه را xi .٢

هرگاه است متعامد {x١, . . . , xk} بردارهای مجموعه .٣

xT
i xj = ٠, i ̸= j.



۴ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

متعامد یͺا مجموعه این باشد. متعامد {x١, x٢, . . . , xk} بردارهای مجموعه کنید فرض .۴
هرگاه مͬشود، نامیده یͺه) (متعامد

xT
i xi = ١, i = ١,٢, . . . , k.

صورت: این در .A ∈ Rn×m ماتریس کنید فرض .٣.١.١ تعریف

است. آن خطͬ مستقل (ستونهای) سطرهای تعداد حداکثر برابر A (ستونͬ) سطری رتبهی .١
است. برابر آن ستونͬ رتبهی با A سطری رتبه�ی همواره

با را آن و است آن خطͬ مستقل ستونهای) (تعداد سطرهای تعداد حداکثر برابر A رتبهی .٢
.rank(A) ≤ min{n,m} همواره مͬدهند. نشان rank(A)

گویند. کامل رتبه را A آنگاه ،rank(A) = min{n,m} اگر .٣

این در بͽیرید. نظر در را B = (bij) ∈ Rn×m و A = (aij) ∈ Rn×n ماتریس�های .۴.١.١ تعریف
صورت:

صورت به و داده نشان BT با را آن که است m× n ماتریسͬ B ترانهادهی .١

BT = (bji) ,

مͬشود. تعریف

منفͬ) نامثبت، (مثبت، نامنفͬ درایههایش تمام هرگاه است منفͬ) نامثبت، (مثبت، نامنفͬ B .٢
.(B < ٠،B ≤ ٠ ،B > ٠) B ≥ ٠ مͬنویسیم و باشد

.aij = ٠ ،(j > i) i > j هر برای هرگاه مͬشود نامیده مثلثͬ) (پایین مثلثͬ بالا A .٣

.ATA = I هرگاه مͬشود نامیده متعامد A .۴

هرگاه است متقارن A .۵

aij = aji, i, j = ١,٢, . . . , n.

،x ∈ Rn صفر غیر بردار هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده مثبت معین A .۶



۵ مقدماتͬ قضایای و اولیه تعاریف نماد�ها، .١.١

xTAx > ٠.

مͬنامند. نامنفرد را آن صورت این غیر در ،detA = ٠ هرگاه مͬشود نامیده منفرد A .٧

به که است ∥.∥ : Rn −→ R مانند حقیقͬ نͽاشت ͷی Rn روی برداری نرم ͷی .۵.١.١ تعریف
مͬدهد. نسبت زیر خواص با حقیقͬ عدد ͷی x ∈ Rn بردار هر

. ∥x∥ > ٠،x ∈ Rn صفر غیر بردار هر برای .١

.∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ R اسͺالر هر و x ∈ Rn بردار هر برای .٢

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ، x, y ∈ Rn هر برای .٣

از: عبارتند معروف برداری نرم�های بعضͬ

∥x∥١ =
n∑

i=١
|xi|, (١ (نرم-

∥x∥٢ =
( n∑

i=١
|xi|٢

) ١
٢
, نرم-٢) یا اقلیدسͬ (نرم

∥x∥∞ = max١≤i≤n|xi|, بͬ�نهایت) نرم یا ماکزیمم (نرم
.x = (x١, x٢, . . . , xn)

T ∈ Rn آن در که

به آن ماکزیمم نرم و نرم��-�٢ نرم�-١، است. مفروض x = (۵,١−,٢)T ∈ R٣ بردار .۶.١.١ مثال
مͬ�آیند. بدست زیر صورت

∥x∥١ =
٣∑

i=١
|xi| = ۵ + ٢ + ١ = ٨,

∥x∥٢ =
( n∑

i=١
|xi|٢

) ١
٢
=

√
٢۵ + ۴ + ١ =

√
٣٠,

∥x∥∞ = max١≤i≤٣|xi| = max{۵,٢,١} = ۵.

در که مͬشود داده نشان D = diag(d١, d٢, . . . , dn) با D قطری n × n ماتریس .٧.١.١ تعریف
هستند. صفر آن درایههای وسایر قطری درایههای dn ،. . . ،d٢ ،d١ آن

بدست همانͬ ماتریس ستونهای) (یا تعویضسطرهای از که P ∈ Rn×n ماتریس .٨.١.١ تعریف
مͬشود. نامیده جایͽشت ماتریس ͷی مͬآید،

(ستون- تعویضسطرهای باعث Aماتریس در راست) (از چپ از P ماتریسجایͽشت ضرب
.P TP = I آنگاه باشد، جایͽشت ماتریس ͷی P اگر مͬشود. آن های)
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صورت به Aماتریس و P جایͽشت ماتریس کنید فرض .٩.١.١ مثال

A =

 ۴ ١ ١
٠ ٢ ١
−٢ ٠ ٩

 , P =

 ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
١ ٠ ٠

 ,

صورت این در باشند.

AP =

 ١ ۴ ١
١ ٠ ٢
٩ −٢ ٠

 , PA =

 ٠ ٢ ١
−٢ ٠ ٩
۴ ١ ١

 .

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه مͬشود نامیده پلͺان١ͬ بالا A ∈ Rn×m ماتریس .١٠.١.١ تعریف

مͬشود. نامیده سطر آن برای پیشرو درایهی سطر هر در صفر غیر درایهی اولین .١

است. آن بالای سطر در پیشرو درایهی راست سمت در پیشرو درایهی هر .٢

هستند. آن انتهایͬ سطرهای صفر، سطرهای .٣

تحویل پلͺانͬ بالا آنگاه کند، صدق نیز زیر شرط در ماتریس این فوق شرایط بر علاوه اگر
مͬشود. نامیده ٢ یافته

است. ستون آن در صفر غیر درایهی تنها پیشرو درایهی هر .۴

پلͺانͬ بالا ماتریس ͷی آن ترانهادهی هرگاه است، یافته) (تحویل پلͺانͬ پایین ماتریس ͷی
واحد صفت آنگاه باشند ͷی مساوی پیشرو درایههای همهی اگر این، از بیش باشد. یافته) (تحویل

.[۵] مͬشود افزوده فوق تعاریف به
ولͬ است واحد پلͺانͬ (بالا) پایین ماتریس ͷی واحد، مثلثͬ (بالا) پایین ماتریس هر ضمن در

نیست. برقرار آن عͺس

بͽیرید. نظر در را زیر ماتریسهای .١١.١.١ مثال

A =


٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ۴ ٠ ٢
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٢ ٣
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 , B =

 ٠ ٠ ١ ١ ۵ ۶ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ۴ ٣ ٢
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٢ ٣

 .

١upper echelon
٢upper reduced echelon
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یافته تحویل پلͺانͬ بالا B ولͬ است یافته تحویل پلͺانͬ بالا A هستند. پلͺانͬ بالا دو هر B و A
نمͬباشد.

دنبالههای همهی از مجموعه�ی صورت به Qk,n ،١ ≤ k ≤ n که k, n ∈ N برای .١٢.١.١ تعریف
یعنͬ مͬشود؛ تعریف n مساوی یا کوچͷتر طبیعͬ عدد k از اکید صعودی

Qk,n = {α | α = (α١, . . . , αk),١ ≤ k ≤ n, αi ∈ N ∀i,١ ≤ α١ < · · · < αk ≤ n}.

مͬشود داده نمایش Q◦
k,n با فوق مجموعهی باشند، نیز متوالͬ فوق دنبالههای طبیعͬ اعداد وقتͬ

.[۴]
با است برابر Qk,n مجموعهی اعضای )تعداد

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

.n− (k − ١) با است برابر Q◦
k,n مجموعهی اعضای تعداد و

داریم ،k = ١,٢ و n = ۴ برای .١٣.١.١ مثال

Q١,۴ = {١,٢,٣,۴},
Q٢,۴ = {(١,٢), (١,٣), (١,۴), (٢,٣), (٢,۴), (٣,۴)},

.
(۴

٢
)
= ۶ و

(۴
١
)
= ۴ با است برابر ترتیب به Q٢,۴ و Q١,۴ مجموعههای اعضای تعداد

Q◦
٢,۴ = {(١,٢), (٢,٣), (٣,۴)}

.۴ − (٢ − ١) = ٣ با است برابر Q◦
٢,۴ اعضای تعداد و

صورت: این در .A ∈ Rn×m ماتریس و باشند طبیعͬ اعداد l ،k ،m ،n فرضکنید تعریف١.١.١۴.

آنگاه ،β = (β١, . . . , βl) ∈ Ql,m ،α = (α١, . . . , αk) ∈ Qk,n و l ≤ m ،k ≤ n اگر .١
A[α|β] با را βl ،. . . ،β١ ستونهای و αk ،. . . ،α١ سطرهای شامل A از k × l زیرماتریس
شامل A ،k × k مرتبه�ی از زیرماتریسͬ دترمینان ،k ≤ min{n,m} برای مͬدهند. نشان

.[١٢] مͬنامند A مینور٣ ͷی را βk ،. . . ،β١ ستونهای و αk ،. . . ،α١ سطرهای

را A[γ|γ] زیرماتریس آنگاه ،γ = (γ١, . . . , γk) ∈ Qk,min{n,m} و k ≤ min{n,m} اگر .٢
ͷی det A[γ] مͬنامند. A اصل۴ͬ زیرماتریس ͷی را آن و مͬدهند نشان A[γ] با اختصار به

.[١٠] مͬشود نامیده A اصلͬ مینور
٣minor
۴principal submatrix
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اصلͬ زیرماتریسهای ،k = ١,٢, . . . ,min{n,m} ،A[١,٢, . . . , k] اصلͬ زیرماتریسهای .٣
صورت به مینوری ،A برای k مرتبهی از ۶ پیشرو اصلͬ مینور ͷی مͬشوند. نامیده A ۵ پیشرو

مͬباشد. detA[١, . . . , k]

کنید فرض .١۵.١.١ مثال

A =


١ ٢ ٣ ۴ ۵
٢ ٣ ۴ ۵ ۶
٣ ۴ ۵ ۶ ٧
۴ ۵ ۶ ٧ ٨

 ,

صورت: دراین .γ = (١,٢,٣) و β = (٢,٣) ،α = (١,٢,۴)

A[α|β] = A[١,٢,۴|٢,٣] =

 ٢ ٣
٣ ۴
۵ ۶

 ,

،A از ٣ × ٢ ماتریس زیر ͷی

A[α] = A[١,٢,۴] =

 ١ ٢ ۴
٢ ٣ ۵
۴ ۵ ٧

 ,

و A اصلͬ زیرماتریس ͷی

A[γ] = A[١,٢,٣] =

 ١ ٢ ٣
٢ ٣ ۴
٣ ۴ ۵

 ,

مͬ�باشد. A پیشرو اصلͬ زیرماتریس ͷی

detA[α|١,٢, . . . , k]لͺش به مینوری ،A ∈ Rn×mماتریس ستون�ـاول٧ یͷمینور تعریف١.١.١۶.
شͺل به مینوری A ٨ سطرـاول مینور ͷی .k = ١,٢, . . . ,min {n,m} ،α ∈ Q◦

k,n که مͬباشد
.[٨] k = ١,٢, . . . ,min {n,m} ،β ∈ Q◦

k,m که است detA[١,٢, . . . , k|β]

کنید فرض .١٧.١.١ مثال
۵leading principal submatrix
۶leading principal minor
٧row-initial minor
٨column-initial minor
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A =


١ ٢ ۵ ۶ ١
٧ ٣ ۴ ٢ ٢
۵ ٩ ٨ ٣ ۴
١ ٩ ١ ٣ ١

 ,

سطرـاول و det A[α|١,٢] ستون�ـاول مینورهای صورت این در .β = (٣,۴,۵) ،α = (٢,٣)
برابر ترتیب به det A[١,٢,٣|β]

det A[α|١,٢] = det A[١,٢|٢,٣] = det

(
٧ ٣
۵ ٩

)
= ۴٨,

det A[١,٢,٣|β] = det A[٣|١,٢,٣,۴,۵] = det

 ۵ ۶ ١
۴ ٢ ٢
٨ ٣ ۴

 = ۶,

�مͬ�باشند.

مینورهای باشد. مثلثͬ) بالا (متناظراً مثلثͬ پایین ماتریسͬ A ∈ Rn×n فرضکنید .١٨.١.١ تعریف
مͬشوند؛ نامیده A ٩ بدیهͬ غیر مینورهای ،k هر برای ،(αk ≤ βk (متناظراً αk ≥ βk با det A[α|β]

.[٩] هستند صفر برابر مانده باقͬ مینورهای همهی وضوح به زیرا

کنید فرض .١٩.١.١ مثال

A =


۴ ٠ ٠ ٠
١ ٢ ٠ ٠
−٨ ١ ١ ٠
−٨ ١ ٢ ٣

 ,

صورت این در

det A[٢,٣,۴|١,٢,٣] = det

 ١ ٢ ٠
−٨ ١ ١
−٨ ١ ٢

 = ١٧,

و A بدیهͬ غیر مینور ͷی

det A[١,٢,۴|١,٣,۴] = det

 ۴ ٠ ٠
١ ٠ ٠
−٨ ٢ ٣

 = ٠,

مͬ�باشد. A بدیهͬ مینور ͷی
٩nontrivial minors
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است ممͺن A مانند مثلثͬ پایین ماتریس ͷی بدیهͬ غیر مینورهای کلͬ حالت در .٢٠.١.١ تبصره
قبل مثال در نمونه عنوان به باشند. صفر غیر یا صفر

det A[٣,۴|١,٢] = det

(
−٨ ١
−٨ ١

)
,

(متناظراً پایین ماتریس در اگر که مͬدانیم اما مͬباشد. صفر مقدار با A بدیهͬ غیر مینور ͷی
مینور وضوح به آنگاه نباشد، برقرار k هر برای (αk ≤ βk (متناظراً αk ≥ βk شرط مثلثͬ بالا)
به آن بدیهͬ غیر مینورهای آنگاه باشد، قطری A اگر همچنین شد. خواهد صفر برابر det A[α|β]

مͬباشند. det A[α]صورت

هرگاه است مثبت١١) (جمعاً نامنف١٠ͬ جمعاً A ∈ Rn×m ماتریس .٢١.١.١ تعریف

det A[α|β] ≥ ٠(> ٠), ∀α ∈ Qk,n, ∀β ∈ Qk,m, k = ١,٢, . . . ,min{n,m}

مͬشود. داده نشان (STP ) TP با و

(STP ) TP نیز AT و A از زیرماتریسͬ هر و AT آنگاه باشد، (STP ) TP ماتریس ͷی A اگر
.rank(A) = min {n,m} آن�گاه باشد STP ماتریس ͷی A اگر که است واضح است.

هر هرگاه مͬ�شود نامیده مثلثͬ (بالا) پایین ،A ∈ Rn×m مستطیلͬ ماتریس .٢٢.١.١ تعریف
مثلثͬ (بالا) پایین ماتریس ͷی ،k = ١,٢, . . . ,min{n,m} آن، از k× k پیشرو اصلͬ زیرماتریس

باشد.

مستطیلͬ ماتریس .٢٣.١.١ مثال

A =


۴ ٠ ٠ ٠
۵ −٢ ٠ ٠
−١ ۵ ٠ ٠
٠ ٢ −٢ −٣
١ ٣ ۴ ۵

 ,

ماتریس ͷی ،k = ١,٢,٣,۴ آن، از k × k پیشرو اصلͬ زیرماتریس هر زیرا مͬ�باشد، مثلثͬ پایین
است. مثلثͬ پایین

١٠totally positive
١١sttictly totally positive
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(بالایͬ) پایینͬ △STP ،A ∈ Rn×m مثلثͬ (بالا) پایین مستطیلͬ ماتریس ͷی .٢۴.١.١ تعریف
αk ≥ βk با detA[α|β]مینورهای) باشند مثبت آن بدیهͬ غیر مینورهای همهی هرگاه مͬشود، نامیده
علاوه هستند.). آن بدیهͬ غیر مینورهای ،١ ≤ k ≤ min{n,m} ،k هر برای ،(αk ≤ βk (متناظراً
واحد (بالایͬ) پایینͬ △STP ،A آن�گاه i = ١,٢, . . . ,min{n,m} برای ،aii = ١ اگر این، بر

.[۴] مͬ�شود نامیده

مثلثͬ پایین مستطیلͬ ماتریس .٢۵.١.١ مثال

A =


١ ٠ ٠
١ ١ ٠
١ ٢ ١
١ ٣ ۴

 ,

و مثبت�اند A بدیهͬ غیر مینورهای همه�ی که نمود بررسͬ مͬتوان راحتͬ به بͽیرید. نظر در را
است. واحد پایینͬ △STP ،A نتیجه در .i = ١,٢,٣ برای ،aii = ١

هرگاه است منف١٣ͬ) (جمعاً نامثبت١٢ جمعاً A ∈ Rn×m ماتریس .٢۶.١.١ تعریف

det A[α|β] ≤ ٠(< ٠), ∀α ∈ Qk,n, ∀β ∈ Qk,m, k = ١,٢, . . . ,min{n,m}

مͬشود. داده نشان (t.n.) t.n.p. با و

(t.n.) t.n.p. نیز AT و A از زیرماتریسͬ هر و AT آنگاه باشد، (t.n.) t.n.p.ماتریس ͷی A اگر
است.

،١ ≤ k ≤ min {n,m} ،kمرتبهی از علامتمنظم١۴ A(اکیداً) ∈ Rn×mماتریس تعریف٢٧.١.١.
داشته یͺسان (اکید) علامت ،p = ١,٢, . . . , k آن، pـام مرتبهی مینورهای همهی هرگاه است
،i = ١,٢, . . . , k ،|εi| = ١ با حقیقͬ اعداد از ε = (εi) علامت دنباله ͷی دیͽر بیانͬ به باشند.
و α ∈ Qp,n هر برای A ∈ Rn×m ماتریس اگر بͽیرید. نظر در را ،١ ≤ k ≤ min {n,m}

Aماتریسͬ آنگاه کند، صدق εpdetA [α|β] (> ٠) ≥ رابطهی٠ در ،p = ١,٢, . . . , k ،β ∈ Qp,m

.[٧] مͬشود نامیده εk ،. . . ،ε١ علامتهای با k مرتبهی از منظم علامت (اکیداً)

ماتریس .٢٨.١.١ مثال
١٢totally nonpositive
١٣totally negative
١۴(strictly) sign regular
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A =

 −١ −٢ −٣ −٣
−۴ −۵ −۶ −۴
−۵ −۶ −۶ −٣

 ,

α = برای(١,٢,٣) چون مͬباشد. ε١ = ε٢ = علامتهای١− با مرتبهی٢ از منظم علامت اکیداً
،detA[α|β] < ٠ ،β = (١,٢,٣) و α = برای(١,٢,٣) و ،detA[α|β] > ٠ ،β = (٢,٣,۴) و

نیست. ٣ مرتبهی از منظم علامت اکیداً ،A

منفͬ) یا ماتریس(مثبت آن که است این ماتریس ͷی بودن منظم علامت (اکیداً) برای لازم شرط
باشد. نامنفͬ یا نامثبت

،k = min {n,m} ،k مرتبهی از منظم علامت (اکیداً) ،A آن�گاه باشد TP (STP ) ،A اگر
(اکیداً) ،A آن�گاه باشد t.n.p. (t.n.) ،A اگر و است i = ١,٢, . . . , k ،εi = +١ علامتهای با
مͬباشد. i = ١,٢, . . . , k ،εi = −١ علامتهای با ،k = min {n,m} ،k مرتبهی از منظم علامت
دو مینورهای ضرب حاصل حسب بر را ماتریس دو ضرب حاصل مینور بین ارتباط زیر اتحاد

مͬ�کند. بیان ماتریس
F ∈ آن در که ،F = GH و β ∈ Qp,m ،α ∈ Qp,n کنید فرض کوشͬ-باینت١۵. اتحاد
زیر رابطه�ی صورت این در .p ∈ {١,٢, . . . ,min {n,m, r}} و H ∈ Rr×m ،G ∈ Rn×r ،Rn×m

.[١] است مرسوم کوشͬ�-�باینت اتحاد به
det F [α|β] =

∑
w∈Qp,r

det G [α|w] det H [w|β] .

آن در که ،F = GH و β = (٢,٣) ،α = (١,٢) کنید فرض .٢٩.١.١ مثال

G =


١ ٢ ١
١ −١ ٢
٠ ١ ٢
١ ۴ ١

 , H =

 ١ ٢ ١
١ ١ ١
١ −١ ١

 .

داریم

det (F )[٢,٣|١,٢] =
∑

w∈Q٢,٣

det G[١,٢|w] det H[w|٢,٣]

= det G[١,٢|١,٢] det H[٢,٣|١,٢] + det G[١,٣|١,٢] det H[٢,٣|١,٣]

+det G[٢,٣|١,٢] det H[٢,٣ | ٢,٣] = −٣ + ٣ + ١٠ = ١٠.
١۵Cauchy-Binet identity
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مͬ�شود. نتیجه کوشͬ-�باینت اتحاد از راحتͬ به زیر گزاره�ی

اگر بͽیرید. نظر در را B ∈ Rm×p و A ∈ Rn×m ماتریس�های .٣٠.١.١ گزاره

با min {n,m, p} مرتبه�ی از منظم علامت AB آن�گاه باشد TP ،B و باشند TP ،B و A .١
TP ،AB آن�گاه ،m ≥ min {n, p} اگر این، بر علاوه مͬ�باشد. ε = (١,١, . . . علامت(١,

است.

آن�گاه باشد STP ماتریس ͷی C ∈ Rm×p و t.n. ماتریس B ،t.n.p. (t.n.) ماتریس A .٢
و است ε = (١,١, . . . ,١) علامت با min {n,m, p} مرتبهی از منظم علامت (اکیداً) AB
ε = (−١−,١, . . . ,−١) علامت با min {n,m, p} مرتبهی از منظم علامت (اکیداً) AC

(t.n.) ،AC و TP (STP) ،AB آنگاه ،m ≥ min {n, p} اگر این، بر علاوه مͬباشد.
.[٧] است t.n.p.

این در بͽیرید. نظر در را rank(A) = r با A ∈ Rn×r پلͺانͬ پایین ماتریس .٣١.١.١ گزاره
صورت:

اگر فقط و اگر است TP ،A .١

det A[α|١,٢, . . . , k] ≥ ٠, ∀α ∈ Qk,n, k = ١,٢, . . . , r.

اگر فقط و اگر است STP△پایینͬ ،A .٢

det A[α|١,٢, . . . , k] > ٠, ∀α ∈ Q◦
k,n, k = ١,٢, . . . , r.

شود. رجوع [۵] به برهان.

مثبت (سطر) ستون اولین با واحد مثلثͬ (بالا) پایین TP ماتریس ͷی (U) L اگر .٣٢.١.١ تبصره
هر برای ،(uji > ٠) lij > ٠ بنابراین .(det U [١, j|j, i] ≥ ٠) det L [j, i|١, j] ≥ ٠ آن�گاه باشد،
(بالای) زیر درایههای با واحد مثلثͬ (بالا) پایین TP ماتریس ͷی (U) L که، معنͬ بدین .i > j

.[٢] مͬباشد مثبت اصلͬ قطر
مثبت (سطر) ستون اولین با واحد پلͺانͬ (بالا) پایین TP ماتریس ͷی L اگر مشابه، طریق به
عنصر زیر درایه�های ،L بدیهͬ غیر درایه�های مثبتند. (U) L بدیهͬ غیر درایه�های همه�ی آن�گاه باشد،
در پیشرو عنصر راست سمت درایه�های ،U بدیهͬ غیر درایه�های و L ماتریس ستون هر در پیشرو

.[۴] مͬ�باشند U سطر هر


